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Prefacio 


OBJETIVOS 

El objetivo principal de un primer curso de mecanica debe ser desa- 
rrollar en el estudiante de ingenieria la capacidad de analizar cualquier 
problema en forma logica y sencilla, y la de aplicar para su solution 
unos cuantos principios basicos perfectamente comprendidos. Se es- 
pera que este texto y el tomo complementario, Mecanica vectorial pa¬ 
ra ingenieros: Estatica, permitiran que el profesor alcance este objetivo. 

ENFOQUE GENERAL 

En la parte inicial del primer tomo se introdujo el analisis vectorial, el 
cual se utiliza en la presentation y exposition de los principios funda- 
mentales de la estatica, asi como en la solution de muchos problemas. 
De manera similar, el concepto de diferenciacion vectorial se introdu¬ 
ce al inicio de este volumen, y el analisis vectorial se utiliza a lo largo 
de la presentation de la dinamica. Este planteamiento conduce a una 
especificacion mas concisa de los principios fundamentales de la me¬ 
canica. Tambien hace posible analizar muchos problemas en cinemati- 
ca y cinetica que no podrfan resolverse mediante metodos escalares. 
Sin embargo, se mantiene el enfasis en el correcto aprendizaje de los 
principios de la mecanica y en su aplicacion para resolver problemas 
de ingenieria, por lo que el analisis vectorial se presenta, primordial- 
mente, como una herramienta util. 

Se introducen aplicaciones practicas desde una etapa inicial. 

Una de las caracterfsticas del enfoque usado en estos tomos es que la 
mecanica de particular se ha separado en forma clara de la mecanica 
de cuerpos rigidos. Este enfoque hace posible considerar aplicaciones 
practicas simples en una etapa inicial y posponer la introduction de los 
conceptos mas avanzados. Por ejemplo: 

• En Estatica, la estatica de particulas se estudia primero, y el prin- 
cipio de equilibrio de una particula se aplica inmediatamente a si- 
tuaciones practicas que involucran solo fuerzas concurrentes. La 
estatica de cuerpos rigidos se considera posteriormente, cuando ya 
se ha hecho la presentation de los productos escalar y vectorial de 
dos vectores; estos conceptos se utilizan para definir el momenta 
de una fuerza con respecto a un punto y a un eje. 
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• En Dindmica se observa la misma division. Se introducen los con- 
ceptos basicos de fuerza, masa y aceleracion, de trabajo y energia, 
y de impulso y cantidad de movimiento, y se aplican en primera 
instancia a la solution de problemas que involucran solo particu- 
las. De esta forma, los estudiantes pueden familiarizarse por si mis- 
mos con los tres metodos basicos utilizados en dinamica y apren- 
der sus respectivas ventajas antes de enfrentar las dificultades 
asociadas con el movimiento de cuerpos rigidos. 

Los conceptos nuevos se presentan en terminos simples. 

Como este texto esta disenado para un primer curso sobre dinamica, 
los conceptos nuevos se presentan en terminos simples y cada paso se 
explica en forma detallada. Por otro lado, este enfoque alcanza una ma- 
durez definitiva al analizar los aspectos mas relevantes de los proble¬ 
mas considerados, y al ampliar los metodos de aplicabilidad general. 
Por ejemplo, el concepto de energia potential se analiza para el caso 
general de una fuerza eonservativa. Ademas, el estudio del movimien¬ 
to piano de cuerpos rigidos esta ideado para conducir de manera na¬ 
tural al estudio de su movimiento general en el espacio. Lo anterior se 
cumple tanto en cinematica como en cinetica, donde el principio de 
equivalencia de fuerzas externas y efectivas se aplica de manera direc¬ 
ta al analisis de movimiento piano, lo que facilita la transition al estu¬ 
dio del movimiento tridimensional. 

Los principios fundamentales se utilizan en el contexto de 
aplicaciones simples. Se enfatiza el hecho de que la mecanica es, 
esencialmente, una ciencia cleductiva que se basa en algunos principios 
fundamentales. Las derivaciones se presentan siguiendo su secuencia 
logica y con todo el rigor requerido a este nivel. Sin embargo, en vir- 
tud de que el proceso de aprendizaje es primordialmente inductivo, se 
consideran primero las aplicaciones mas simples. Por ejemplo: 

• La cinematica de particulas (capitulo 11) anteeede a la cinematica 
de cuerpos rigidos (capitulo 15). 

• Los principios fundamentales de la cinetica de cuerpos rigidos se 
aplican primero a la solution de problemas bidimensionales (capi- 
tulos 16 y 17), los cuales pueden ser visualizados con mayor faci- 
lidad por los estudiantes, mientras que los problemas tridimensio- 
nales se posponen hasta el capitulo 18. 

La presentacion de los principios de la cinetica se unifica. 

La octava edition de Mecanica vectorial para ingenieros tiene la pre¬ 
sentation unificada de los principios de la cinetica que caracterizaron 
a las siete ediciones anteriores. Los conceptos de cantidad de movi¬ 
miento lineal y angular se presentan en el capitulo 12, de modo que la 
segunda ley de Newton para el movimiento pueda presentarse no so¬ 
lo en su forma conventional F = ma, sino tambien como una ley que 
relaciona, respectivamente, la suma de fuerzas que actuan sobre una 
particula y la suma de sus momentos con las razones de cambio de la 
cantidad de movimiento lineal y angular de la particula. Esto hace po- 
sible una introduction temprana del principio de conservation de la 
cantidad de movimiento angular, y un analisis mas logico del movimien¬ 
to de una particula bajo una fuerza central (section 12.9). Aun mas 
importante, este planteamiento puede extenderse sin dificultad al mo¬ 
vimiento de un sistema de particulas (capitulo 14) y efectuar un trata- 


miento mas conciso y unificado de la cinetica de cuerpos rfgidos en dos 
y tres dimensiones (capftulos 16 a 18). 

Se emplean diagramas de cuerpo libre para resolver 
problemas de equilibrio y expresar la equivalencia de sistemas 
de fuerzas Los diagramas de cuerpo libre se introdujeron al prin- 
cipio del libro de estatica, y su importancia se enfatizo a lo largo de to- 
do el texto. Estos diagramas se emplean no solo para resolver proble¬ 
mas de equilibrio, sino tambien para expresar la equivalencia de dos 
sistemas de fuerzas o, de modo mas general, de dos sistemas de vec- 
tores. La ventaja de este enfoque se vuelve evidente en el estudio de 
la dinamica de cuerpos rfgidos, donde se utiliza para resolver proble¬ 
mas tridimensionales y bidimensionales. Se pudo lograr una compren- 
sion mas intuitiva y completa de los principios fundamentales de la di¬ 
namica al poner mayor enfasis en las “ecuaciones de los diagramas de 
cuerpo libre” en lugar de en las ecuaciones algebraicas estandar de mo- 
vimiento. Este enfoque, introducido en 1962 en la primera edition de 
Mecdnica vectorial para ingenieros, ha obtenido a la fecha una amplia 
aceptacion en Estados Unidos entre los profesores de mecanica. Por 
lo tanto, en la resolution de todos los problemas resueltos de este li¬ 
bro, se prefiere su utilization en lugar del metodo de equilibrio dina- 
mico y de las ecuaciones de movimiento. 

Se utilizan presentaciones en cuatro colores para distinguir 
los vectores, El color se ha usado no solo para mejorar la calidad 
de las ilustraciones, sino tambien para ayudar a los estudiantes a dis¬ 
tinguir entre los diversos tipos de vectores que pueden encontrar. En 
virtue! de que no habfa intention de colorear por complete este texto, 
en un capftulo dado se utiliza el mismo color para representar el mis- 
mo tipo de vector. Por ejemplo, a lo largo del tomo de estatica, el ro- 
jo se utiliza en forma exclusiva para representar fuerzas y pares, mien- 
tras que los vectores de position se muestran en azul y las dimensiones 
en negro. Esto vuelve mas facil para los estudiantes la identification 
de las fuerzas que actuan sobre una partfcula o un cuerpo rfgido dado 
y la comprension de los problemas resueltos y de otros ejemplos pro- 
porcionados en el libro. En Dinamica, para los capftulos de cinetica, el 
rojo se usa de nuevo para fuerzas y pares, asf como para fuerzas efec- 
tivas. El rojo tambien se utiliza para representar impulsos y cantidades 
de movimiento en ecuaciones de diagramas de cuerpo libre, mientras 
que el verde es utilizado para velocidades, y el azul en aceleraciones. 
En los dos capftulos de cinematica, donde no se involucra ninguna fuer- 
za, se usan azul, verde y rojo, respectivamente, para indicar desplaza- 
mientos, velocidades y aceleraciones. 

Se mantiene, en forma consistente, un cuidadoso balance 
entre las unidades del SI y las unidades del sistema ingles. De- 

bido a la tendencia que existe en la actualidad en el gobiemo y la indus- 
tria estadounidenses de adoptar el Sistema Intemacional de unidades 
(unidades metricas SI), las unidades SI que se usan con mayor frecuen- 
tia en mecanica se introducen en el capftulo 1 y se emplean en todo el 
libro. Aproximadamente la mitad de los problemas resueltos y un 60 por 
ciento de los problemas de tarea estan planteados en este sistema de uni¬ 
dades, mientras que el resto se proporciona en las unidades de uso co- 
mun en Estados Unidos. Los autores creen que este enfoque es el que 
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se adecuara mejor a las necesidades de los estudiantes, quienes, como 
ingenieros, tendran que dominar los dos sistemas de unidades. 

Tambien se debe reconocer que el uso de ambos sistemas de uni¬ 
dades significa algo mas que aplicar factores de conversion. Como el sis- 
tema de unidades SI es absoluto basado en el tiempo, la longitud y la 
masa, mientras el sistema ingles es gravitacional basado en el tiempo, 
la longitud y la fuerza, se requieren diferentes enfoques en la solution 
de muchos problemas. Por ejemplo, cuando se usan las unidades SI, por 
lo general, un cuerpo se especifica mediante su masa expresada en kilo- 
gramos; en la mayoria de los problemas de estatica sera necesario deter- 
minar el peso del cuerpo en newtons, para lo cual se requiere un calcu- 
lo adicional. Por otro lado, cuando se aplican las unidades del sistema 
ingles, un cuerpo se especifica mediante su peso en libras y, en pro¬ 
blemas de dinamica, se requerira un calculo adicional para determinar 
su masa en slugs (o lb-s 2 /ft). Por tanto, los autores creen que los pro¬ 
blemas asignados a los estudiantes deben incluir ambos sistemas de 
unidades. 

En las secciones opcionales se tratan temas avanzados o 
especializados. En el libro se incluye un gran numero de seccio¬ 
nes opcionales identifieadas mediante asteriscos y, por tanto, se distin- 
guen facilmente de aquellas que constituyen la parte fundamental de 
un curso basico de dinamica. Estas secciones pueden omitirse sin per- 
judicar la comprension del resto del texto. 

Entre los temas cubiertos en las secciones opcionales se encuen- 
tran los metodos graficos para la resolution de problemas de movi- 
miento rectilineo, trayectoria de una particula bajo una fuerza central, 
desviacion de corrientes de fluido, problemas que implican propulsion 
a chorro y cohetes, la cinematica y la cinetica de cuerpos rigidos en tres 
dimensiones, vibraciones mecanicas amortiguadas, y analogies electri- 
cas. Estos temas adquiriran un interes particular cuando el curso de di¬ 
namica se imparta durante el primer ano de estudios. 

El material presentado en el libro y la mayor parte de los proble¬ 
mas no requieren conocimiento matematico previo superior al algebra, 
la trigonometrfa y el calculo elementales; todos los conocimientos de al¬ 
gebra elemental necesarios para comprender el texto se presentan con 
detalle en los capitulos 2 y 3 del volumen de estatica. 1 Sin embargo, se 
incluyen problemas especiales que requieren un conocimiento mas 
avanzado de calculo, y ciertas secciones, como las 19.8 y 19.9 sobre vi¬ 
braciones amortiguadas, solo deben asignarse cuando los estudiantes 
posean los fundamentos matematieos adecuados. En las partes del tex¬ 
to que utilizan el calculo elemental, se pone mayor enfasis en la apro- 
piada comprension de los conceptos matematieos basicos incluidos que 
en la manipulation de las formulas matematicas. Al respecto, se debe 
mencionar que la determination de los centroides de areas compuestas 
precede al calculo de centroides por integration, lo cual posibilita esta- 
blecer firmemente el concepto de momenta de un area antes de intro¬ 
duce el uso de integrales. 
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^Algunas definiciones y propiedades utiles de algebra se resumen en el apendice A al fi¬ 
nal del libro, para comodidad del lector. Asimismo, las secciones 9.11 a 9.18 del volumen 
de estatica, donde se estudian los momentos de inertia de masas, se reproducen en el apen¬ 
dice B. 
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ORGANIZACION DE LOS CAPITULOS Y CARACTERISTICAS 
PEDAGOGICAS 


Introduction del capi'tulo. Cada capftulo comienza con una in¬ 
troduction que establece el proposito y los objetivos del mismo, y en 
la que se describe en terminos sencillos el material que sera cubierto 
y sus aplicaciones en la resolution de problemas de ingenierfa. Los nue- 
vos lineamientos del capftulo proporcionan a los estudiantes una vision 
previa de los temas que este incluye. 

Lecciones en el capi'tulo. El cuerpo del texto esta dividido en 
unidades, cada una de las cuales consiste en una o mas secciones de 
teorfa, uno o varios problemas resueltos, y una gran cantidad de pro¬ 
blemas de tarea. Cada unidad corresponde a un tema bien definido 
que, por lo general, puede ser cubierto en una lection. Sin embargo, 
en ciertos casos el profesor encontrara que es deseable dedicar mas de 
una lection a un tema en particular. 

Problemas resueltos. Los problemas resueltos se plantean de 
manera muy similar a la que usaran los estudiantes cuando resuelvan 
los problemas que se les asignen. Por tanto, estos problemas cumplen 
el doble proposito de ampliar el texto y demostrar la forma de trabajo 
clara y ordenada que los estudiantes deben cultivar en sus propias so- 
luciones. 

Resolution de problemas en forma independiente. Entre los 
problemas resueltos y los de tarea, cada lection incluye una section ti- 
tulada Resolution de problemas en forma independiente. El proposito 
de estas secciones es ayudar a los estudiantes a organizar mentalmen- 
te la teorfa ya cubierta en el texto y los metodos de resolution de los 
problemas resueltos, de manera que puedan resolver con mayor exito 
los problemas de tarea. Ademas, en estas secciones tambien se inclu- 
yen sugerencias y estrategias especificas que les permitiran enfrentar 
de manera mas eficiente cualquier problema asignado. 

Series de problemas de tarea. La mayorfa de los problemas 
son de naturaleza practica y deben llamar la atencion del estudiante de 
ingenierfa. Sin embargo, estan disenados para ilustrar el material presen- 
tado en el texto y ayudar a los estudiantes a comprender los principios de 
la mecanica. Los problemas se han agrupado de acuerdo con las partes 
del material que ilustran y se presentan en oixlen de dilicultad creciente. 
Los problemas que requieren atencion especial estan seiialados median- 
te asteriscos. Al final del texto se proporcionan las respuestas correspon- 
dientes a 70 por ciento de los problemas propuestos; y aquellos para 
los cuales no se da respuesta se indican en el libro escribiendo su nu- 
mero en cursivas. 

Repaso y resumen del capi'tulo. Cada capftulo finaliza con un 
repaso y un resumen del material cubierto en el mismo. Las notas al 
margen se utilizan para ayudar al estudiante a organizar su trabajo de 
revision, ademas se han incluido referencias cruzadas para ayudarlos a 
eneontrar las partes de material que requieren atencion especial. 

Problemas de repaso. Al final de cada capftulo se incluye un 
grupo de problemas de repaso. Estos problemas proporcionan a los es¬ 
tudiantes una oportunidad adicional de aplicar los conceptos mas im- 
portantes presentados en el capftulo. 
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XIX 


Problemas de computadora. Cada capitulo incluye un grupo 
de problemas disenados para ser resueltos mediante programas de 
computadora. Muchos de estos problemas son importantes para el pro- 
ceso de diseno. Por ejemplo, pueden involucrar la determination del 
movimiento de una particula bajo condiciones initiates, el analisis ci- 
nematico o cinetico de mecanismos en posiciones sucesivas, o la inte¬ 
gration numerica de diferentes ecuaciones de movimiento. El desarro- 
llo del algoritmo requerido para resolver un problema de mecanica 
dado beneficiara a los estudiantes en dos formas diferentes: 1) les ayu- 
dara a lograr una mejor comprension de los principios de la mecanica 
involucrados; 2) les proporcionara la oportunidad de aplicar sus habi- 
lidades con la computadora a la resolution de un problema relevante 
de ingenierfa. 

MATERIALES DE APOYO 

Esta obra cuenta con interesantes complementos que fortalecen los 
procesos de ensenanza-aprendizaje, asi como la evaluation de los mis- 
mos, los cuales se otorgan a profesores que adoptan este texto para sus 
cursos. Para obtener mas information y conocer la politica de entrega 
de estos materiales, contacte a su representante McGraw-Hill o envie 
un correo electronico a marketinghe@mcgraw-hill.com. 

CONEXION CON LA INGENIERIA DE MCGRAW-HILL 

La Conexion de McGraw-Hill con la Ingenierfa ( McGraw-Hill 
Connect Engineering ) es una plataforma de tareas y evaluation que 
proporciona a los estudiantes los medios para conectarse de mejor 
manera con su curso, sus profesores y los conceptos importantes que 
necesitaran conocer para su exito en la actualidad y en el future. 
Mediante la Conexion con la Ingenierfa, los profesores pueden 
entregar con facilidad tareas, tests y examenes en Knea. Los 
estudiantes pueden practicar habilidades importantes a su propio 
ritmo y de acuerdo con su propio programa. 

La Conexion con la Ingenierfa de Mecanica vectorial para inge- 
nieros esta disponible en www.mhhe.com/beerjohnston e incluye 
problemas algorftmicos del texto, presentaciones en PowerPoint, un 
banco de imagenes y animaciones. 

OPCIONES DE LIBRO ELECTRONICO 

Los libros electronicos son una forma innovadora de ahorrarle dinero 
a los estudiantes y al mismo tiempo crear un medio ambiente mas 
verde. Un libro electronico puede ahorrarle a los estudiantes cerca de 
la mitad del costo de un libro de texto traditional y ofrece caracte- 
rfsticas unicas como un poderoso dispositivo de busqueda, texto 
resaltado y la capacidad de compartir notas con companeros de clase 
que usan libros electronicos. 

McGraw-Hill ofrece dos opciones de libros electronicos: la com- 
pra de un libro descargable de VitalSource o una suscripcion al libro 
de CourseSmart. Para conocer mas acerca de las opciones de libros 
electronicos, contacte a su distribuidor McGraw-Hill o visite los sitios 
de manera directa en www.vitalsource.com y www.coursesmart. 
com. 
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Aceleracion 

Constante; radio; distancia; eje semimayor de la elipse 
Aceleracion del centro de masa 

Aceleracion de B relativa al sistema de referencia en traslacion con A 

Aceleracion de P relativa al sistema de referencia en rotation 3F 

Aceleracion de Coriolis 

Reacciones en soportes y conexiones 

Puntos 

Area 

Ancho; distancia; eje semimenor de la elipse 
Constante; coeficiente de amortiguamiento viscoso 
Centroide; centro instantaneo de rotation; capacitancia 
Distancia 
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Vectores unitarios en las direcciones radial y transversal 
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Energia mecanica total; voltaje 
Funcion escalar 

Frecuencia de vibration forzada 
Frecuencia natural 
Fuerza; fuerza de friction 
Aceleracion de la gravedad 

Centro de gravedad; centro de masa; constante de gravitation 
Momenta angular por masa unitaria 
Momenta angular alrededor del punto O 

Razon de cambio de la cantidad de movimiento angular H G con respecto a un 
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Productos de inertia 
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Constante de resorte 
Radio de giro 
Radio de giro centroidal 
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Masa por unidad de longitud 
Par; momenta 
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Componente normal de la reaction 
Origen de coordenadas 
Fuerza; vector 

Razon de cambio del vector P con respecto a un sistema de referencia de 
orientation fija 

Razon de flujo de masa; carga electrica 
Fuerza; vector 

Razon de cambio del vector Q con respecto a un sistema de referencia de 
orientation fija 

Razon de cambio del vector Q con respecto al sistema de referencia Oxyz 

Vector de position 

Vector de position de B relativo a A 

Radio; distancia; coordenada polar 

Fuerza resultante; vector resultante; reaction 

Radio de la Tierra; resistencia 

Vector de position 

Longitud de arco 

Tiempo; espesor; direction tangential 
Fuerza 

Tension; energia cinetica 

Velocidad 

Variable 

Trabajo 

Velocidad 

Rapidez 

Velocidad del centra de masa 

Velocidad de B relativa al sistema de transference en traslacion con A 

Velocidad de P relativa al sistema de referencia en rotation 8F 

Producto vectorial 

Volumen; energia potential 

Carga por unidad de longitud 

Peso; carga 

Coordenadas rectangulares; distancias 
Derivadas temporales de las coordenadas x, y, z 

Coordenadas rectangulares del centroide, centra de gravedad o centra de masa 

Aceleracion angular 

Angulos 

Peso especifico 

Elongation 

Excentricidad de section conica o de orbita 
Vector unitario a lo largo de una linea 
Eficiencia 

Coordenada angular; angulo euleriano; angulo; coordenada polar 
Coeficiente de friction 
Densidad; radio de curvatura 
Periodo 

Periodo de vibracion libre 

Angulo de friction; angulo euleriano; angulo de fase; angulo 
Diferencia de fase 
Angulo euleriano 
Velocidad angular 

Frecuencia circular de vibracion forzada 

Frecuencia circular natural 

Velocidad angular del sistema de referencia 















El movimiento del transbordador espacial 
se describe en terminos de su posicion, 
velocidad y aceleracion. Al aterrizar, 
el piloto debe considerar la velocidad 
del viento y el movimiento relativo del 
transbordador con respecto al viento. El 
estudio del movimiento se conoce como 
cinematica y es el objeto de estudio en este 
capitulo. 
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11.1. INTRODUCCION A LA DINAMICA 


CAPITULO 11 CINEMATICA 
DE PARTICULAS 

Introduccion a la dinamica 
Posicion, velocidad y aceleracion 
Determinacion del movimiento 
de una parti'cula 
Movimiento rectilineo uniforme 
Movimiento rectilineo 
uniformemente acelerado 
Movimiento de varias particulas 
Solucion grafica de problemas 
de movimiento rectilineo 
Otros metodos graficos 
Vector de posicion, velocidad 
y aceleracion 
Derivadas de funciones 
vectoriales 

Componentes rectangulares de la 
velocidad y la aceleracion 
Movimiento relativo a un sistema 
de referencia en traslacion 
Componentes tangencial 
y normal 

Componentes radial y transversal 


Los capitulos 1 al 10 se dedicaron a la estdtica, esto es, al analisis de los 
cuerpos en reposo. Ahora se inicia el estudio de la dinamica, parte de la 
mecanica que se refiere al analisis de los cuerpos en movimiento. 

En tanto que el estudio de la estatica se remonta al tiempo de los 
filosofos griegos, la primera contribution importante a la dinamica la 
realizo Galileo (1564-1642). Los experimentos de Galileo en cuerpos 
uniformemente acelerados llevaron a Newton (1642-1727) a formular sus 
leyes de movimiento fundamentales. 

La dinamica incluye: 

La cinematica, la cual corresponde al estudio de la geometrfa 
del movimiento. Se utiliza para relacionar el desplazamiento, 
la velocidad, la aceleracion y el tiempo, sin hacer referencia a 
la causa del movimiento. 

2 . La cinetica, que es el estudio de la relation que existe entre 
las fuerzas que actuan sobre un cuerpo, su masa y el movi¬ 
miento de este mismo. La cinetica se utiliza para predecir el 
movimiento ocasionado por fuerzas dadas, o para determinar 
las fuerzas que se requieren para producir un movimiento es- 
pecifico. 

Los capitulos 11 al 14 abordan la dinamica de particulas-, en el ca- 
pitulo 11 se considera la cinematica de particulas. El uso de la pala- 
bra particulas no significa que el estudio se restringira a pequenos 
corpusculos, sino que en estos primeros capitulos el movimiento de 
cuerpos —posiblemente tan grandes como automoviles, cohetes o 
aviones— sera considerado sin tomar en cuenta su tamano. Al afirmar 
que los cuerpos se analizan como particulas, se entiende que solo se va 
a considerar su movimiento como una unidad completa, y se ignora 
cualquier rotation alrededor de su propio centra de masa. Sin embar¬ 
go, hay casos en los que dicha rotation no es despreciable; entonces no 
pueden considerarse como particulas. Este tipo de movimiento se ana- 
liza en los capitulos finales, en los que se trata la dinamica de cuerpos 
rigidos. 

En la primera parte del capitulo 11 se estudia el movimiento 
rectilineo de una particula; esto es, se determina la posicion, velocidad 
y aceleracion de una particula en todo instante conforme esta se mueve 
a lo largo de una linea recta. Primera, se emplean metodos generales 
de analisis para estudiar el movimiento de una particula; despues se 
consideran dos casos particulares importantes, a saber, el movimiento 
uniforme y el movimiento uniformemente acelerado de una particula 
(secciones 11.4 y 11.5). En la section 11.6, se aborda el movimiento 
simultaneo de varias particulas, y se presenta el concepto de movi¬ 
miento relativo de una particula con respecto a otra. La primera parte 
de este capitulo concluye con un estudio de metodos graficos de anali¬ 
sis y su aplicacion en la solucion de diversos problemas que impliean el 
movimiento rectilineo de particulas (secciones 11.7 y 11.8). 

En la segunda parte de este capitulo se analiza el movimiento de 
una particula cuando esta se mueve a lo largo de una trayectoria 
curva. Puesto que la posicion, velocidad y aceleracion de una par¬ 
ticula se definen como cantidades vectoriales, el concepto de la deri- 
vada de una funcion vectorial se presenta en la section 11.10 y se 
anade a las herramientas matematicas. Despues se estudian las apli- 
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caciones en las que el movimiento de una partfcula se define median- 11 - 2 - Posici6n ’ veiocidad y aceieracion gQ3 

te las componentes rectangulares de su veiocidad y aceieracion; en 
este punto se analiza el movimiento de un proyectil (section 11.11). 

En la section 11.12 se estudia el movimiento de una partfcula en 
relation con el sistema de referencia en traslacion. Por ultimo, se ana¬ 
liza el movimiento curvilfneo de una partfcula en terminos de com¬ 
ponentes que no sean las rectangulares. Las componentes tangential 
y normal de la veiocidad y la aceieracion de una partfcula se presen- 
tan en la section 11.13 y las componentes radial y transversal de su 
veiocidad y aceieracion en la section 11.14. 


MOVIMIENTO RECTILINEO DE PARTICULAS 


11.2. POSICION, VELOCIDAD Y ACELERACION 


Una partfcula que se mueve a lo largo de una lfnea recta se dice que 
se encuentra en movimiento rectilmeo. En cualquier instante dado t, 
la partfcula ocupara cierta position sobre la lfnea recta. Para definir la 
position P de la partfcula se elige un origen fijo O sobre la direction 
positiva a lo largo de la lfnea. Se mide la distancia x desde O hasta P, 
y se marca con un signo mas o menos, dependiendo de si P se alcanza 
desde O al moverse a lo largo de la lfnea en la direction positiva o en 
la negativa, respectivamente. La distancia x, con el signo apropiado, de¬ 
fine por complete la position de la partfcula, y se denomina como la 
coordenada de la position de la partfcula. Por ejemplo, la coordenada 
de la position correspondiente a P en la figura 11.1a) es x = +5 m; la 
coordenada correspondiente a P' en la figura 11.1b) es %' = —2 m. 

Cuando se conoce la coordenada de la position x de una partfcula 
para cualquier valor de tiempo t, se afirma que se conoce el movi¬ 
miento de la partfcula. El “itinerario” del movimiento jauede expresar- 
se en forma de una ecuacion en x y t, tal como x = 6r — t' 3 , o en una 
grafica de x en funcion de t, como se indica en la figura 11.6. Las uni- 
dades que se usan con mayor frecuencia para medir la coordenada de 
la position x son el metro (m) en el sistema de unidades SI + y el pie (ft) 
en el sistema de unidades ingles. El tiempo t suele medirse en segun- 
dos (s). 

Considere la position P ocupada por la partfcula en el tiempo t y 
la coordenada correspondiente x (figura 11.2). Considere tambien la 
position P' ocupada por la partfcula en un tiempo posterior t + At; la 
coordenada de la position P' puede obtenerse sumando a la coorde¬ 
nada x de P el pequeno desplazamiento Ax, el cual sera positivo o 
negativo segun si P' esta a la derecha o a la izquierda de P. La veloci- 
dad promedio de la partfcula sobre el intervalo de tiempo At se defi¬ 
ne como el cociente entre el desplazamiento Ax y el intervalo de 
tiempo At: 

At 

Veiocidad promedio = 


f Cf. Section 1.3. 
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Fotografia 11.1 El movimiento de este vehiculo 
solar se describe mediante su position, veiocidad 
y aceieracion. 
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u > 0 


a) 
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v <0 


Figura 11.3 
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b) 


x 


P v P' v + Av 



(t) (t + At) 

Figura 11.4 


Si se usan unidades del SI, Ax se expresa en metros y At en segundos, 
la velocidad promedio se expresa consecuentemente en metros por 
segundo (m/s). Si se recurre a las unidades de uso comun en Estados 
Unidos, Ax se expresa en pies y At en segundos; la velocidad promedio 
se expresara entonces en pies por segundo (ft/s). 

La velocidad instantdnea v de la particula en el instante t se obtie- 
ne de la velocidad promedio al elegir intervalos At y desplazamientos 
Ax cada vez mas cortos: 


Velocidad instantanea = v = lirn 

At—»0 


Ax 

At 


La velocidad instantanea se expresa tambien en m/s o ft/s. Observando 
que el limite del cociente es igual, por definition, a la derivada de x con 
respecto a t, se escribe 


dx 

dt 


( 11 . 1 ) 


La velocidad v se representa mediante un numero algebraico que 
puede ser positivo o negativo.' Un valor positivo de v indica que x 
aumenta, esto es, que la particula se mueve en la direction positiva 
(figura 11.3a); un valor negativo de v indica que x disminuye, es decir, 
que la particula se mueve en direction negativa (figura 11.3&). La mag- 
nitud de v se conoce como la rapidez de la particula. 

Considere la velocidad v de la particula en el tiempo t y tambien 
su velocidad v + Av en un tiempo posterior t + At (figura 11.4). La 
aceleracion promedio de la particula sobre el intervalo de tiempo At se 
refiere como el cociente de Av y At: 


Aceleracion promedio 


Av 

At 


Si se utilizan las unidades del SI, Av se expresa en m/s y At en segun¬ 
dos; la aceleracion promedio se expresara entonces en m/s 2 . Si se 
recurre a las unidades de uso comun en Estados Unidos, Av se expre¬ 
sa en ft/s y At en segundos; la aceleracion promedio se expresa enton¬ 
ces en ft/s 2 . 

La aceleracion instantdnea a de la particula en el instante t se 
obtiene de la aceleracion promedio al escoger valores de At y At; cada 
vez mas pequenos: 


Aceleracion instantanea = a = lim 

At—>0 


Av 

At 


^omo se vera en la section 11.9, la velocidad es en realidad una cantidad vectorial. Sin 
embargo, puesto que aqui se considera el movimiento rectilineo de una particula, en el 
cual la velocidad de la misma tiene una direction conoeida y fija, solo es necesario espe- 
cificar el sentido y la magnitud de la velocidad; esto puede llevarse a cabo de manera con- 
veniente utilizando una cantidad escalar con un signo mas o menos. Lo mismo se cumple 
para la aceleracion de una particula en movimiento rectilineo. 










La aceleracion instantanea se expresa tambien en m/s 2 o ft/s 2 . El limi- 
te del cociente, el cual es por definition la derivada de v con respecto 
a t, mide la razon de cambio de la veloeidad. Se escribe 
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dv 

dt 


o, con la sustitucion de v de (11.1), 



( 11 . 2 ) 


(11.3) 


La aceleracion a se representa mediante un numero algebraico que 
puede ser positivo o negativo. f Un valor positivo de a indica que la 
veloeidad (es decir, el numero algebraico v) aumenta. Esto puede 
significar que la particula se esta moviendo mas rapido en la direc¬ 
tion positiva (figura 11.5a) o que se mueve mas lentamente en la 
direction negativa (figura 11.5b); en ambos casos, Av es positiva. Un 
valor negativo de a indica que disminuye la veloeidad; ya sea que la 
particula se este moviendo mas lentamente en la direction positiva 
(figura 11.5c) o que se este moviendo mas rapido en la direction 
negativa (figura 11.5c/). 
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El termino desaceleracion se utiliza en algunas ocasiones para re- 
ferirse a a cuando la rapidez de la particula (esto es, la magnitud de 
v ) disminuye; la particula se mueve entonces con mayor lentitud. Por 
ejemplo, la particula de la figura 11.5 se desacelera en las partes b y 
c; en verdad se acelera (es decir, se mueve mas rapido) en las partes 
a y d. 

Es posible obtener otra expresion para la aceleracion eliminando la 
diferencial dt en las ecuaciones (11.1) y (11.2). Al resolver (11.1) para 
dt, se obtiene dt = dx/v; al sustituir en (11.2), se escribe 


dv 

a = v~r~ 
dx 


(11.4) 


f Vease la nota al pie, pagina 604. 
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Ejemplo. Considere la partfcula que se mueve en una lfnea recta 
y suponga que su posicion esta definida por la ecuacion 


x = 6 1 “ — i 


donde t se expresa en segundos y x en metros. La velocidad de v en 
cualquier tiempo t se obtiene al diferenciar x con respecto a t 



»= ft = 12 '- 3< 2 


La aceleracion a se obtiene al diferenciar otra vez con respecto a t: 

»=S = i2 -« 

La coordenada de la posicion, la velocidad y la aceleracion se han 
graficado contra t en la figura 11.6. Las curvas obtenidas se cono- 
cen como curvas cle movimiento. Recuerdese, sin embargo, que la 
partfcula no se mueve a lo largo de ninguna de estas curvas; la par¬ 
tfcula se mueve en una lfnea recta. Puesto que la derivada de una 
funcion mide la pendiente de la curva correspondiente, la pendiente 
de la curva x-t en cualquier tiempo dado es igual al valor de v en 
ese tiempo y la pendiente de la curva v-t es igual al valor de a. Puesto 
que a = 0 en t = 2 s, la pendiente de la curva v-t debe ser cero en 
t = 2 s; la velocidad alcanza un maximo en este instante. Ademas, 
puesto que u = 0ent = 0yt = 4sla tangente a la curva x-t debe 
ser horizontal para ambos de estos valores de t. 

Un estudio de las tres curvas de movimiento de la figura 11.6 
muestra que el movimiento de la partfcula desde t = 0 hasta t = 00 
puede dividirse en cuatro etapas: 

La partfcula inicia desde el origen, x = 0, sin velocidad pero 
con una aceleracion positiva. Bajo esta aceleracion, gana una 
velocidad positiva y se mueve en la direction positiva. De t = 
0 a t = 2 s, x, v y a son todas positivas. 

En t = 2 s, la aceleracion es cero; la velocidad ha alcanzado 
su valor maximo. De t = 2 s a t = 4 s, res positiva, pero a es 
negativa. La partfcula aun se mueve en direction positiva, pero 
cada vez mas lentamente; la partfcula se esta desacelerando. 

En t = 4 s, la velocidad es cero; la coordenada de la posicion 
x ha alcanzado su valor maximo. A partir de ahf, tanto v como 
a son negativas; la partfcula se esta acelerando y se mueve en 
la direction negativa con rapidez creciente. 

En t = 6 s, la partfcula pasa por el origen; su coordenada x es 
en ese caso cero, en tanto que la distancia total recorrida desde 
el principio del movimiento es de 64 m. Para valores mayores 
de t que 6 s, x, v y a seran todas negativas. La partfcula con- 
tinua moviendose en la direction negativa, alejandose de O, 
cada vez mas rapido. ■ 
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En la section anterior se afirma que el movimiento de una particula 
es conocido si se sabe la posicion de la particula para todo valor del 
tiempo t. En la practica, sin embargo, un movimiento rara vez se de¬ 
fine por medio de una relation entre x y t. Con mayor frecuencia, las 
condiciones del movimiento se especificaran por el tipo de acelera- 
cion que posee la particula. Por ejemplo, un cuerpo en caida libre 
tendra una aceleracion constante, dirigida hacia abajo e igual a 9.81 
m/s 2 , o 32.2 ft/s 2 ; una masa unida a un resorte que se ha estirado ten¬ 
dra una aceleracion proporcional a la elongation instantanea del 
resorte, medida desde la posicion de equilibrio, etc. En general, la 
aceleracion de la particula puede expresarse como una funcion de 
una o mas de las variables x, vyt. Para determinar la coordenada de 
la posicion x en terminos de t, sera necesario efectuar dos integracio- 
nes sucesivas. 

Se consideraran tres clases comunes de movimiento: 

a = fit). La aceleracion es una funcion dada de t. Al resolver 
(11.2) para dv y sustituir/(t) por a, se escribe 

civ = a clt 
dv = ff) dt 

Al integrar ambos miembros, se obtiene la ecuacion 

/ dv = J fit) dt 

que define v en terminos de t. Sin embargo, debe notarse 
que una constante arbitraria se introducira como resultado 
de la integration. Esto se debe al hecho de que hay muchos 
movimientos que corresponden a la aceleracion dada a = 
fit). Para definir en forma unica el movimiento de la particu¬ 
la, es necesario especificar las condiciones iniciales del movi¬ 
miento, esto es, el valor de v 0 de la velocidad y el valor x 0 de 
la coordenada de la posicion en t = 0. Al sustituir las inte¬ 
grates indefinidas por integrates definidas con los limites 
inferiores correspondientes a las condiciones iniciales t = 0 y 
v = v 0 y los limites superiores correspondientes at = tyv = 
v, se escribe 


f dv = f fit) dt 
\ J 0 

V - V 0 = f fit) dt 
J o 

lo cual produce v en terminos de t. 

La ecuacion (11.1) puede resolverse ahora para dx, 

dx = v dt 

y la expresion que se acaba de obtener sea sustituida por v. 
Ambos miembros se integran despues, el miembro izquierdo 
con respecto a x desde x = x 0 hasta x = x, y el miembro de- 


608 Cinematica de particulas 


recho respecto a t desde t = 0 hasta t — t. La coordenada de 
la position x se obtiene de ese modo en terminos de t; el mo- 
vimiento esta completamente determinado. 

Dos casos particulares importantes se estudiaran con gran 
detalle en las secciones 11.4 y 11.5: el caso en el que a = 0, 
que corresponde a un movimiento uniforme, y en el que a = 
constante, que corresponde a un movimiento uniformemente 
acelerado. 


a — fix). La aceleracion se da enfuncion de x. Al reordenar la 
ecuacion (11.4) y sustituir/(x) para a, se escribe 

v dv = a dx 
v dv — fix) dx 

Puesto que cada miembro contiene solo una variable, se puede 
integrar la ecuacion. Denotando de nuevo mediante v Q y x 0 , 
respectivamente, los valores iniciales de la velocidad y la co¬ 
ordenada de la position, se obtiene 


r v dv= r fix) dx 

Jv o J *o 

jv 2 - jvo= f fix) dx 
J% 0 

la cual produce v en terminos de x. A continuation se resuel- 
ve (11.1) para dt. 



v 


y se sustituye por v la expresion que acaba de obtenerse. Ambos 
miembros pueden integrarse entonces para obtener la relation 
deseada entre x y t. Sin embargo, en muchos casos esta ultima 
integration no puede llevarse a cabo de manera analitica y debe 
recurrirse a un metodo de integracion numerico. 


3. a =fiv). La aceleracion es una funcion dada de v. Es posible 
sustituir/(u) por a en (11.2) u (11.4) para obtener cualquiera 
de las relaciones siguientes: 


„ . dv 

f(v) 

dv 

w* 

= V ^k 

, dv 

dx 

v dv 

dt = — 
f(v) 

~ f(v) 


La integracion de la primera ecuacion producira una rela¬ 
tion entre v y t; la integracion de la segunda ecuacion ori- 
ginara una relation entre v y x. Cualquiera de estas relaciones 
puede utilizarse junto con la ecuacion (11.1) para obtener 
la relation entre x y t que caracteriza el movimiento de la 
particula. 



PROBLEMA RESUELTO 11.1 


La position de una particula que se mueve a lo largo de una linea recta esta 
definida por la relation z = f 3 — 6 1 2 — 15 t + 40, donde x se expresa en pies 
y t en segundos. Determine a) el tiempo al cual la velocidad sera cero, b) la 
position y la distancia recorrida por la particula en ese tiempo, c) la acelera- 
cion de la particula en ese tiempo, d) la distancia reconida por la particula 
desde t = 4 s hasta t = 6 s. 



SOLUCION 

Las ecuaciones de movimiento son 

z = t 3 - 6t 2 - 15 t + 40 

v = —r~ = 3 t 2 — 12 t — 15 
dt 

a = -j- = 6f — 12 
dt 

a) Tiempo en el cual v = 0. Se fija v = 0 en (2): 


( 1 ) 

( 2 ) 

(3) 


3 r - m - 15 = o 


t=-ls 


y 


t = +5 


Solo la raiz t = +5 s corresponde a un tiempo despues de que el movimiento 
se ha iniciado: para t < 5 s, v < 0, la particula se mueve en direction nega- 
tiva; para t > 5 s, v > 0, la particula se mueve en direction positiva. 

b) Posicion y distancia recorrida cuando i; = 0. Al sustituir I = 
+5 s en (1), se tiene 

x 5 = (5) 3 - 6(5) 2 - 15(5) + 40 x s = -60 ft ◄ 

La posicion initial en t = 0 fue x 0 = +40 ft. Puesto que v ¥= 0 durante el in- 
teivalo t = 0at = 5sse tiene 

Distancia recorrida = x 5 — x 0 = —60 ft — 40 ft = —100 ft 

Distancia recorrida = 100 ft en la direction negativa M 

c) Aceleracion cuando v — 0. Se sustituye t = +5 s en (3): 

a 5 = 6(5) — 12 « 5 = +18 ft/s 2 4 

d) Distancia recorrida desde t = 4s hasta t — 6 s. La particula se 
mueve en la direction negativa desde t = 4 s hasta t = 5 s y en direction 
positiva desde t = 5 s hasta t = 6 s; por lo tanto, la distancia recorrida du¬ 
rante cada uno de estos intervalos de tiempo se calculara por separado. 

De t = 4 s a i = 5 s: x s = —60 ft 

x 4 = (4) 3 - 6(4) 2 - 15(4) + 40 = -52 ft 
Distancia recorrida = x 5 — x 4 = —60 ft — (—52 ft) = —8 ft 
= 8 ft en la direction negativa 

De t = 5 s a i = 6 s: xs= —60 ft 

Xq = (6) 3 - 6(6) 2 - 15(6) + 40 = -50 ft 
Distancia recorrida = x 6 — x 5 = —50 ft — (—60 ft) = +10 ft 
= 10 ft en la direction positiva 

La distancia total recorrida desde t = 4 s hasta t = 6 s es de 8 ft + 10 ft 
= 18 ft ◄ 
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PROBLEMA RESUELTO 11.2 


Una pelota se lanza con una velocidad de 10 m/s dirigida verticalmente hacia 
arriba desde una ventana ubicada a 20 m sobre el suelo. Si se sabe que la ace- 
leracion de la pelota es constante e igual a 9.81 m/s 2 hacia abajo, determine 

a) la velocidad v y la elevacion y de la pelota sobre el suelo en cualquier tiem- 
po t,b) la elevacion mas alta que alcanza la pelota y el valor correspondiente 
de t, c) el tiempo en el que la pelota golpea el suelo y la velocidad corres¬ 
pondiente. Dibuje las curvas v-t y ij-t. 




SOLUCION 

a) Velocidad y elevacion. El eje y que mide la coordenada de la po¬ 
sition (o elevacion) se elige con su origen O sobre el suelo y su sentido po- 
sitivo hacia arriba. El valor de la aceleracion y los valores iniciales de v y y 
son corno se indica. Al sustituir sens = dv/dt y observar que en / = 0, u 0 = 
+ 10 m/s, se tiene 

-j- = a = —9.81 m/s 2 
dt 

P dv = —l* 9.81 dt 

*u Q —10 J 0 

Mio = -[9.814 

v - 10 = -9.81/ 

v — 10 9.81/ (1) ◄ 

Al sustituir v en v = dij/dt y observar que en / = 0, y 0 = 20 m, se tiene 

= v = 10 - 9.81/ 
dt 

\' J dy = f (10 - 9.81/) dt 

J ij Q =20 J 0 

[yt o = [10/ - 4.905/ z ]o 
y - 20 = 10/ - 4.905/ 2 

y = 20 + 10/ - 4.905/ 2 (2) ◄ 

b) Maxima elevacion. Cuando la pelota alcanza su maxima eleva¬ 
cion, se tiene v = 0. Al sustituir en (1), se obtiene 

10 - 9.81/ = 0 / = 1.019 s ◄ 

Al sustituir / = 1.019 s en (2), se tiene 

y = 20 + 10(1.019) - 4.905(1.019) 2 y = 25.1 m ◄ 

c) La pelota golpea el suelo. Cuando la pelota golpea el suelo, se 
tiene y = 0. Al sustituir en (2), se obtiene 

20 + 10/- 4.905/ 2 = 0 /=-1.243 s y / = +3.28 s ◄ 

Solo la raiz / = +3.28 s corresponde a un tiempo despues de que el movi- 
miento se ha iniciado. Al considerar este valor de / en (1), se tiene 

v — 10 9.81(3.28) = -22.2 m/s v = 22.2 m/s | ◄ 
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Embolo 


PROBLEMA RESUELTO 11.3 



Aceite 


El mecanismo de freno que se usa para reducir el retroceso en ciertos tipos 
de canones consiste esencialmente en un embolo unido a un canon que se 
rnueve en un cilindro fijo lleno de aceite. Cuando el canon retrocede con una 
velocidad inicial v 0 , el embolo se mueve y el aceite es forzado a traves de los 
orificios en el embolo, provocando que este ultimo y el canon se desaceleren 
a una razon proportional a su velocidad; esto es, a = —kv. Exprese a) v en 
terminos de t, b) x en terminos de t, c) v en terminos de x. Dibuje las curvas 
del movimiento correspondiente. 





SOLUCION 


a) v terminos de t. A1 sustituir —kv por a en la expresion fundamen¬ 
tal que define a la aceleracion, a = dv/dt, se escribe 


= ^=-kdt 

dt v 


r * = -a- f 

V Jn 


dt 


In — = -kt 

v 0 


v = v 0 e 


b) x en terminos de t. A1 sustituir la expresion que acaba de obte- 
nerse para i)enc = dx/dt, se escribe 


—kt _ dx 
voe -* 


fdx = Vo f 

J o J o 


dt 


x = -^-[e- k % = e~ kt - 1) 


Vo /-kt 


c) v en terminos de x. 
dv/dx, se escribe 


x = ^ L (l~e~ kt ) ◄ 
k 

Mediante la sustitucion — kv para a en a = v 


, dv 
—kv = v— 
dx 

dv — —k dx 

r dv=~k r 

J v„ J 0 

v — v 0 = — kx 


dx 


v = v 0 — kx ^ 


Comprobacion. La parte c) podria haberse resuelto al eliminar l de 
las respuestas obtenidas para las partes a)yb). Este metodo alternativo puede 
utilizarse como una comprobacion. De la parte a) se obtiene e~ kt = v/v 0 ; al 
sustituir en la respuesta de la parte b), se obtiene 


.-fu-.'l-f 


1 — — v = v 0 — kx 

«o. 


(comprobacion) 
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RESOL UCION DE PROB LEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


En los problemas de esta leccion se pide determinar la position, la velocidad o la 
aceleracion de una partfcula en movimiento rectilmeo. En cada problema, es impor- 
tante identificar tanto la variable independiente (por lo comun t ox) y que es lo que 
se pide (por ejemplo, la necesidad de expresar v como una funcion de x). Se reco- 
mienda empezar eada problema escribiendo tanto la information dada como un enun- 
ciado simple de lo que se va a determinar. 


I. Obtencion de v(t) y a(t) para una x(t) dada. Como se explico en la seccion 

II. 2, la primera y segunda derivadas de x con respecto a t son respeetivamente igua- 
les a la velocidad y a la aceleracion de la partfcula [ecuaciones (11.1) y (11.2)]. Si la 
velocidad y la aceleracion tienen signos opuestos, la partfcula puede llegar al reposo 
y despues moverse en la direction opuesta [problema resuelto 11.1]. Asf, cuando se 
calcula la distancia total recorrida por una partfcula, se debe determinar primero si 
la partfcula llego al reposo durante el intervalo de tiempo especificado. Al construir 
un diagrama similar al del problema resuelto 11.1 que muestra la position y la velo¬ 
cidad de la partfcula y cada instante crftico (v = u mSx , v = 0, etc.), se eontara con 
una ayuda para visualizar el movimiento. 


2. Obtencion de v(t) y x(t) para una a(t) dada. La solution de problemas de 
este tipo se analizo en la primera parte de la seccion 11.3. Se recurre a las condicio- 
nes iniciales, t = 0 y v = v 0 , como los lfmites inferiores de las integrales en t y v, 
pero es posible utilizar cualquier otro estado conoeido (por ejemplo, t = t h v = tq). 
Ademas, si la funcion a(t) contiene una constante desconocida (por ejemplo, la cons- 
tante k si a = kt), primero se debe determinar la constante al sustituir un conjunto 
de valores conocidos de t y a en la ecuacion que define a a it). 


3. Obtencion de v(x) y x(t) para una a(x) dada. Este es el segundo caso con- 
siderado en la seccion 11.3. Los lfmites inferiores de integration pueden ser los de 
cualquier estado conoeido (por ejemplo, x = aq, v = tq). Ademas, puesto que v = 
Umax cuando a = 0, las posiciones donde ocurren los valores maximos de la veloci¬ 
dad se determinan con facilidad al escribir a(x) = 0 y al resolver para x. 


4. Obtencion de v(x), v(t) y x(t) para una a(v) dada. Este es el ultimo caso 
que se abordo en la seccion 11.3; las tecnicas de solution apropiadas para problemas 
de este tipo se ilustran en el problema resuelto 11.3. Todos los comentarios genera- 
les correspondientes a los casos anteriores tambien se aplican en esta situation. El 
problema resuelto 11.3 proporciona un resumen de como y cuando utilizar las ecua¬ 
ciones v = dx/dt, a = dv/dt y a = v dv/dx. 
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Problemas + 


11.1 El movimiento de una particula esta definido por la relation 
x = 1.5 1 4 - 30 t 2 + 5 1 + 10, donde x y t se expresan en metros y segundos, 
respectivamente. Determine la posicion, la velocidad y la aceleracion de la 
particula cuando t = 4 s. 

11.2 El movimiento de una particula esta definido por la relation 
x = 12 1 3 - 18f 2 + 2t + 5, donde xytse expresan en metros y segundos, res¬ 
pectivamente. Determine la posicion y la velocidad cuando la aceleracion de 
la particula es igual a cero. 

11.3 El movimiento de una particula esta definido por la relation 
x = ft 3 - f t 2 — 30f + 8x, donde x y t se expresan en pies y segundos, res¬ 
pectivamente. Determine el tiempo, la posicion y la aceleracion cuando 
o = 0. 

11.4 El movimiento de una particula esta definido por la relation x = 
6t z - 8 + 40 cos nt, donde x y t se expresan en pulgadas y segundos, res¬ 
pectivamente. Determine la posicion, la velocidad y la aceleracion de la par¬ 
ticula cuando 1 = 6 s. 

11.5 El movimiento de una particula esta definido por la relation 
x = 6 1 4 - 2 1 3 - 12 t 2 + 3t + 3, donde x y t se expresan en metros y segun¬ 
dos, respectivamente. Determine el tiempo, la posicion y la velocidad cuando 
a = 0. 

11.6 El movimiento de una particula esta definido por la relation 
x = 2f 3 - 15 t 2 + 24 1 + 4, donde x se expresa en metros y t en segundos. 
Determine a) cuando la velocidad es cero, b) la posicion y la distancia total 
viajada hasta ese momenta cuando la aceleracion es cero. 

11.7 El movimiento de una particula esta definido por la relation 
x = t 3 - 6 1 2 — 36f — 40, donde x y t se expresan en pies y segundos, res¬ 
pectivamente. Determine a) cuando la velocidad es cero, b) la velocidad, la 
aceleracion y la distancia total viajada cuando x = 0. 

11.8 El movimiento de una particula esta definido por la relation 
x = t 3 - 9 1 2 + 24 1 — 8, donde xytse expresan en pulgadas y segundos, res¬ 
pectivamente. Determine a) cuando la velocidad es cero, b) la posicion y la 
distancia total recorrida cuando la aceleracion es cero. 

11.9 La aceleracion de una particula se define mediante la relation 
a = — 8 m/s 2 . Si se sabe que x = 20 m cuando t = 4 syx = 4m cuando 
v = 16 m/s, determine a) el tiempo cuando la velocidad es cero, b) la velo- 
cidad y la distancia total recorrida cuando t = 11 s. 

f Las respuestas a todos los problemas cuyo numero esta en tipo recto (como en 11.1) 
se presentan al final del libro. No se dan las respuestas a los problemas con numeros en 
italicas (como en 11.7). 
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614 a nematica de particulas 11.10 La aceleracion de una partfcula es directamente proporcional 

al cuadrado del tiempo t. Cuando t = 0, la partfcula esta en x = 24 m. Si 
se sabe que en t = 6 s, x = 96 m y v — 18 m/s, exprese x y v en terminos 
de t. 

La aceleracion de una partfcula es directamente proporcional 
al tiempo t. Cuando t = 0, la velocidad de la partfcula es v = 16 in./s. Si se 
sabe que v = 15 in./s, y que x = 20 in. cuando t = 1 s, determine la velo¬ 
cidad, la position y la distancia total recorrida cuando t = 7 s. 

11.12 La aceleracion de una partfcula esta definida por la relation 
a = kt 2 . a) Si se sabe que v = —32 ft/s cuando t = 0 y que v = +32 ft/s 
cuando f = 4 s, determine la constante k. b) Escriba las ecuaciones de mo- 
vimiento, sabiendo tambien que x = 0 cuando t = 4 s. 

La aceleracion de una partfcula se define mediante la relation 
a = A - 6f 2 , donde A es constante. En t = 0, la partfcula inicia en x = 8 m 
con v = 0. Si se sabe que t = 1 s y u = 30 m/s, determine a) los tiempos en 
los que la velocidad es cero, b) la distancia total recorrida por la partfcula 
cuando t = 5 s. 

Se sabe que desde t = 2 s hasta t = 10 s, la aceleracion de una 
partfcula es inversamente proporcional al cubo del tiempo t. Cuando t = 
2 s, v = —15 m/s y cuando t = 10 s, v = 0.36 m/s. Si se sabe que la partfcu¬ 
la esta dos veces mas lejos del origen cuando t = 2 s que cuando t = 
10 s, determine a) la position de la partfcula cuando t = 2 s y cuando 
t = 10 s, b) la distancia total recorrida por la partfcula desde t = 2 s has¬ 
ta t = 10 s. 

11.15 La aceleracion de una partfcula esta definida por la relation 
a = ~k/x. Se ha determinado experimentalmente que v = 15 ft/s cuando x 
= 0.6 ft y que v = 9 ft/s cuando x = 1.2 ft. Determine a) la velocidad de la 
partfcula cuando x = 1.5 ft, b) la position de la partfcula en la que su velo¬ 
cidad es cero. 

11.16 Una partfcula que inicia desde el reposo en x = 1 ft se acelera 
de forma que la magnitud de su velocidad se duplica entre x = 2 ft y x = 8 ft. 
Si se sabe que la aceleracion de la partfcula esta definida por la relation 
a = k[x - (A/x)], determine los valores de las constantes A y k si la partfcula 
tiene una velocidad de 29 ft/s cuando x = 16 ft. 

Una partfcula oscila entre los puntos x = 40 mm y x = 160 mm 
con una aceleracion a = fc(100 - x), donde a y x se expresan en mm/s 2 y mm, 
respectivamente, y k es una constante. La velocidad de la partfcula es de 
18 mm/s cuando x = 100 mm y es cero cuando x = 40 mm y cuando 
x = 160 mm. Determine a) el valor de k, b) la velocidad cuando x = 120 mm. 

Una partfcula parte desde el reposo en el origen y recibe una 
aceleracion a = k(x + 4) 2 , donde a y x se expresan en m/s" y m, respectiva¬ 
mente, y k es una constante. Si se sabe que la velocidad de la partfcula es 
de 4 m/s cuando x = 8 m, determine a) el valor de k, b) la position de la 
partfcula cuando v = 4.5 m/s, c) la velocidad maxima de la partfcula. 

Una pieza de equipo electronico que esta rodeada por material 
de empaque se deja caer de manera que golpea el suelo con una velocidad 
de 4 m/s. Despues del impacto, el equipo experimenta una aceleracion de 
a = — kx , donde k es una constante y x es la compresion del material de em¬ 
paque. Si dicho material experimenta una compresion maxima de 20 mm, 
determine la aceleracion maxima del equipo. 



Figura P11.19 











11.20 Con base en observaciones experimentales, la aceleracion de 
una particula esta definida por la relation a = —(0.1 + sen x/b), donde a y 
x se expresan en m/s 2 y metros, respectivamente. Si se sabe que b = 0.8 m 
y que v = 1 m/s cuando x = 0, determine a) la velocidad de la particula 
cuando x = — 1 m, b) la position de la particula en la que su velocidad es 
maxima, c) la velocidad maxima. 

11 .21 A partir de x = 0, sin velocidad ini tial, la ac eleracion de una 
particula esta definida por la relation a = 0.8 vt ?+ 49, donde a y v se 
expresan en m/s 2 y m/s, respectivamente. Determine a) la position de la par¬ 
ticula cuando v = 24 m/s, b) la rapidez de la particula cuando x = 40 m. 

11 .22 La aceleracion de una particula esta definida por la relation 
a = — /cVu, donde k es una constante. Si se sabe que en t = 0, x = 0 y 
v = 81 m/s y que v = 36 m/s cuando x = 18 m, determine a) la velocidad 
de la particula cuando x = 20 m, b) el tiempo requerido para que la particula 
quede en reposo. 

11 .23 La aceleracion de una particula se define mediante la relation 
a = — 0.8t>, donde a se expresa en in./s 2 y v en in./s. Si se sabe que cuando 
t = 0 la velocidad es de 40 in./s, determine a) la distancia que recorrera la 
particula antes de quedar en reposo, b) el tiempo requerido para que la par¬ 
ticula quede en reposo, c) el tiempo requerido para que la velocidad de la 
particula se reduzca a 50 por ciento de su valor initial. 

11 .24 Una bola de boliche se deja caer desde una lancha, de manera 
que golpea la superficie del lago con una rapidez de 25 ft/s. Si se supone que 
la bola experimenta una aceleracion hacia abajo a = 10 - 0.9u 2 cuando esta 
en el agua, determine la velocidad de la bola cuando golpea el fondo del 
!ago. 
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Figura P11.24 


11.25 La aceleracion de una particula se define mediante la relation 
a = 0.4(1 - kv), donde k es una constante. Si se sabe que en / = 0 la particula 
parte desde el reposo con x = 4 m, y que cuando t = 15 s, v = 4 m/s, 
determine a) la constante k, b) la position de la particula cuando v = 6 m/s, 
c) la velocidad maxima de la particula. 

11 .26 Una particula se proyecta hacia la derecha desde la position 
x = 0 con una velocidad initial de 9 m/s. Si la aceleracion de la particula se 
define mediante la relation a = — 0.6u 3/2 , donde a y v se expresan en m/s 2 
y m/s, respectivamente, determine a) la distancia que habra recorrido la 
particula cuando su velocidad sea de 4 m/s, b) el tiempo cuando v = 1 m/s, 
c) el tiempo requerido para que la particula recorra 6 m. 


v 

-► 



Figura P11.27 


11.27 Con base en observaciones, la velocidad de un atleta puede 
aproximarse por medio de la relation v = 7.5(1 — 0.04x) , donde eyxse 
expresan en mi/h y millas, respectivamente. Si se sabe que x = 0 cuando 
1 = 0, determine a) la distancia que ha recorrido el atleta cuando t = 1 b, 
b) la aceleracion del atleta en ft/s 3 cuando t = 0, c) el tiempo requerido para 
que el atleta recorra 6 mi. 

11.28 Datos experimentales indican que en una region de la corriente 
de aire que sale por una rejilla de ventilation, la velocidad del aire emitido 
esta definido por v = 0.18uo/x, donde vyxse expresan en m/s y metros, res¬ 
pectivamente, y v 0 es la velocidad de descarga initial del aire. Para v 0 = 3.6 
m/s, determine a) la aceleracion del aire cuando x = 2 m, b) el tiempo re¬ 
querido para que el aire fluya de x = 1 a x = 3 m. 



Figura P11.28 
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Figura P11.29 


11.29 La aceleracion debida a la gravedad a una altura y sobre la su- 
perficie de la Tierra puede expresarse como 

_ -32.2 

a ~ [1 + (y/ 20.9 X 10 s )] 2 

donde a y y se expresan en ft/s 2 y pies, respectivamente. Utilice esta expresion 
para calcular la altura que alcanza un proyectil lanzado verticalmente hacia 
arriba desde la superficie terrestre si su velocidad inicial es a) 1 800 ft/s, 
b ) 3 000 ft/s, c) 36 700 ft/s. 

11.30 La aceleracion debida a la gravedad de una particula que cae 
hacia la Tierra es a = —gfP/r 2 , donde r es la distancia desde el centro de 
la Tierra a la particula, R es el radio terrestre y g es la aceleracion de la gra¬ 
vedad en la superficie de la Tierra. Si R = 3 960 mi, calcule la velocidad de 
escape, esto es, la velocidad minima con la cual una particula debe proyec- 
tarse hacia arriba desde la superficie terrestre para no regresar a la Tierra. 
(Sugerencia\ v = 0 para r = °°.) 



La velocidad de una particula es v = u 0 [l - sen(T rt/T)]. Si 
se sabe que la particula parte desde el origen con una velocidad inicial v 0 , 
determine a) su posicion y su aceleracion en t = 3T, b) su velocidad promedio 
durante el intervalo de t = 0 a t = T. 

11.32 La velocidad de una corredera se define mediante la relation 
v = u'sen (w n t + <f>). Si se denota la velocidad y la posicion de la corredera 
en t = 0 con v 0 y x 0 , respectivamente, y se sabe que el desjtiazamiento rna- 
ximo de la corredera es 2x 0 , demuestre que a) v' = (vq + x5&>„)/2xow„, b) el 
valor maxirno de la velocidad ocurre cuando x = x 0 [3 — (v 0 /x 0 (o n ) 2 ]/2. 


11.4. MOVIMIENTO RECTILINEO UNIFORME 

Figura P11.30 

El movimiento rectilineo uniforme es un tipo de moviiniento en linea 
recta que a menudo se encuentra en las aplicaciones practicas. En este 
moviiniento, la aceleracion a de una particula es cero para todo valor 
de t. En consecuencia, la velocidad v es constante, y la ecuacion (11.1) 
se transforma en 


— = v = constante 
dt 


La coordenada de posicion x se obtiene cuando se integra esta ecua¬ 
cion. Al denotar mediante x 0 el valor inicial de x, se escribe 



X Xq — Vt 


X = x 0 + vt 


(11.5) 


Esta ecuacion puede utilizarse solo si la velocidad de la particula es 
constante. 













11.5. MOVIMIENTO RECTILINEO UNIFORMEMENTE 
ACELERADO 


11.5. Movimiento rectilineo 
uniformemente acelerado 
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El movimiento rectilineo uniformemente acelerado es otro tipo comun 
de movimiento. En este, la aceleracion a de la particula es constante, y 
la ecuacion (11.2) se convierte en 

= a = constante 
dt 


La velocidad v de la particula se obtiene al integral" esta ecuacion: 


dv 



v — v Q = at 


v = v 0 + at (11.6) 

donde v 0 es la velocidad inicial. Al sustituir por v en (11.1), se escribe 

dx 


dt 


= v 0 + at 


Al denotar mediante x 0 el valor inicial de x e integrar, se tiene 
[ dx = f (v 0 + at) dt 


x — x'o — v$t + \at 2 

1 2 

X" = X"o + Vq t + 


Tambien se puede recurrir a la ecuacion (11.4) y escribir 

v = a = constante 
dx 

v dv = a dx 

Al integrar ambos lados, se obtiene 


(11.7) 


r vdv=a r dx 


j>(v z - Vq) = a(x ~ x 0 ) 


v 2 = Vo + 2 a(x — x" 0 ) (11.8) 

Las tres ecuaciones que se han deducido ofrecen relaciones utiles 
entre la coordenada de posicion, la velocidad y el tiempo en el caso 
del movimiento uniformemente acelerado, al sustituir los valores apro- 
piados de a, v 0 y x 0 . El origen O del eje x debe definirse primero y es- 
cogerse una direction positiva a lo largo del eje; esta direction se usara 
para determinar los signos de a, v 0 y x 0 . La ecuacion (11.6) relaciona 
vyty debe utilizarse cuando se desee que el valor de v corresponda 
a un valor determinado de t, o de manera inversa. La ecuacion (11.7) 





618 relaciona a x y t; la ecuacion (11.8) relaciona a v y x. Una aplicacion 

importante del movimiento uniformemente acelerado es el movimiento 
de un cuerpo en caul a libre. La aceleracion de un cuerpo en cafda li- 
bre (usualmente denotada mediante g) es igual a 9.81 m/s 2 o 32.2 ft/s 2 . 

Es importante recordar que las tres ecuaciones anteriores pueden 
utilizarse solo cuando se sabe que la aceleracion de la parti'cula es cons- 
tante. Si la aceleracion de la partfcula es variable, su movimiento se 
debe determinar a partir de las ecuaciones fundamentales (11.1) a 
(11.4) segun los metodos senalados en la section 11.3. 

11.6. MOVIMIENTO DE VARIAS PARTICULAS 

Cuando varias partfculas se mueven de manera independiente a lo 
largo de la misma linea, es posible escribir ecuaciones de movimiento 
independientes para cada partfcula. Siempre que sea faetible, el tiem- 
po debe registrarse a partir del mismo instante inicial para todas las 
partfculas, y es necesario medir los desplazamientos desde el mismo 
origen y en la misma direction. En otras palabras, deben usarse un solo 
reloj y una sola cinta metrica. 

o a b Movimiento relativo de dos partfculas. Considere dos partfcu¬ 

las A y B que se mueven a lo largo de la misma linea recta (figura 11.7). 
Si las coordenadas de position x A y x B se miden desde el mismo ori¬ 
gen, la diferencia x B — x A define la coordenada de posicion relativa de 
Figura 11.7 B con respecto a Ay se denota por medio de x B / A . Se escribe 



x B/A = x B - x A o x B = x A + x B/A (11.9) 



Fotografia 11.2 En esta grua de embarcadero 
se utilizan multiples cables y poleas. 


De manera independiente de las posiciones de Ay B con respecto al 
origen, un signo positivo para x B / A significa que B esta a la derecha de 
A, y un signo negativo indica que B se encuentra a la izquierda de A. 

La razon de cambio x B / A se conoce como la velocidad relativa de 
B con respecto a A y se denota por medio de v B / A . Al diferenciar (11.9), 
se escribe 


v B / A = v B ~v A o v B =v A + v B/A (11.10) 

Un signo positivo de v B / A significa que a partir de A se observa que B 
se mueve en direction positiva; un signo negativo indica, segun se 
observa, que esta se mueve en direction negativa. 

La razon de cambio de v B / A se conoce como la aceleracion relati¬ 
va de B con respecto a Ay se denota mediante a B / A . Al diferenciar 
(11.10), se obtiene* 


a B / A — a B a A o a B — a A + a B / A (11.11) 

Movimientos dependientes Algunas veces, la posicion de una 
partfcula dependera de la posicion de otra o de varias partfculas. En ese 


lAdvierta que el producto de los submdices Ay B/A que se usa en el miembro izquierdo 
de las ecuaciones (11.9), (11.10) y (11.11) es igual al submdice B utilizado en el miembro 
del lado izquierdo. 
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caso se dice que los movimientos son dependientes. Por ejemplo, la 
position del bloque B en la figura 11.8 depende de la posicion del blo- 
que A. Puesto que la cuerda ACDEFG es de longitud constante, y 
puesto que las longitudes de las porciones de cuerda CD y EF alre- 
dedor de las poleas permanecen constantes, se concluye que la suma de 
las longitudes de los segmentos AC, DE y EG es constante. Al observar 
que la longitud del segmento AC difiere de x A solo por una constante y 
que, de manera similar, las longitudes de los segmentos DE y EG 
difieren de x B unicamente por una constante, se escribe 

x A + 2x B = constante 

la cual recibe el nombre de ecuacion de ligadura. 

Puesto que solo una de las dos coordenadas x A y x B pueden elegir- 
se de manera arbitraria, se afirma que el sistema que se presenta en la 
figura 11.8 tiene un grado de libertad. De la relation entre las coorde¬ 
nadas de posicion x A y x B se deduce que x A presenta un incremento 
Ax a , esto es, si el bloque A desciende una cantidad Ax a , la coordenada 
x B recibira un incremento Ax B = —|Ax a . En otras palabras, el bloque 
B ascendera la mitad de la misma cantidad; lo anterior puede verificar- 
se con facilidad de modo direeto de la figura 11.8. 



Figura 11.9 


En el caso de los tres bloques de la figura 11.9, se puede observar 
de nuevo que la longitud de la cuerda que pasa por las poleas es cons¬ 
tante y, en consecuencia, las coordenadas de posicion de los tres blo¬ 
ques deben satisfacer la siguiente relation: 

2x a + 2x B + x c = constante 

Puesto que es posible elegir de manera arbitraria dos de las coordena¬ 
das, se afirma que el sistema que se muestra en la figura 11.9 tiene dos 
grades de libertad, 

Cuando la relation que existe entre las coordenadas de posicion de 
varias particulas es lineal, se cumple una relation similar entre las velo- 
cidades y entre las aceleraciones de las particulas. En el caso de los blo¬ 
ques de la figura 11.9, por ejemplo, se diferencia dos veces la ecuacion 
obtenida y se escribe 


dx A dx B 

! dx c 

= 0 

dt 

dt 

dt 

9 dv A ! n dv B 

1 dv c 

= 0 

dt 

dt 

dt 


2v a + 2v b + Vc ~ 0 



Figura 11.8 


o 


2 a A + 2 a B + a c = 0 































PROBLEMA RESUELTO 11.4 


Una pelota se lanza verticalmente hacia arriba desde una altura de 12 metros 
en el pozo de un elevador con una velocidad inicial de 18 m/s. En el mismo 
instante un elevador de plataforma abierta pasa por el nivel de 5 m, movien- 
dose hacia arriba con una velocidad constante de 2 m/s. Determine a) cuan- 
do y donde golpea al elevador, b) la velocidad relativa de la pelota con res- 
pecto al elevador cuando esta lo golpea. 


Vb 


t = t 

^ v 0 = 18 m/s 

t = 0 

— a = -9.81 m/s 2 


- y 0 = 12m 




SOLUCION 

Movimiento de la pelota. Puesto que la pelota tiene una aceleracion 
constante, su movimiento es unifonnemente acelerado. Al colocar el origen 
de O del eje ij a nivel del suelo, es decir su direction positiva hacia arriba, 
encontramos que la position inicial es i/ 0 — +12 m, la velocidad inicial co- 
rresponde at) 0 = +18 m/s, y la aceleracion equivale a a = —9.81 m/s 2 . Sus- 
tituyendo estos valores en las ecuaciones para movimiento unifonnemente 
acelerado, se escribe 

v B — v 0 + at v B = 18 — 9.81/ (1) 

y B — yo + vtf + \at 2 y B = 12 + 18/ — 4.905/ 2 (2) 

Movimiento del elevador. Puesto que el elevador tiene una veloci¬ 
dad constante, su movimiento es uniforme. Al ubicar el origen O en el nivel 
del suelo y elegir la direction positiva hacia arriba, se observa que ij 0 = +5 
m y se escribe 

v E = +2 m/s (3) 

iJe = yo + v E t y E = 5 + 2/ (4) 

La pelota golpea el elevador. Se usaron el mismo tiempo / y el 
mismo origen O al escribir las ecuaciones de movimiento tanto de la pelota 
como del elevador. Se observa en la figura que cuando la pelota golpea el 
elevador, 

y E = y B (5) 

Al sustituir para i/ E y y B en (2) y (4) en (5), se tiene 

5 + 2/ = 12 + 18/ - 4.905/ 2 

/ = -0.39 s y / = 3.65 s ◄ 

Solo la raiz / = 3.65 s corresponde a un tiempo despues de que se ha inicia- 
do el movimiento. Al sustituir este valor en (4), se obtiene 

ij E = 5 + 2(3.65) = 12.30 m 

Elevation desde el suelo = 12.30 m M 

La velocidad relativa de la pelota con respecto al elevador es 

v B/E = v B -v E = (18 - 9.81/) - 2 = 16 - 9.81/ 

Cuando la pelota golpea al elevador en el tiempo / = 3.65 s, se tiene 

v B/E = 16 - 9.81(3.65) v B/E = -19.81 m/s ◄ 

El signo negativo significa que desde el elevador se observa que la pelota se 
mueve en el sentido negativo (hacia abajo). 
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PROBLEMA RESUELTO 11.5 

El collarfn A y el bloque B estan conectados por medio de un cable que pasa 
por tres poleas C, D y E, como se indica. Las poleas C y E se mantienen fijas, 
en tanto que B esta unida a un collarfn que se jala hacia abajo con una velo- 
cidad constante de 3 in./s. En t = 0, el collarfn A empieza a moverse hacia 
abajo desde la position K con una aceleracion constante y sin velocidad ini¬ 
tial. Si se sabe que la velocidad del collarfn A es 12 in./s cuando este pasa por 
el punto L, determine el cambio de la elevation, la velocidad y la aceleracion 
del bloque B cuando el collarfn A pasa por L. 


SOLUCION 


o 



Movimiento del collarfn A. Se situa el origen O en la superficie ho¬ 
rizontal superior y se elige la direction positiva hacia abajo. Se observa que 
cuando t = 0, el collarfn A esta en la position K y (v A ) 0 = 0. Puesto que v A = 
12 in./s y x A — (x A ) 0 = 8 in., cuando el collarfn pasa por L, se escribe 

v A = (c A )§ + 2 a A [x A — (x A ) 0 ] ^ (12) J = 0 + 2a A (8) 

a A = 9 in./s 2 

El tiempo en el cual el collarfn A alcance el punto L se obtiene al escribir 

v A — (v A )o + a A t 12 = 0 + 9f t = 1.333 s 

Movimiento de la polea D. Reeordando que la direction positiva es 
hacia abajo, se escribe 

On ~ 0 v D = 3 in./s x D = (x D ) 0 + v D t = (x D ) 0 + 3 1 

Cuando el collarfn A llega a L, en t = 1.333 s, se tiene 

x D — (xd) o + 3(1.333) = (x'd)o + 4 

En consecuencia, x D — (x D ) 0 = 4 in. 

Movimiento del bloque B. Hay que observar que la longitud total 
del cable ACDEB difiere de la cantidad (x A + 2x D + x B ) solo por una cons¬ 
tante. Puesto que la longitud del cable es constante durante el movimiento, 
esta cantidad tambien debe permanecer constante. De tal modo, conside- 
rando los tiempos t = 0 y t = 1.333 s, se escribe 

x A + 2 x d + x B = (x A ) 0 + 2 (x d ) 0 + (x B ) 0 (1) 

[x A — (x A ) 0 ] + 2 [x'd — (xd)o] + [x B — (x B )o] = 0 (2) 

Sin embargo, se sabe que x A — (x A ) 0 = 8 in. y x D — (x D ) 0 = 4 in.; al sustituir 
estos valores en (2), se obtiene 

8 + 2(4) + [x B - (x B ) 0 ] = 0 x B — (x B ) 0 = -16 in. 

De tal modo: El cambio en la elevation de B = 16 in. ] M 

Al diferenciar (1) dos veces, se obtienen ecuaciones que relacionan las velo- 
cidades y las aceleraciones de A, B y D. Al sustituir las velocidades y acele- 
raciones de A y D en t — 1.333 s, se tiene 

v A + 2,Vn + v B — 0: 12 + 2(3) + v B = 0 

v B — —18 in./s v B = 18 in./s j 1 A 


a A + 2a D + a B = 0: 


9 + 2(0) +a B = 0 

a B = — 9 in./s 2 


a B = 9 in./s 2 | ^ 


621 




































































RESOL UCION DE PROB LEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


En esta lection se obtuvieron las ecuaciones que describen el movimiento rectilmeo 
uniforme (velocidad constante) y el movimiento rectilmeo uniformemente aceleraclo 
(aceleracion constante). Tambien se presento el concepto de movimiento relativo. 
Las ecuaciones para el movimiento relativo [ecuaciones (11.9) a (11.11)] pueden apli- 
carse a los movimientos independientes o dependientes de cualesquiera de las par- 
ticulas que se mueven a lo largo de la misma recta. 


A. Movimiento independiente de una o mas particulas. La solucion de pro- 
blemas de este tipo debe organizarse del modo siguiente: 


1. lniciar la solucion listando la information proporcionada, elaborando un di- 
bujo del sistema y seleccionando el origen y la direction positiva del eje de coorde- 
nadas [problema resuelto 11.4], Siempre es ventaja tener una representation visual 
de problemas de este tipo. 


2. Escribir las ecuaciones que describen los movimientos de las diversas par¬ 
ticulas, asi como aquellas que describen como se relacionan estos movimientos [ecua- 
cion (5) del problema resuelto 11.4]. 


3. Definir las condiciones iniciales, esto es, especifique el estado del sistema co- 
rrespondiente a t — 0. Esto es en especial importante si los movimientos de las par¬ 
ticulas se inician en tiempos diferentes. En tales casos, es posible recurrir a cuales¬ 
quiera de los dos enfoques. 


Sea t = 0 el tiempo cuando las particulas empiezan a moverse. Se debe de- 
terminar entonces la position inicial x 0 y la velocidad inicial v 0 de cada una de las 
demas particulas. 


Sea t = 0 el tiempo en el que empieza a moverse la primera particula. En ese 
caso, en cada una de las ecuaciones que describen el movimiento de otra particula, 
se reemplaza t por t — t Q , donde t 0 es el tiempo en el cual esa particula especifica 
empieza a moverse. Es importante reconocer que las ecuaciones que se obtienen de 
esta manera solo son validas para t > t 0 . 
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B. Movimiento dependiente de dos o mas particulas. En problemas de este tipo 
las particulas del sistema estan conectadas entre si, por lo general mediante cuerdas 
o cables. El metodo de solution de estos problemas es similar al del grupo de pro¬ 
blemas preeedente, salvo que en este caso no sera necesario describir las conexiones 
fxsicas entre las particulas. En los siguientes problemas, la conexion la proporciona 
uno o mas cables. Para eada cable se tendran que escribir ecuaciones similares a las 
ultimas tres ecuaciones de la section 11.6. Se sugiere el siguiente procedimiento: 


1. Hacer un bosquejo del sistema y seleccionar un sistema de coordenadas, in- 
dicando de manera clara el sentido positivo para cada uno de los ejes coordenados. 
Por ejemplo, en el problema resuelto 11.5 las longitudes se miden hacia abajo a par- 
tir del soporte horizontal superior. De tal modo, se concluye que estos desplaza- 
mientos, velocidades y aceleraciones, los cuales tienen valores positivos, estan dirigi- 
dos hacia abajo. 


2. Escribir la ecuacion (de ligadura) que describe la represion impuesta por 
cada cable sobre el movimiento de las particulas implicadas. Al diferenciar dos veces 
esta ecuacion, se obtendran las relaciones correspondientes entre velocidades y ace¬ 
leraciones. 


3. Si varias direcciones de movimiento estan implicadas, se debe seleccionar 
un eje de coordenadas y un sentido positivo para cada una de estas direcciones. Tam- 
bien se debe intentar ubicar los orfgenes de sus ejes de coordenadas, de modo que 
las ecuaciones de restricciones sean lo mas simples posible. Por ejemplo, en el pro¬ 
blema resuelto 11.5 es mas facil definir las diversas coordenadas, midiendolas hacia 
abajo desde el soporte superior, que hacerlo hacia arriba desde el soporte inferior. 


Por Ultimo, se debe recordar que el metodo de analisis que se describe en esta 
lection y las ecuaciones correspondientes unicamente pueden utilizarse para par¬ 
ticulas que se mueven con movimiento rectiUneo uniforme o uniformemente acele- 
rado. 
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Uq = 45 km/h 

-► 


Figura P11.33 


Una automovilista entra a una carretera a 45 km/h y acelera 
uniformemente hasta 99 km/h. De acuerdo con el odometro del automovil, 
la conductora sabe que recorrio 0.2 km mientras aceleraba. Determine a) la 
aceleracion del automovil, b) el tiempo que se requiere para alcanzar 99 km/h. 

11.34 Un camion recorre 220 m en 10 s mientras se desacelera a una 
razon constante de 0.6 m/s 2 . Determine a) su velocidad inicial, b) su veloci- 
dad final, c) la distancia recorrida durante los primeros 1.5 s. 


^ v o 

4 a = 0.6 m/s 2 



Figura P11.34 


11.35 Si se supone una aceleracion uniforme de 11 ft/s 2 y se sabe que 
la rapidez de un automovil cuando pasa por A es de 30 mi/h, determine 
a) el tiempo requerido para que el automovil llegue a B, b ) la rapidez del 
automovil cuando pasa por B. 



[• -160 ft 

Figura P11.35 


Figura P11.36 


v 

-► 



11.36 Un grupo de estudiantes lanza un cohete a escala en direction 
vertical. Con base en los datos registrados, determinan que la altitud del 
cohete fue de 89.6 ft en la parte final del vuelo en la que el cohete aun tenia 
impulso, y que el cohete aterriza 16 s despues. Si se sabe que el paracaidas 
de descenso no pudo abrir y que el cohete descendio en caida libre hasta el 
suelo despues de alcanzar la altura maxima, y suponiendo que g = 32.2 ft/s 2 , 
determine a) la rapidez v 1 del cohete al final del vuelo con impulso, b) la al¬ 
tura maxima alcanzada por el cohete. 

11.37 Un atleta en una carrera de 100 m acelera de manera uniforme 
durante los primeros 35 m y luego corre con una velocidad constante. Si el 
tiempo del atleta para los primeros 35 m es de 5.4 s, determine a) su acele¬ 
racion, b) su velocidad final y c) el tiempo en que completa la carrera. 
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Un paquete pequeno se suelta desde el reposo en A y se mueve 
a lo largo del transportador ABCD formado por ruedas deslizantes. El 
paquete tiene una aceleracion uniforme de 4.8 m/s 2 mientras desciende sobre 
las secciones AB y CD, y su velocidad es constante entre B y C. Si la velocidad 
del paquete en D es de 7.2 m/s, determine a) la distancia d entre C y D, 
b) el tiempo requerido para que el paquete llegue a D. 



11.39 Un oficial de policfa en una patrulla estacionada en una zona 
donde la rapidez es de 70 km/h observa el paso de un automovil que mar- 
cha a una rapidez constante. Al oficial le parece que el conductor podria es- 
tar intoxicado y arranca la patrulla, acelera uniformemente hasta 90 km/h en 
8 s y mantiene una velocidad constante de 90 km/h, alcanza al auto- 
movilista 42 s despues. Si se sabe que transcurrieron 18 s antes de que el 
oficial empezara a perseguir al automovilista, determine a) la distancia que 
recorrio el oficial antes de alcanzar al automovilista, b ) la rapidez del auto¬ 
movilista. 

11.40 Cuando un corredor de relevos A ingresa a la zona de inter- 
cambio, de 20 m de largo, con una rapidez de 12.9 m/s empieza a desacelerar. 
Entrega la estafeta al corredor B 1.82 s despues, y su companero deja la zona 
de intercambio con la misma velocidad. Determine a) la aceleracion uniforme 
de cada uno de los corredores, b) el momenta en el que el corredor B debe 
empezar a correr. 


(o A )o = 12.9 m/s 



11.41 Los automoviles Ay B viajan en carriles adyacentes de una 
carretera y en / = 0 tienen las posiciones y velocidades que se muestran en 
la figura. Si se sabe que el automovil A tiene una aceleracion constante de 
1.8 ft/s 2 y que B tiene una desaceleracion constante de 1.2 ft/s 2 , determine 
a) cuando y donde A alcanzara a B, b) la rapidez de cada automovil en ese 
momenta. 


(d a ) 0 = 24 mi/h 



(v B ) 0 = 36 mi/h 

.—— ' ■» 






-t 75 ft r 


- *~x 


Figura P11.41 
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11.42 En una carrera de lanchas, la lancha A se adelanta a la lancha B por 
120 ft y ambos botes viajan a una rapidez constante de 105 mi/h. En t = 0, 
las lanchas aceleran a tasas constantes. Si se sabe que cuando B rebasa a A, 
t = 8 s y v A = 135 mi/h, determine a) la aceleracion de A, b) la aceleracion 
de B. 



Figura P11.42 

11.43 En una rampa se colocan cajas a intervalos uniformes de tiempo 
t R y se deslizan hacia abajo de la rampa con aceleracion uniforme. Si se sabe 
que cuando se suelta la caja B, la caja A ya se ha deslizado 6 m y que 1 s 
despues estan separadas por una distancia de 10 m, determine a) el valor de 
t R , b) la aceleracion de las cajas. 



Figura P11.43 


Dos automoviles A y B se aproximan uno al otro en los carriles 
adyacentes de una autopista. En t = 0, A y B estan a 1 km de distancia, sus 
velocidades son v A — 108 km/h y v B = 63 km/h, y se encuentran en los puntos 
P y Q, respectivamente. Si se sabe que A pasa por el punto Q 40 segundos 
despues que B, y que B pasa por el punto P 42 s despues que A, determine 
a) las aceleraciones uniformes de A y B, b) cuando los vehiculos pasan uno 
al lado del otro, c) la rapidez de B en ese momenta. 




1 km 



Figura P11.44 









11.45 El automovil A esta estacionado en el carril con direction al Problemas Q 2 7 

norte de una autopista y el automovil B viaja en el carril con direction al sur 
a una rapidez constante de 60 mi/h. En t = 0, A empieza a acelerar a una 
razon constante a A , mientras que en t = 5 s, B empieza a frenar con una de- 
saceleracion constante de magnitud a A /6 . Si se sabe que cuando los auto- 
moviles pasan uno al lado del otro, x = 294 ft y v A = v B , determine a) la 
aceleracion a A , b) el momento en que los vehiculos pasan uno al lado del 
otro, c) la distancia entre los automoviles en t = 0. 



(v B ) 0 = 60 mi/h 



x 


Figura P11.45 


d 


11.46 Dos bloques A y B se colocan sobre un piano inclinado, como 
se muestra en la figura. En t = 0, A se proyecta hacia arriba sobre el piano 
con una velocidad initial de 27 ft/s y B se suelta desde el reposo. Los bloques 
pasan uno junto al otro 1 s despues, y B llega a la parte baja del piano inclinado 
cuando t = 3.4 s. Si se sabe que la maxima distancia que alcanza el bloque 
A desde la base del piano es de 21 ft y que las aceleraciones de Ay B (debidas 
a la gravedad y la friction) son constantes y estan dirigidas hacia abajo sobre 
el piano inclinado, determine a) las aceleraciones de A y B, b) la distancia d, 
c ) la rapidez de A cuando los bloques pasan uno junto al otro. 

11 .47 El bloque deslizante A se mueve hacia la izquierda con una ve¬ 
locidad constante de 6 m/s. Determine, a) la velocidad del bloque B, b) la 
velocidad de la parte D del cable, c) la velocidad relativa de la portion C del 
cable con respecto a la portion D. 


(%)o - 0 



11.48 El bloque B inicia su movimiento desde el reposo y desciende 
con una aceleracion constante. Si se sabe que despues de que el bloque A se 
ha movido 400 mm, su velocidad es de 4 m/s, determine a) las aceleraciones 
de A y B, b) la velocidad y el cambio en la position del bloque B despues 
de 2 s. 



Figura P11.47 y P11.48 
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Figura P11.51 
y P11.52 


1 9 El elevador mostrado en la figura se mueve hacia abajo con una 

velocidad constante de 15 ft/s. Determine a) la velocidad del cable C, b) la ve- 
locidad del contrapeso W, c) la velocidad relativa del cable C con respecto 
al elevador, d) la velocidad relativa del contrapeso W con respecto al elevador. 



Figura P11.49 y P11.50 

11 50 El elevador mostrado en la figura inicia su movimiento desde 
el reposo y se mueve hacia arriba con una aceleracion constante. Si el con¬ 
trapeso W recorre 30 ft en 5 s, determine a) la aceleracion del elevador y el 
cable C, b) la velocidad del elevador despues de 5 s. 

11.51 El collarfn A empieza a moverse desde el reposo y se desplaza 
hacia arriba con una aceleracion constante. Si se sabe que despues de 8 s la 
velocidad relativa del collarfn B con respecto al collarfn A es de 24 in./s, 
determine a) las aceleraciones de A y B, b) la velocidad y el cambio en la 
position de B despues de 6 s. 

En la position mostrada, el collarfn B se mueve hacia abajo con 
una velocidad constante de 12 in./s. Determine a) la velocidad del collarfn 
A, b) la velocidad de la portion C del cable, c) la velocidad relativa de la 
portion C del cable con respecto al collarfn B. 

1 1 53 El bloque deslizante B se mueve hacia la derecha con una 
velocidad constante de 300 mm/s. Determine a) la velocidad del bloque des¬ 
lizante A, b) la velocidad de la portion C del cable, c) la velocidad de la por¬ 
tion D del cable, d) la velocidad relativa de la portion C del cable con respecto 
al bloque deslizante A. 



Figura P11.53 y P11.54 

11.54 En el instante mostrado, el bloque deslizante B se esta mo- 
viendo con una aceleracion constante y su rapidez es de 150 mm/s. Si se sabe 
que despues de que el bloque deslizante A se ha movido 240 mm hacia la 
derecha, su velocidad es de 60 mm/s, determine a) las aceleraciones de A y 
B, b) la aceleracion de la portion D del cable, c) la velocidad y el cambio en 
la position del bloque deslizante B luego de 4 s. 























































11.55 El bloque B se mueve hacia abajo con una velocidad constante de Problemas 629 

20 imn/s. En t = 0, el bloque A se mueve hacia arriba con una aceleracion 
constante y su velocidad es de 30 mm/s. Si se sabe que en t = 3 s el bloque 
deslizante C se ha movido 57 mm a la derecha, determine a) la velocidad 
del bloque deslizante C en t = 0, b) las aceleraciones de Ay C, c ) el cambio 
en la position del bloque A despues de 5 s. 



Figura P11.55 y P11.56 


11.56 El bloque B empieza a moverse desde el reposo, el bloque A 
se mueve con una aceleracion constante y el bloque deslizante C se desplaza 
hacia la derecha con una aceleracion constante de 75 mm/s 2 . Si se sabe que 
en / = 2 s las velocidades de B y C son 480 mm/s hacia abajo y 280 mm/s 
hacia la derecha, respectivamente, determine a) las aceleraciones de Ay B, 
b) las velocidades iniciales de Ay C, c ) el cambio en la position del bloque 
deslizante C despues de 3 s. 

11.57 El collarin A inicia su movimiento desde el reposo en t = 0 y 
se mueve hacia abajo con una aceleracion constante de 7 in./s 2 . El collarin 
B se desplaza hacia arriba con una aceleracion constante y su velocidad initial 
es de 8 in./s. Si se sabe que el collarin B se mueve 20 in. entre t = 0 y t = 
2 s, determine a) las aceleraciones del collarin B y el bloque C, b ) el tiempo 
en el cual la velocidad del bloque C es cero, c) la distancia que habra recorrido 
el bloque C en ese tiempo. 

Los collarines Ay B inician su movimiento desde el reposo, el 
collarin A se mueve hacia arriba con una aceleracion de 3/ 2 in./s 2 . Si se sabe 
que el collarin B se mueve hacia abajo con una aceleracion constante y que 
su velocidad es de 8 in./s despues de desplazarse 32 in., determine a) la 
aceleracion del bloque C, b) la distancia que se habra movido el bloque C 
luego de 3 s. 

11.59 El sistema mostrado inicia su movimiento desde el reposo y 
cada componente se mueve con una aceleracion constante. Si la aceleracion 
re-lativa del bloque C con respecto al collarin B es de 60 mm/s 2 hacia arriba 
y la aceleracion relativa del bloque D con respecto al bloque A es de 110 
mm/s 2 hacia abajo, determine a) la velocidad del bloque C despues de 3 s, 
b) el cambio en la position de bloque D luego de 5 s. 

* 11.60 El sistema mostrado inicia su movimiento desde el reposo y la 
longitud del cordon superior se ajusta de manera que A, B y C se encuentren 
inicialmente al mismo nivel. Cada componente se mueve con una aceleracion 
constante y despues de 2 s el cambio relativo en la position del bloque C 
con respecto al bloque A es de 280 mm hacia arriba. Si se sabe que cuando 
la velocidad relativa del collarin B con respecto al bloque A es de 80 mm/s 
hacia abajo, los desplazamientos de A y B son, respectivamente, de 160 mm 
y de 320 mm hacia abajo, determine a) las aceleraciones de A y B si a B > 
10 mm/s 2 , b) el cambio en la position del bloque D cuando la velocidad del 
bloque C es de 600 mm/s hacia arriba. 



Figura P11.57 y P11.58 



Figura P11.59 y P11.60 
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*11.7. SOLUCION GRAFICA DE PROBLEMAS 
DE MOVIMIENTO RECTILINEO 

En la section 11.2 se observo que las formulas fundamentales 

clx dv 

v= * y a = ik 


tienen un significado geometrico. La primera formula expresa que la 
velocidad en cualquier instante es igual a la pendiente de la curva x-t 
en el mismo instante (figura 11.10). La segunda indica que la acelera- 



Figura 11.10 



cion es igual a la pendiente de la curva v-t. Estas dos propiedades pue- 
den utilizarse para determinar de manera grafica las curvas de v-t y 
a-t de un movimiento cuando se conoce la curva x-t. 

Al integral" las dos formulas fundamentales desde el tiempo t\ 
hasta el tiempo t% se escribe 



La primera formula expresa que el area medida bajo la curva v-t desde 
1 1 hasta f 2 es igual al eambio en x durante ese intervalo de tiempo (figu¬ 
ra 11.11). De manera similar, la segunda formula expresa que el area 
medida bajo la curva a-t desde ti hasta f 2 es igual al eambio en v duran¬ 
te ese intervalo de tiempo. Estas dos propiedades pueden utilizarse 
para determinar de manera grafica la curva de movimiento x-t cuando 
se conoce su curva v-t o su curva a-t (vease el problema 11.6). 

Las soluciones graficas resultan en particular utiles cuando el 
movimiento que se considera se define a partir de datos experimenta- 
les y cuando x, v y a no son funciones analfticas de t. Tambien es posi- 
ble utilizarlas de manera ventajosa cuando el movimiento consta de dis- 
tintas partes, y cuando su analisis requiere escribir una ecuacion dife- 
rente para cada una de sus partes. Sin embargo, al utilizar una solution 
grafica debe tenerse el cuidado de notar que 1) el area bajo la curva 
v-t mide el eambio en x, no la x misma, y de la misma forma, que el area 
bajo la curva a-t mide el eambio en v; 2) un area sobre el eje t corres- 
ponde a un incremento en x o v, en tanto que un area ubicada debajo 
del eje t mide un decremento en x o v. 

Sera util recordar al dibujar las curvas de movimiento que si la 
velocidad es constante, se representara mediante una linea recta hori¬ 
zontal; la coordenada de position x sera entonces una funcion lineal de 
t y se representara por medio de una linea recta oblicua. Si la acelera- 
cion es constante y diferente de cero, se representara mediante una 
linea recta horizontal; v sera en ese caso una funcion lineal de t, repre- 


Figura 11.11 

























sentada por una linea recta oblicua, y x se expresara como un poli- 11.8. otros metodos graficos Q31 

nomio de segundo grado en t, representado por una parabola. Si la 
aceleracion es una funcion lineal de t, la velocidad y la coordenada 
de posicion seran iguales, respectivamente, a polinomios de segundo y 
tercer grados; a se representara entonces mediante una linea recta 
oblicua, v por medio de una parabola y x por una funcion cubica. En 
general, si la aceleracion es un polinomio de grado n en t, la velocidad 
sera un polinomio de grado n + 1 y la coordenada de posicion un poli¬ 
nomio de grado n + 2; estos polinomios se representan mediante 
curvas de movimiento de un grado correspondiente. 


*11.8. OTROS METODOS GRAFICOS 

Para determinar la posicion de una particula en un instante dado a par- 
tir directamente de la curva a-t puede emplearse una solucion grafica 
alternativa. Al denotar los valores de x y v en t = 0 como x 0 y v 0 y sus 
valores en t = t\ como x± y Vi y observar que es posible dividir el area 
bajo la curva v-t en un rectangulo de area v 0 t i y elementos diferencia- 
les horizontales de area (ti~ t) dv (figura 11.12a), se escribe 


I-, — x 0 = area bajo la curva v-t 



(fi — t) dv 


Al sustituir dv = a dt en la integral, se obtiene 


ch 

Xi — %o — Vot i + (ti — t) a dt 
J n 



Al referirse a la figura 11.12fo), se advierte que la integral representa 
el primer momenta del area bajo la curva a-t con respecto a la linea 
t = ti que limita el area de la derecha. En consecuencia, este metodo 
de solucion se conoce como el metodo del momento-drea. Si se conoce 
la abscisa t del centroide C del area, la coordenada de posicion puede 
obtenerse al escribir 

%i = Xq + vot i + (area bajo la curva a-t)(t i — t) (11.13) 

Si el area bajo la curva a-t es un area compuesta, es posible obtener 
el ultimo termino en (11.13) al multiplicar cada area componente por 
la distancia desde su centroide hasta la linea t = Las areas sobre el 
eje t deben considerarse como positivas y las areas por debajo del eje 
t como negativas. 

Otro tipo de curva de movimiento, la curva v-x, se utiliza en al- 
gunas ocasiones. Si se ha graficado una curva de estas caracteristicas 
(figura 11.13), se puede obtener la aceleracion a en cualquier tiempo 
dibujando la normal AC de la curva y midiendo la subnormal BC. En 
realidad, al observar que el angulo entre AC y AB es igual al angulo 0 
entre el horizontal y la tangente en A (cuya pendiente es tan 6 = 
dv/dx ), se escribe 

BC = AB tan 0 = v^~ 
dx 

y en consecuencia, de la formula (11.4), 




BC = a 


Figura 11.13 






























PROBLEMA RESUELTO 11.6 



Un vagon de transporte subterraneo sale de la estacion A; aumenta su rapidez a 
razon de 4 ft/s 2 durante 6 s y despues a razon de 6 ft/s 2 hasta que llega a la 
rapidez de 48 ft/s. El vagon mantiene la misma rapidez hasta que se aproxima a 
la estacion B; en ese momento se aplican los frenos, impartiendosele al 
vagon una desaceleracion constante y provocando que se detenga en 6 s. El 
tiempo de recorrido total desde A hasta B es de 40 s. Dibuje las curvas a-t, v-t 
y x-t y determine la distancia entre las estaciones Ay B. 


SOLUCION 



Curva aceleracion-tiempo. Puesto que la aceleracion es constante o 
cero, la curva a-t esta conformada por segmentos de linea recta horizontales. 
Los valores de t 2 y a 4 se determinan de la manera siguiente: 


0 < t < 6 : Cambio en v — area bajo la curva a-t 

v 6 — 0 = (6 s)(4 ft/s 2 ) = 24 ft/s 

6 < t < t 2 : Puesto que la velocidad se incrementa de 24 a 48 ft/s, 

Cambio en»= area bajo la curva a-t 
48 ft/s — 24 ft/s = ( t 2 — 6)(6 ft/s 2 ) t 2 — 10 s 


t 2 <t< 34: Puesto que la velocidad es constante, la aceleracion es cero. 
34 < t < 40: Cambio v = area bajo la curva a-t 

0 — 48 ft/s = (6 s)fl 4 a 4 = —8 ft/s 2 


Al ser negativa la aceleracion, el area correspondiente esta por debajo del eje 
t; esta area representa una disminucion en la velocidad. 


Curva velocidad-tiempo. Puesto que la aceleracion es constante o 
cero, la curva v-t esta conformada por segmentos de linea recta que conec- 
tan los puntos determinados antes. 



Cambio en x = area bajo la curva v-t 


<t< 6: 

x 6 ~ 0 = j(6)(24) = 72 ft 

< t < 10 : 

x 10 - x 8 = i(4)(24 + 48) = 144 

< t < 34: 

x 34 - x 10 = (24)(48) = 1152 ft 

< t < 40: 

x 4 o — X 34 = 2'(6)(48) = 144 ft 

sumar los cambios en x, se obtiene la distancia de 



d = x 40 - 0 = 1512 ft 


d = 1512 ft ◄ 


Curva posicion-tiempo. Los puntos determinados deben unirse 
mediante tres arcos de parabola y un segmento de linea recta. Al construir 
la curva x-t, se debe tener presente que para cualquier valor de t la pendiente 
de la tangente a la curva x-t es igual al valor de v en ese instante. 
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RESOLUCION DE PROBLEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


En esta lection (secciones 11.7 y 11.8) se revisaron y desarrollaron varias tecnicas 
grdflcas para la solucion de problemas de movimiento rectilmeo. Es posible utilizar 
estas tecnicas para resolver problemas directamente o para complementar metodos 
de solucion analiticos al proporcionar una description visual y, en consecuencia, una 
mejor comprension del movimiento de un cuerpo determinado. Se sugiere dibujar 
una o mas curvas de movimiento para varios de los problemas de esta leccion, in- 
cluso si estos no son parte de la tarea asignada. 

1. Dibujo de curvas x-t, v-t y a-t y aplicacion de metodos grdficos. Las siguien- 
tes propiedades se indicaron en la section 11.7 y deben recordarse cuando se utilicen 
metodos de solucion graficos. 

a) Las pendientes de las curvas x-t y v-t en el tiempo 1 1 son respectivamente 
iguales a la velocidad y la aceleracidn en el tiempo t\. 

b) Las areas bajo las curvas a-t y v-t entre los tiempos t x y t 2 son respectiva¬ 
mente iguales al cambio Av en la velocidad y al cambio Ax en la coordenada de posi¬ 
tion durante ese intervalo de tiempo. 

c) Si se conoce una bajo curvas de movimiento, las propiedades fundamen- 
tales que se han resumido en los parrafos a y b permitiran construir las otras dos cur¬ 
vas. Sin embargo, al usar las propiedades del parrafo b, es necesario conocer la velo¬ 
cidad y la coordenada de position en el tiempo t x para determinar la velocidad y la 
coordenada de position en el tiempo t 2 . Por lo tanto, en el problema resuelto 11.6, 
saber que el valor inicial de la velocidad era cero permite encontrar la velocidad en 
t = 6 s: u 6 = v 0 + Av = 0 + 24 ft/s = 24 ft/s. 

Se han estudiado previamente los diagramas de fuerza cortante y momenta flexio- 
nante o flector para una viga, y se debe reconocer la analogia que existe entre las tres 
curvas de movimiento en los tres diagramas que representan respectivamente la earga 
distribuida, la fuerza cortante y el momenta flector en una viga. De tal modo, todas 
las tecnicas relativas a la construction de estos diagramas pueden aplicarse cuando se 
dibujen las curvas de movimiento. 

2. Empleo de metodos aproximados Cuando las curvas a-t y v-t no se representan 
por medio de funciones analiticas o cuando se basan en datos experimentales, en oca- 
siones es necesario usar metodos aproximados para calcular las areas bajo estas curvas. 
En esos casos, el area dada es aproximada por una serie de rectangulos de ancho At. 
Cuando mas pequeno sea el valor de A t, tanto menor sena el error introducido por la 
aproximacion. La velocidad y la coordenada de position se obtienen al escribir 

V = V 0 + Sflprom At X = X 0 + Suprom At 

donde a prom y u prom son las alturas de un rectangulo de aceleracion y un rectangulo 
de velocidad, respectivamente. 

( continua ) 
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3. Aplicacion del metodo del momento-drea. Esta tecnica grafica se emplea 
cuando se proporciona la curva a-t y el cambio en la coordenada de position se va a 
determinar. En la seccion 11.8 se mostro que es posible expresar la coordenada de 
position xq como 

xq = x 0 + v 0 t x + (area bajo la curva a-t)(fi — t ) (11.13) 

Hay que tener en cuenta que cuando el area bajo la curva a-t es un area compuesta, 
es necesario usar el mismo valor de tj para calcular la contribution de cada una de las 
areas componentes. 

4. Determination de la aceleracion a partir de la curva v-x. En la seccion 11.8 
vimos que es posible determinar la aceleracion de una curva v-x mediante medicion 
directa. Sin embargo, es importante advertir que este metodo resulta aplicable solo si 
se usa la misma escala lineal para los ejes v y x (por ejemplo, 1 in. = 10 ft y 1 in. = 
10 ft/s). Cuando no se satisface esta condition, la aceleracion puede aun determinar- 
se de la ecuacion 


a 



donde la pendiente dv/dx se obtiene como sigue: primero se dibuja la tangente a la 
curva en el punto de interes. Despues, mediante el empleo de las escalas apropiadas, 
se miden a lo largo de esa tangente incrementos correspondientes Ax y Au. La pen¬ 
diente deseada es igual a la razon Au/Ax. 
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Problemas 


11.61 Una partfcula se mueve en linea recta con la aceleracion que se 
muestra en la figura. Si se sabe que la partfcula inicia desde el origen con 
v 0 — — 18 ft/s, a) construya las curvas v-t y x-t para 0 < t < 20 s, b) deter¬ 
mine la position y la velocidad de la partfcula y la distancia total recorrida 
cuando f = 12 s. 

Para la partfcula y el movimiento del problema 11.61 constru¬ 
ya las curvas v-t y x-t para 0 < t < 20 s, y determine a) el maximo valor 
de la velocidad de la partfcula, b ) el valor maximo de la coordenada de po¬ 
sition. 


a (ft/s 2 ) 


6 

3 

0 

-5 


1 

1 

1 

I 

10 


4 

1 

1 

1_ 

t( s) 


Figura P11.61 


11.63 Una partfcula se mueve en linea recta con la velocidad que se 
muestra en la figura. Si se sabe que x = —540 ft en t = 0, a) construya las 
curvas a-t y x-t para 0 < t < 50 s, y determine b ) la distancia total recorrida 
por la partfcula cuando t = 50 s, c) los dos tiempos en los cuales x = 0. 



Una partfcula se mueve a determinada velocidad en linea recta. 
Si se sabe que x = —540 ft en t = 0, a) construya las curvas a-t y x-t para 0 
< t < 50 s y determine b) el valor maximo de la coordenada de position de 
la partfcula, c) los valores de t para los cuales la partfcula se encuentra en 
x = 100 ft. 

Un paracaidista cae libremente a razon de 200 km/h cuando 
abre su paracaidas a una altura de 600 m. Luego de una rapida y constante 
desaceleracion, desciende a una razon constante de 50 km/h desde 586 m 
hasta 30 m, donde maniobra el paracaidas en el viento para frenar aun mas 
su descenso. Si se sabe que el paracaidista aterriza con una velocidad 
descendente despreciable, determine a) el tiempo que requiere para aterrizar 
despues de abrir su paracaidas, b) la desaceleracion initial. 



Figura P11.65 


11.66 El componente de una maquina se recubre con pintura de spray 
mientras se monta sobre una tarima que se desplaza a 4 m en 20 s. La tarima 
tiene una velocidad initial de 80 mm/s y puede acelerarse a una razon maxima 
de 60 mm/s 2 . Si se sabe que el proceso de pintura requiere 15 s para 
terminarse y se lleva a cabo mientras la tarima se mueve a una velocidad 
constante, determine el valor mas pequeno posible de la rapidez maxima de la 
tarima. 
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Figura P11.67 


11.67 Un sensor de temperatura se conecta al deslizador AB que se 
mueve a lo largo de 60 in. hacia delante y hacia atras. Las velocidades maxi mas 
del deslizador son 12 in./s hacia la derecha y 30 in./s hacia la izquierda. 
Cuando el deslizador se mueve a la derecha, acelera y desacelera a una razon 
constante de 6 in./s 2 ; cuando se desplaza a la izquierda, acelera y desacelera 
a razon constante de 20 in./s 2 . Determine el tiempo que se requiere para 
que el deslizador realice un ciclo completo, asimismo construya las curvas 
v-t y x-t de su movimiento. 

11.68 Un tren que viaja a 40 mi/h se encuentra a 3 mi de una estacion. 
El tren desacelera de modo que su rapidez es de 20 mi/h cuando se en¬ 
cuentra a 0.5 mi de la estacion. Si el tren llega a la estacion 7.5 min despues 
de que empieza a desacelerar y suponiendo desaceleraciones constantes, de¬ 
termine a) el tiempo que se requiere para que recorra las primeras 2.5 mi, 
b) la velocidad del tren cuando llega a la estacion, c) la desaceleracion cons¬ 
tante final del tren. 



Figura P11.68 


Dos puntos de revision A y B en una carrera se ubican sobre la 
misma autopista con una separation de 12 km. Los lhnites de velocidad de 
los primeros 8 km y de los ultimos 4 km de la section son, respectivamente, 
100 km/h y 70 km/h. Los conductores deben detenerse en cada punto de 
revision, y el tiempo especificado entre los puntos A y B es de 8 min con 
20 s. Si se sabe que el conductor acelera y desacelera a la misma tasa cons¬ 
tante, determine la magnitud de su aceleracion si viaja el mayor tiempo po- 
sible en el lhnite de velocidad. 


A 



Figura P11.69 


11.70 En una prueba realizada en un tanque de agua para la botadura de 
un pequeno bote a escala, la velocidad horizontal inicial del modelo es de 6 
m/s y su aceleracion horizontal varfa linealmente de —12 m/s 2 en t = 0 a —2 
m/s 2 en t = ti y despues se mantiene igual a —2 m/s 2 hasta que t = 1.4 s. 
Si se sabe que v = 1.8 m/s cuando t = t±, determine a) el valor de f,, b) la 
velocidad y position del modelo enf = 1.4 s. 


x 


v 0 = 6 m/s 

-► 



Figura P11.70 

































11.71 Un automovil y un camion viajan a una rapidez constante de 35 mi/h; Problemas 637 

el automovil esta 40 ft detras del camion. El conductor del auto quiere rebasar 
al camion, esto es, desea colocar su automovil en B, 40 ft por delante del ca¬ 
mion, y despues regresar a la rapidez de 35 mi/h. La aceleracion maxima del 
automovil es de 5 ft/s 2 y la maxima desaceleracion obtenida al aplicar los 
frenos es de 20 ft/s 2 . jiCual es el tiempo mas corto en el que el conductor 
del automovil puede completar la operation de rebase si en ningun momenta 
sobrepasa la rapidez de 50 mi/h? Dibuje la curva v-t. 


.. 










--40 ft-* 

--50 ft-* 

-- 40 ft -- 



16 ft 

Figura P11.71 


11.72 Retome el problema 11.71, y ahora suponga que el conductor 
del automovil no presta ninguna atencion al lfmite de rapidez mientras re- 
basa y se concentra en alcanzar la position B y volver a tomar la velocidad 
de 35 mi/h en el menor tiempo posible. ,iCual es la maxima rapidez al- 
canzada? Dibuje la curva v-t. 

Un elevador inicia desde el reposo y se mueve hacia arriba, 
acelerando a una razon de 1.2 m/s 2 , hasta que alcanza una rapidez de 7.8 m/s, 
la cual mantiene. Dos segundos despues de que el elevador empieza a moverse, 
un hombre que se encuentra a 12 m por encima de la position inicial del ele¬ 
vador lanza una pelota hacia arriba con una velocidad inicial de 20 m/s. Deter¬ 
mine el momenta en el que la pelota golpeara al elevador. 



11 .74 El registro de aceleracion que se muestra en la figura se obtuvo 
de un pequeno avion que viajaba a lo largo de una trayectoria recta. Si se 
sabe que x = 0 y v = 60 m/s cuando 1 = 0, determine a) la velocidad y la 
position del avion cuando t = 20 s, b) su velocidad promedio durante el in- 
tervalo 6 s < t < 14 s. 

11.75 El automovil A viaja sobre una autopista a una rapidez constante 
(v A ) 0 = 60 mi/h y se encuentra a 380 ft de la entrada de una rampa de acceso, 
cuando el automovil B entra al canil de aceleracion en ese punto a una ra¬ 
pidez (u B )o = 15 mi/h. El automovil B acelera de manera uniforme y entra 
al carril de trafico principal despues de recorrer 200 ft en 5 s. Despues 
continua acelerando a la misma tasa hasta que alcanza una rapidez de 60 
mi/lr, que mantiene. Determine la distancia final entre los dos automoviles. 




Figura P11.75 













































638 Cinematica de particulas 


1 . 6 El automovil A viaja a 40 mi/h cuando entra a una zona cuya 
rapidez maxima es de 30 mi/h. La conductora del automovil A desacelera a 
una razon de 16 ft/s 2 hasta que alcanza una rapidez de 30 mi/h, la cual man- 
tiene. Cuando el automovil B, que se encontraba inicialmente a 60 ft detras 
del automovil A y viajaba a una rapidez constante de 45 mi/h, entra a la zona 
con el lhnite de veloeidad indicado, su conductor desacelera a razon de 20 
ft/s 2 , hasta que alcanza una veloeidad de 28 mi/h. Si el conductor del auto¬ 
movil B mantiene una veloeidad de 28 mi/h, determine a) la distancia mi¬ 
nima a la que el automovil B se acerca al automovil A, b) el tiempo en el 
cual el automovil A se encuentra a 70 ft enfrente del automovil B. 


(v B ) o = 45 mi/h ( v a)o = 40 mi/h 



-60 ft 


Figura P11.76 


1 Un automovil viaja a una rapidez constante de 54 km/h cuando 
su conductora ve a un nino corriendo sobre el camino. La conductora aplica 
los frenos hasta que el nino regresa a la acera y despues acelera para recuperar 
su rapidez original de 54 km/h; en la figura se muestra el registro de la 
aceleracion del automovil. Si se supone que x = 0 cuando t = 0, determine 
a ) el tiempo ti en el cual la veloeidad es de nuevo de 54 km/h, b) la posicion 
del automovil en ese momenta, c) la veloeidad promedio del automovil 
durante el intervalo 1 s S t < f x . 



a (m/s 2 ) 



Figura P11.77 


Como se muestra en la figura, desde t = 0 hasta t = 4 s, la ace¬ 
leracion de una particula dada puede representar.se mediante una parabola. 
Si se sabe que x = 0 y v = 8 m/s cuando t = 0, a) construya las cuivas v-t 
y x-t para 0 < t < 4 s, b) determine la posicion de la particula en t = 3 s. 
(Sugerencia: Utilice la tabla que se presenta en las guardas posteriores del 
libro). 


11.79 Durante un proceso de manufactura, una banda transportadora 
empieza a moverse desde el reposo y recorre un total de 1.2 ft antes de 
quedar temporalmente en reposo. Si se sabe que el tiron repentino, o tasa 
de carnbio en la aceleracion, se limita a ±4.8 ft/s 2 por segundo, determine 

a) el tiempo mas corto que se requiere para que la banda se mueva 1.2 ft, 

b) los valores maximo y el promedio de la veloeidad de la banda durante ese 
tiempo. 
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11.80 Un tren de enlace en un aeropuerto viaja entre dos terminales 
que se encuentran a 1.6 mi de distancia. Para mantener el confort de los 
pasajeros, la aceleracion del tren se limita a ±4 ft/s 2 , y el tiron repentino, o 
tasa de cambio en la aceleracion, se limita a ±0.8 ft/s 2 por segundo. Si el tren 
de enlace tiene una rapidez maxima de 20 mi/h, determine a) el tiempo mas 
corto para que el tren viaje entre las dos terminales, b) su velocidad prome- 
dio correspondiente. 

11.81 El registro de aceleracion que se muestra en la figura se obtuvo 
durante las pruebas de rapidez de un automovil deportivo. Si se sabe que 
el automovil inicia desde el reposo, determine de manera aproximada a) la 
velocidad del automovil en t = 8 s, b) la distancia recorrida por el automovil 
en t = 20 s. 



11.82 Se requieren dos segundos para dejar en reposo la varilla de un 
piston neumatico; el registro de aceleracion de la varilla del piston durante 
los 2 s es como se indica en la figura. Determine de manera aproximada 
a) la velocidad initial de la varilla del piston, b) la distancia recorrida por la 
varilla del piston antes de quedar en reposo. 



Figura P11.82 







































640 ■ :inem 3tica de particulas 1 1 ,83 Un avion de entrenamiento tiene una velocidad de 126 ft/s cuan- 

do aterriza sobre un portaaviones. Conforme el mecanismo de retention del 
carguero detiene til avion, se registran la velocidad y la aceleracion de este 
ultimo; los resultados se representan en la figura (curva continua). Determine 
de manera aproximada a) el tiempo requerido para que el aeroplano se 
detenga, b) la distancia recorrida en ese tiempo. 


—ci (ft/s 2 ) 


140 v (ft/s) 



Figura P11.83 


11.84 En la figura se muestra una parte de la curva v-x determinada 
experimentalmente para el carro de un transbordador. Determine de mane¬ 
ra aproximada la aceleracion del carro a ) cuando x = 10 in., b) cuando 
v = 80 in./s. 



Figura P11.84 


a (ft/s 2 ) 



h 


Figura P11.87 


Utilice el metodo de la section 11.8 a fin de deducir la formula 
x = x 0 + v 0 t + \cit 2 para la coordenada de position de una particula en 
movimiento rectilfneo uniformemente acelerado. 

Utilice el metodo de la section 11.8 para determinar la position 
de la particula del problema 11.61 cuando t = 14. 

11.8', Durante las pruebas realizadas a una nueva lancha salvavidas, 
un acelerometro adherido a la lancha proporciona el registro que se muestra 
en la figura. Si la lancha tiene una velocidad de 7.5 ft/s en t = 0 y llega al 
reposo en el tiempo t\, utilice el metodo de la section 11.8 para determinar 
a) el tiempo b) la distancia que recorre la lancha antes de quedar en 
reposo. 

Para la particula del problema 11.63, dibuje la curva a-t y 
determine mediante el metodo de la section 11.8, a) la position de la particula 
cuando t = 52 s, b) el valor maxirno de su coordenada de position. 


































MOVIMIENTO CURVILINEO DE PARTICULAS 


11.9. Vector de posicion, velocidad 641 
y aceleracion 


11.9. VECTOR DE POSICION, VELOCIDAD Y ACELERACION 

Cuando una partfcula se mueve a lo largo de una curva diferente a una 
linea recta, se afirma que describe un movimiento curvilmeo. Para de- 
finir la posicion P ocupada por la partfcula en un tiempo determinado t, 
se elige un sistema de referencia fijo, tal como los ejes x, y, z que se 
muestran en la figura 11.14a), y se dibuja el vector r que une al origen 
O y al punto P. Puesto que el vector r esta caracterizado por su magni- 
tud r y su direccion con respecto a los ejes de referencia, este define por 
completo la posicion de la partfcula con respecto a esos ejes; el vector r 
se eonoce como el vector de posicion de la partfcula en el tiempo t. 

Considerese ahora el vector r' que define la posicion P' ocupada 
por la misma partfcula en un tiempo posterior t + At. El vector Ar que 
une a P y a P' representa el cambio en el vector de posicion durante el 
intervalo del tiempo At, pues, como se puede verificar facilmente en la 
figura 11.14a), el vector r' se obtiene al sumar los vectores r y Ar de 
acuerdo con el metodo de triangulo. Ar representa un cambio de direc¬ 
cion, asi como un cambio de magnitud del vector de posicion r. La 
velocidad promedio de la partfcula sobre el intervalo de tiempo At se 
define como el cociente de Ar y At. Puesto que Ar es un vector y At es 
un escalar, el cociente de Ar/A t es un vector unido a P, de la misma 
direccion que Ar y de magnitud igual a la magnitud de Ar dividida 
entre At (figura 11.1 4b). 

La velocidad instantanea de la partfcula en el tiempo t se obtiene al 
elegir intervalos de tiempo At cada vez mas cortos y, de manera corres- 
pondiente, incrementos vectoriales Ar cada vez menores. La velocidad 
instantanea se representa en consecuencia mediante el vector 

Ar 

v = lim —— (11.14) 

Af^O At 

A medida que At y Ar disminuyen, las posiciones PyP'se acercan cada 
vez mas entre si; el vector v obtenido en el limite debe, por lo tanto, ser 
tangente a la trayectoria de la partfcula (figura 11.14c). 

Puesto que el vector de posicion r depende del tiempo t, se cono- 
ce como una funcion vectorial de la variable escalar t y se denota 
mediante r(t). Extendiendo el concepto de derivada de una funcion 
escalar que se presenta en calculo elemental, el limite del cociente 
Ar/A t se conoce como la derivada de la funcion vectorial r(t). Se 
escribe 




(11.15) 


La magnitud v del vector v se conoce como la rapidez de la par¬ 
tfcula y es posible obtenerla al sustituir, en vez del vector Ar en la 
formula (11.14), la magnitud de este vector representado por el seg- 
mento de linea recta PP'. Sin embargo, la longitud del segmento PP' 
se acerca a la longitud As del arco PP' cuando At disminuye (figura 
11.14a), por lo que se puede escribir 


, PP’ 
v = nm —— 
Af^O At 


= lim ^ 
Af^o At 


ds 

dt 


(11.16) 
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La rapidez v puede obtenerse entonces diferenciando con respecto a t 
la longitud s del arco que describe la partfcula. 

Considere la velocidad v de la partfcula en el tiempo f y su velo- 
cidad v' en un tiempo posterior t + At (figura 11.15a). Se dibujaran 
ambos vectores vyv' apartir del mismo origen O' (figura 11.15b). El 
vector Av que une a Q y a Q' representa el cambio en la velocidad de 
la partfcula durante el intervalo de tiempo At, ya que el vector v' puede 
obtenerse al sumar los vectores v y Av. Hay que advertir que Av repre¬ 
senta un cambio en la direction de la velocidad, asf como un cambio en 
la rapidez. La aceleracidn promedio de la partfcula sobre el intervalo de 
tiempo At se define como el cociente entre Av y At. Puesto que Av es 
un vector y At un escalar, el cociente Av /At es un vector de la misma 
direction que Av. 

La aceleracidn instantanea de la partfcula en el tiempo t se obtiene 
al tomar valores eada vez mas y mas pequenos de At y Av. La acele¬ 
racidn instantanea se representa en consecuencia por medio del vector 

Av 

a = lfm — (11.17) 

Af— >0 At 

Al advertir que la velocidad v es una funcion vectorial v(t) del tiempo 
t, es posible referirse al 1 unite del cociente Av/At como la derivada de 
v con respecto a t. Se escribe 


_ dv 

dt 


(11.18) 


Se observa que la aceleracidn a es tangente a la curva descrita por 
la punta Q del vector v cuando este ultimo se dibuja desde un origen 
fijo O' (figura 11.15c) y que, en general, la aceleracidn no es tangente 
a la trayectoria de la partfcula (figura 11.15(7). La curva descrita por la 
punta de v e indicada en la figura 11.15c) se conoce como la hoddgra- 
fa del movimiento. 


Figura 11.15 













11.10. DERIVADAS DE FUNCIONES VECTORIALES 


11.10. Derivadas de funciones vectoriales 643 


En la section anterior se estudio que la velocidad v de una particula en 
movimiento curvilmeo puede representarse mediante la derivada de la 
funcion vectorial r(t) que caracteriza a la position de la particula. De 
manera similar, la aceleracion a de la particula se representa mediante 
la derivada de una funcion vectorial v(f). Esta section proporciona una 
definition formal de la derivada de una funcion vectorial y establece 
reglas que gobiernan la diferenciacion de sumas y productos de fun¬ 
ciones vectoriales. 

Sea P(u) una funcion vectorial de la variable escalar u. Por lo ante¬ 
rior se entiende que el escalar u define por complete la magnitud y 
direction del vector P. Si el vector P se dibuja desde un origen fijo O 
y se deja variar el escalar u, la punta de P describira una curva deter- 
minada en el espacio. Considerense los vectores P que corresponden, 
respectivamente, a los valores u y u + A u de la variable escalar (figura 
11.16a). Sea AP el vector que une las puntas de los dos vectores dados, 
se escribe 


AP = P(u + Au) - P(u) 


Al dividir todo entre Ah y dejar que Ah tienda a cero, se define la deri¬ 
vada de la funcion vectorial P(w): 


dP „ AP „ P(u + Ah) - P(u) ,.. 

—— = nm —— = lim -:- (11.19) 

du Au—>o Ah Am-»o Ah 


Conforme Ah tiende a cero, la linea de action de AP vuelve tangente 
a la curva de la figura 11.16a). De este modo, la derivada dF/du de la 
funcion vectorial P(h) es tangente a la curva descrita por la punta P(h) 
(figura 11.16b). 

Las reglas comunes para la diferenciacion de sumas y productos de 
funciones escalares pueden extenderse a las funciones vectoriales. 
Considerese primero la suma de dos funciones vectoriales P(u) y Q(u) 
de la misma variable escalar u. De acuerdo con la definition dada en 
(11.19), la derivada del vector P + Q es 



dCP + Q) 
du 


= lim 
Au —>0 


A(P + Q) 
Ah 


= lim 

Au—>0 


Au Au / 


o, puesto que el limite de una suma es igual a la suma de los limites de 
sus terminos, 


dir + Q) 


clu 


= Um I 51 

a»-»o Au 


+ lim 

AimO 


AQ 

Au 


d (P + Q) dr | dQ 

du du clu 


( 11 . 20 ) 


Hay que considerar aliora el proclucto cle una funcion escalar fu) 
y una funcion vectorial P(u) de la misma variable. La derivada del vec¬ 
tor fr es 


rf(£P) _ 1[m y + A/),r + AF)-/p _ 1[m 

du Au—>0 Au Au—>0 


A f ,AP 
—p + f — 
Au ■’ Au 
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o al recordar las propiedades de los lfmites de sumas y productos, 


d(f P) df T | dP 

du du J du 


( 11 . 21 ) 


Las derivadas del producto escalar y el producto vectorial de dos fun- 
ciones vectoriales P(«) y Q(u) pueden obtenerse de manera similar. Se 
tiene 


d(P • Q) 

clu 

cl (P X Q) 
du 



dQ 

du 


— X Q + P X 

du 


dQ 

du 


( 11 . 22 ) 


( 11 . 23 )* 


Las propiedades antes establecidas pueden emplearse para deter- 
minar las componentes rectangulares de la derivada de una funcion 
vectorial P (u). Descomponiendo P en componentes a lo largo de los 
ejes rectangulares fijos x, y, z, se escribe 


P = P x i + P y j + P-k (11.24) 


donde P x , P y , P~ son las componentes escalares rectangulares del vector 
P, e i, j, k los vectores unitarios correspondientes, respectivamente, a 
los ejes x, y y z (seccion 2.12). De acuerdo con (11.20), la derivada de 
P es igual a la suma de las derivadas de los terminos en el miembro del 
lado derecho. Puesto que cada uno de estos terminos es el producto de 
una escalar y una funcion vectorial, se debe usar (11.21). Pero los 
vectores unitarios i, j, k tienen una magnitud constante (igual a 1) y en 
direcciones fijas. Por lo tanto, sus derivadas son cero, y se escriben 


d P _ dP x . dPy _. (IP- ^ 

du du du ^ du 


(11.25) 


Si se advierte que los coeficientes de los vectores unitarios son, por 
definition, las componentes escalares del vector (IP/du, se concluye 
que las componentes escalares rectangulares de la derivada dP/du de la 
funcion vectorial P(u) se obtienen al diferenciar las componentes esca¬ 
lares correspondientes de P. 

Razon de cambio de un vector. Cuando el vector P es una 
funcion del tiempo t, su derivada dP/dt representa la razon de ca mbio 
de P con respecto al sistema de referenda Oxyz. Descomponiendo P, 
en componentes rectangulares, se tiene, por (11.25), 

dP_ = dP x . dPy dP 

dt dt dt ^ dt 

o, al utilizar puntos para indicar diferenciacion con respecto a t, 

P = P X i + Py j + P-k (11.25') 


Puesto que el producto vectorial no es comnutativo (seccion 3.4), debe mantenerse el 
orden de los factores en la ecuacion (11.23). 










Como se estudiara en la section 15.10, la razon de cambio de un 
vector cuando se observa desde un sistema de referenda movil es, en 
general, diferente de su razon de cambio cuando se observa desde un 
sistema de referencia fijo. Sin embargo, si el sistema de referencia mo¬ 
vil O'x'y'z' esta en traslacion, esto es, si sus ejes pennanecen parale- 
los a los ejes correspondientes del sistema fijo Oxyz (figura 11.17), se 
usan los mismos vectores unitarios i, j, k en ambos sistemas de refe¬ 
rencia, y en un instante determinado el vector P tiene las mismas com- 
ponentes P x , P,j, P z en ambos sistemas de referencia. Se concluye de 
(11.25') que la razon de cambio P es la misma con respecto a los sis¬ 
temas de referencia Oxyz y O'x'y'z'. En consecuencia, se establece que 
la razon de cambio de un vector es la misma con respecto a un sistema 
de referencia fijo y con respecto a un sistema de referencia en trasla¬ 
cion. Esta propiedad simplificara en gran medida el trabajo, ya que se 
tratara muchas veces con sistemas de referencia en traslacion. 
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Figura 11.17 


11.11. COMPONENTES RECTANGULARES 
DE LA VELOCIDAD Y LA ACELERACION 

Cuando la position de una partfcula P se define en cualquier instante 
mediante sus coordenadas rectangulares x, y y z, resulta conveniente 
descomponer la velocidad v y la aceleracion a de la partfcula en com¬ 
ponentes rectangulares (figura 11.18). 

Al descomponer el vector de position r de la partfcula en compo¬ 
nentes rectangulares, se escribe 

r = xi + yj + zk (11.26) 

donde las coordenadas x, y, z son funciones de t. Al diferenciar dos 
veces, se obtiene 

(11.27) 

(11.28) 


v = 


dr 

dt 

dv 


= xi + ijj + zk 


a = — = xi + yj + zk 


donde x, y, z yx, ij, z representan, respectivamente, la primera y la 
segunda derivadas de x, y y z con respecto a t. Se tiene de (11.27) y 

(11.28) que las componentes escalares de la velocidad y la aceleracion 
son 

v x = x v y = ij v Z = z (11.29) 

a x = x a,j = ij a z = z (11.30) 

Un valor positivo de v x indica que el componente vectorial v x esta diri- 
gido hacia la derecha, y un valor negativo, que se dirige hacia la izquier- 
da. El sentido de cada uno de los otros componentes vectoriales puede 
determinarse de manera similar a partir del signo de la componente 
escalar correspondiente. Si se desea, es posible obtener las magnitudes 
y direcciones de la velocidad y la aceleracion de sus componentes esca¬ 
lares mediante los metodos de las secciones 2.7 y 2.12. 

El uso de las componentes rectangulares para describir la position, 
la velocidad y la aceleracion de una partfcula es en particular efectivo 
cuando la componente a x de la aceleracion solo depende de t, x, y/o v x , 
y cuando, en forma similar, a, y depende unicamente de t, y y/o v,., y a z 
de t, z y/o v x . Las ecuaciones (11.30) pueden integrarse en ese caso de 
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Fotografi'a 11.3 El movimiento en el aire de 
este patinador de nieve se describe como una 
parabola, suponiendo que es posible 
despreciar la resistencia del aire. 



manera independiente, y lo mismo sucede con las ecuaciones (11.29). 
En otras palabras, es posible considerar por separado el movimiento de 
la particula en direccion x, su movimiento en la direction y, y su movi¬ 
miento en la direccion z. 

En el caso del movimiento cle un proyectil, por ejemplo, se demues- 
tra (vease la seccion 12.5) que las componentes de la aceleracion son 

a x = x = 0 ciy — ij = ~g a z = z = 0 

si se ignora la resistencia del aire. Al denotar mediante x 0 , y Q y z 0 las 
coordenadas del canon y por medio de (v x ) 0 , (v y ) 0 y (v z ) 0 las compo¬ 
nentes de la velocidad inicial v 0 del proyectil (una bala), se integra dos 
veces en t y se obtiene 

v x =x = (v x ) 0 v y =y = (v y )o - g t V z = z = (v z ) 0 

x = x 0 + (u T )o t y = y o + (v y ) 0 t - \gt 2 z = z 0 + (v z ) Q t 

Si el proyectil se lanza en el piano xy desde el origen O, se tiene x 0 = 
i/o = z Q = 0 y (v z ) 0 = 0, y las ecuaciones de movimiento se reducen a 

v x = (v x ) 0 Vy = (vy )o - gt v z = 0 

x = (v x ) 0 1 y = (v,j)ot ~ \gt 2 z = 0 

Estas ecuaciones muestran que el proyectil permanece en el piano xy, 
que su movimiento en la direccion horizontal es uniforme, y que su mo¬ 
vimiento en la direccion vertical es uniformemente acelerado. El movi¬ 
miento de un proyectil puede entonces sustituirse por dos movimientos 
rectilineos independientes, los cuales se visualizan con facilidad si se 
supone que el proyectil se lanza verticalmente con una velocidad inicial 
(v y )o desde una plataforma que se mueve con una velocidad horizon¬ 
tal constante (v x ) 0 (figura 11.19). La coordenada x del proyectil es igual 
en cualquier instante a la distancia recorrida por la plataforma, y es posi¬ 
ble calcular su coordenada y como si el proyectil se moviera a lo largo de 
una linea vertical. 

Se puede observar que las ecuaciones que definen las coordenadas 
x y y de un proyectil en cualquier instante son las ecuaciones parame- 
tricas de una parabola. Por lo tanto, la trayectoria de un proyectil es 
parabdlica. Sin embargo este resultado deja de ser valido cuando se 
toma en cuenta la resistencia del aire o la variation con la altura de la 
aceleracion de la gravedad. 



(b) Movimientos rectilfneos equivalentes 

Figura 11.19 


11.12. MOVIMIENTO RELATIVO A UN SISTEMA 
DE REFERENCIA EN TRASLACION 

En la seccion anterior se utilizo un solo sistema de referenda para des¬ 
cribe el movimiento de una particula. En la mayorfa de los casos este 
sistema de referenda estaba unido a la tierra y se considero fijo. A con¬ 
tinuation se analizaran situaciones en las que es conveniente utilizar de 
manera simultanea varios sistemas de referenda. Si uno de los sistemas 
de referencia esta unido a la tierra, se denominara sistema de referen¬ 
da fijo, y los otros sistemas de referencia sistemas de referencia en 
movimiento. No obstante, debe entenderse que la selection de un sis¬ 
tema de referencia fijo es puramente arbitraria. Cualquier sistema de 
referencia puede designarse como “fijo”; todos los demas sistemas 
de referencia que no se unan rfgidamente a este sistema de referencia 
se describiran en ese caso como “moviles”. 


























Considere dos partfculas Ay B que se mueven en el espacio (fi- 
gura 11.20); los vectores r A y r B definen sus posiciones en cualquier 
instante dado con respecto a un sistema de referenda fijo Oxyz. Con¬ 
sidere ahora un sistema de ejes x',y',z' centrado en A y paralelo a los 
ejes x, y, z. Mientras el origen de estos ejes se mueve, su orientacion 
permanece invariable; el sistema de referencia Ax'y'z' esta en trasla¬ 
cion con respecto a Oxyz. El vector r B / A que une a Ay B define la po¬ 
sition de B relativa al sistema de referenda movil Ax'y'z' (o, en forma 
breve, la position de B relativa a A). 

En la figura 11.20 se advierte que el vector de posicion r B de la 
particula B es la suma del vector de posicion r A de la particula A y del 
vector de posicion r B / A de B relativa a A; se escribe 


r B = r A + r B/A (11.31) 

Al diferenciar (11.31) con respecto a t dentro del sistema de referencia 
fijo, y utilizar puntos para indicar derivadas respecto al tiempo, se tiene 

r B = r A + r B/A (11.32) 

Las derivadas r A y r B representan, respectivamente, las velocidades v A 
y v B de las partfculas Ay B. Como Ax'y'z' esta en traslacion, la deriva- 
da r B / A representa la razon de cambio de r B / A con respecto al sistema 
de referencia Ax'y'z', asf como con respecto al sistema de referencia 
fijo (seccion 11.10). Por lo tanto, esta derivada define la velocidad v B / A 
de B relativa al sistema de referenda Ax'y'z' (o en forma breve, la velo¬ 
cidad \b/a de B relativa a A). Se escribe 


v B = v A + y B/A (11.33) 

Al diferenciar la ecuacion (11.33) con respecto a t, y utilizar la deriva¬ 
da v B / A para definir la aceleracion a B / A de B relativa al sistema de refe¬ 
renda Ax'y'z' (o, en forma breve, la aceleracion a B / A de B relativa a 
A), se escribe 


a B — a A + a B/A (11.34) 

El movimiento de B con respecto al sistema de referencia fijo Oxyz 
se denomina movimiento absoluto de B. Las ecuaciones que se obtu- 
vieron en esta seccion muestran que el movimiento absoluto de B puede 
obtenerse combinando el movimiento de Ay el movimiento relativo de 
B con respecto al sistema de referencia movil unido a A. La ecuacion 

(11.33) , por ejemplo, expresa que la velocidad absoluta v B de la par- 
tfcula B puede obtenerse al sumar vectorialmente la velocidad de A y 
la velocidad de B relativa al sistema de referencia Ax'y'z'. La ecuacion 

(11.34) expresa una propiedad similar en terminos de las aceleracio- 
nes. f Sin embargo se debe recordar que el sistema de referencia Ax'y'z' 
esta en traslacion-, esto es, mientras se mueve con A, mantiene la misma 
orientacion. Como se vera despues (seccion 15.14), sera necesario uti¬ 
lizar relaciones diferentes en el caso de un sistema de referencia en 
rotation. 
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de referencia en traslacion 



Figura 11.20 



Fotografi'a 11.4 Al momento de aterrizar, el 
piloto de un helicoptero debe tomar en cuenta el 
movimiento relativo del barco. 


f Note que el producto de los submdices A y B/A que se usa en el miembro del lado de- 
recho de las ecuaciones (11.31) a (11.34) es igual al subfndice B utilizado en el miembro 
del lado izquierdo. 















180 m/s 


PROBLEMA RESUELTO 11.7 



Un proyectil se lanza desde el borde de un acantilado de 150 m con una velo- 
cidad initial de 180 m/s a un angulo de 30° con la horizontal. Si se ignora la 
resistencia del aire, encuentre a) la distancia horizontal desde el canon hasta 
el punto en el que el proyectil golpea el suelo, b) la elevation maxima sobre 
el suelo que alcanza el proyectil. 



SOLUCION 

Los movimientos vertical y horizontal se consideraran por separado. 

Movimiento vertical. Movimiento uniformemente acelerado. Eli- 
giendo el sentido positivo del eje y hacia arriba y situando el origen O en el 
canon, se tiene 


(v y )o = (180 m/s) sen 30° = +90 m/s 
a = —9.81 m/s 2 

A1 sustituir en las ecuaciones del movimiento uniformemente acelerado, se 
tiene 



v y = (v y )o + at v y = 90 — 9.81/ (1) 

y = (Vy) 0 / + \at 2 y = 90/ — 4.90 / 2 (2) 

Vy = (Vy)l + 2 ay v 2 = 8 100 - 19.62 y (3) 

Movimiento horizontal. Movimiento uniforme. Al elegir el sen¬ 
tido positivo del eje x hacia la derecha, se tiene 

(v x ) o = (180 m/s) cos 30° = +155.9 m/s 

Al sustituir en las ecuaciones del movimiento uniforme, se obtiene 

x = {v x ) 0 t x = 155.9/ (4) 

a) Distancia horizontal. Cuando el proyectil choca con el suelo, se 
tiene 


y = -150 m 

Al sustituir este valor en la ecuacion (2) para el movimiento vertical, se es¬ 
cribe 

-150 = 90f - 4.90f 2 t 2 - 18.37/ - 30.6 = 0 /= 19.91 s 

Si se sustituye / = 19.91 s en la ecuacion (4) para el movimiento horizontal, 
se encuentra 

x = 155.9(19.91) v 3 100 in ◄ 

b) Elevacion maxima. Cuando el proyectil alcanza su maxima ele¬ 
vation, se tiene que v,, = 0; al considerar este valor en la ecuacion (3) para 
el movimiento vertical, se escribe 

0 = 8100 - 19.62 y y = 413 m 

Maxima elevacion sobre el suelo = 150 m + 413 m = 563 m ^ 
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800 ft/s 
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2 000 ft 
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-12 000 ft - 


PROBLEMA RESUELTO 11.8 

Un proyectil se lanza con una velocidad initial de 800 ft/s a un bianco ubica- 
do a 2 000 ft por arriba del canon A y a una distancia horizontal de 12 000 ft. 
Si se ignora la resistencia del aire, determine el valor del angulo de disparo a. 


v 0 = 800 ft/s 


r 



--Bz 


a ] (v r )„ = 800 cos 


a j- 


-12 000 ft - 


yi ia =-32.2 ft/s 2 



O 

(vy) 0 = 800 sen a 


2 000 ft 
JL 



SOLUCION 

Los movimientos horizontal y vertical se consideraran por separado. 

Movimiento horizontal. A1 ubicar el origen del eje de coordenadas 
en el canon, se tiene 

(« x )o = 800 cos a 

A1 sustituir en la ecuacion de movimiento horizontal uniforme, se obtiene 
x = (v x ) 0 1 x = (800 cos a)t 

El tiempo que se requiere para que el proyectil se mueva una distancia hori¬ 
zontal de 12 000 ft se obtiene al fijar x igual a 12 000 ft. 

12 000 = (800 cos a)t 

f = 12 000 = 15 

800 cos a cos a 

Movimiento vertical 

(v y )o = 800 sen a a = —32.2 ft/s 2 

Al sustituir en la ecuacion de movimiento vertical uniformemente acelerado, 
se obtiene 

if = (v y )ot + \at 2 y = (800 sen a)t — 16.lt 2 

El proyectil da en el bianco. Cuando x = 12 000 ft, se debe tener 
y = 2 000 ft. Al sustituir el valor de y y dejando t igual al valor que acaba 
de encontrarse, se escribe 

15 / 15 \ 2 

2 000 = 800 sen a—- -16.1 —^— 

cos a \ cos a j 

Como 1/cos 2 a = sec 2 a = 1 + tan 2 a, se tiene 

2000 = 800(15) tan a - 16.1(15 2 )(1 + tan 2 a) 

3 622 tan 2 a - 12 000 tan a + 5 622 = 0 

Al resolver esta ecuacion cuadratica para tan a, se tiene 
tan a = 0.565 y tan a = 2.75 

a = 29.5° y a = 70.0° ◄ 

El proyectil dara en el bianco si se usa cualquiera de estos dos angulos de 
disparo (vease la figura). 


649 





















PROBLEMA RESUELTO 11.9 



El automovil A viaja hacia el este con una rapidez constante de 36 km/h. 
Cuando el automovil A cruza la intersection que se muestra, el automovil B 
parte del reposo desde una distancia de 35 m al norte de la intersection y se 
mueve hacia el sur con una aceleracion constante de 1.2 m/s 2 . Determine la 
position, velocidad y aceleracion de B relativa a A 5 s despues de que A cruza 
la intersection. 


SOLUCION 



X 


Se eligen los ejes x y y con el origen en la intersection de las dos calles y con 
los sentidos positivos dirigidos respectivamente al este y al norte. 


Movimiento del automovil A. Se expresa primero la rapidez en m/s: 
' 1 000 m \( 1 h 


. A -|36^ 


)(— 

A 3 60 


lkm A 3 600 s 


= 10 m/s 


Al notar que el movimiento de A es uniforme, se escribe, para cualquier 
tiempo /, 


a a = 0 

Va — +10 m/s 

%a = (*a)o + v A t = 0 + 10/ 


Para t = 5 s, se tiene 


a a = 0 a A = 0 

Va — +10 m/s v A = 10 m/s —* 

%a = +(10 m/s)(5 s) = +50 m r A = 50 nr —» 



Movimiento del automovil B. El movimiento de B es uniforme- 
mente acelerado y se escribe 

a B = —1.2 m/s 2 

v B ~ ( v B )o + at = 0 — 1.2 / 

1/b ~ (*/b)o + Ab)</ + ^®bA = 35 + 0 — -^-(1.2)/" 

Para / = 5 s, se tiene 




a B = —1.2 m/s 2 a B = 1.2 m/s 2 i 

v B = —(1.2 m/s 2 )(5 s) = —6 m/s v B = 6 m/s | 

ij B = 35 — |(1.2 m/s 2 )(5 s) 2 = +20 m r B = 20 m | 

Movimiento de B relativo a A. Se dibuja el triangulo que corres- 

ponde a la ecuacion vectorial r B = r A + r B / A y se obtiene la magnitud de di- 
reccion del vector de position de B relativo a A. 

r B / A — 53.9 m a = 21.8° r B / A = 53.9 m 21.8° A 

Al proceder de manera similar, se encuentra la velocidad y la aceleracion de 
B relativa a A. 

V B = v A + V B/A 

v B/A = 11.66 m/s j8 = 31.0° 

a B = a A + a B/A a B/A = 1.2 m/s 2 i ◄ 
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RESOL UCION DE PROB LEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


En los problemas de esta seccion se analiza el movimiento bidimensional y tridimen¬ 
sional de una partfcula. En tanto que las interpretaciones ffsicas de la velocidad y la 
aceleracion son las mismas que las primeras lecciones del capftulo, se debe recordar 
que estas cantidades son vectores. Ademas, hay que entender, a partir del cono- 
cimiento de vectores en estatica, que a menudo sera ventajoso expresar vectores de 
position, veloeidades y aceleraciones en terminos de sus componentes escalares rec- 
tangulares [ecuaciones (11.27) y (11.28)]. Ademas, dados dos vectores A y B, recuer- 
dese que A • B = 0siAyB son perpendiculares entre si, en tanto que A X B = 0 si 
A y B son paralelos. 


A. Analisis del movimiento de un proyectil. Muchos de los problemas que si- 
guen a continuation tienen que ver con el movimiento bidimensional de un proyec¬ 
til, donde es posible ignorar la resistencia del aire. En la seccion 11.11 se formu- 
laron las ecuaciones que describen este tipo de movimiento, y se observo que la com- 
ponente horizontal de la velocidad permanece constante (movimiento uniforme) 
en tanto que la componente vertical de la aceleracion fue constante (movimiento uni- 
formemente acelerado). Se consideraron por separado los movimientos horizontal y 
vertical de la partfcula. Suponiendo que el proyectil se lanza desde el origen, se pue- 
den escribir las dos ecuaciones 

x- = (v x ) 0 1 y = (v y )ot ~ \gt 2 

1. Si se conoce la velocidad inicial y el dngulo de disparo, el valor de y co- 
rrespondiente a cualquier valor dado de x (o el valor de x para cualquier valor de y) 
se obtiene resolviendo una de las ecuaciones anteriores para t y sustituyendo t en la 
otra ecuacion [problema resuelto 11.7]. 


2. Si se conocen la velocidad inicial y las coordenadas de un punto de la 
trayectoria , y se desea determinar el dngulo de disparo a, la solution inicia expre- 
sando las componentes (v x ) 0 y (u„) 0 de la velocidad inicial como funciones del angulo 
a. Estas expresiones y los valores conocidos de x y y se sustituyen despues en las 
ecuaciones anteriores. Por ultimo, se resuelve la primera ecuacion respeeto at y se 
sustituye ese valor de t en la segunda ecuacion para obtener una ecuacion trigono- 
metrica en a, la cual se puede resolver para esa incognita [problema resuelto 11.8]. 


(i continue ) 
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B. Solucion de problemas de movimiento relativo en traslacion bidimensio- 

nal En la section 11.12 se vio que el movimiento absoluto de una particula B puede 
obtenerse al combinar el movimiento de una particula A y el movimiento relativo de 
B eon respecto a un sistema de referencia unido a A que esta en traslacion. En ese 
easo es posible expresar la veloeidad y la aceleracion de B como se muestra en las 
ecuaciones (11.33) y (11.34), respectivamente. 


1. Para visualizar el movimiento relativo de B con respecto a A, imagine que 
esta usted unido a la particula A cuando observa el movimiento de la particula B. Por 
ejemplo, para un pasajero en el automovil A del problema resuelto 11.9, el automo- 
vil B parece dirigirse en direccion suroeste (el sur debe ser obvio; y el oeste se debe 
al hecho de que el automovil A se mueve hacia el este: el automovil B parece viajar 
entonces hacia el oeste). Esta conclusion es consistente con la direccion de v B / A . 


2. Para resolver un problema de movimiento relativo primero se escriben las 
ecuaciones veetoriales (11.31), (11.33) y (11.34), las cuales relacionan los movimien- 
tos de las particulas Ay B. Despues debe usarse cualquiera de los siguientes meto- 
dos: 

a) Construir los triangulos veetoriales correspondientes y resolverlos para 
el vector de position, veloeidad y aceleracion deseados [problema resuelto 11.9], 

b) Expresar todos los vector es en terminos de sus componentes rectan- 
gulares y resolver los dos conjuntos independientes de ecuaciones escalares que se 
obtuvieron de ese modo. Si se decide por este metodo, asegurese de elegir la misma 
direccion positiva para el desplazamiento, la veloeidad y la aceleracion de cada par¬ 
ticula. 
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Problemas 


11.89 El movimiento de una partfcula se define mediante las ecuacio- 
nes x = 4 1 3 - 5 1 2 + 5t yy = 5 1 - 15 1 , donde x y y se expresan en milfmetros 
y t en segundos. Determine la velocidad y la aceleracion cuando a) t = 1 s; 
b) t = 2 s. 

11.90 El movimiento de una partfcula se define mediante las ecua- 
ciones x = 2 cos irt y y = 1-4 cos 2irt, donde x y y se expresan en metros 
y t en segundos. Muestre que la trayectoria de la partfcula es parte de la para¬ 
bola que se muestra en la figura y determine la velocidad y la aceleracion 
cuando a) t = 0, b) t = 1.5 s. 



11.91 El movimiento de una partfcula se define mediante las ecua- 
ciones x = f 2 -8f + 7yy = 0.5f 2 + 2t — 4, donde xy y se expresan en me¬ 
tros y i en segundos. Determine a) la magnitud de la velocidad minima 
alcanzada por la partfcula, b) el tiempo, la position y la direction corres- 
pondientes a dicha velocidad. 

11.92 El movimiento de una partfcula se define mediante las ecuacio- 
nes x = 4f - 2 sen t y y = 4 - 2 cos t, donde x y ;/ se expresan en pulgadas 
y t en segundos. Bosqueje la trayectoria de la partfcula y determine a) las 
magnitudes de las velocidades maxima y minima alcanzadas por la partfcula, 
b) los tiempos, las posiciones y las direcciones correspondientes a dichas velo¬ 
cidades. 

11.93 El movimiento de una partfcula se define mediante el vector de 
position r = A(cos t + t sen t) i + A(sen t — t cos t)j, donde t se expresa en 
segundos. Determine los valores de t para los cuales el vector de position y 
el vector de aceleracion son a) perpendiculares, b) paralelos. 

11.94 El movimiento amortiguado de una partfcula que vibra se define 
mediante el vector de position r = XjU - 1 /(t + l)i + {yie~’ nt/2 cos 2-77t)j, 
donde t se expresa en segundos. Paraxi = 30 mm y i/i = 20 mm, determine 
la position, la velocidad y la aceleracion de la partfcula cuando a) t = 0, b) 
t = 1.5 s. 
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11.95 El movimiento tridimensional de una particula se define 
mediante el vector de position r = ( Rt cos co n t) i + ctj + ( Rt sen <w„t)k. 
Determine las magnitudes de la velocidad y de la aceleracion de la particula. 
(La curva espacial que describe la particula es una helice conica.) 

*11.96 El movimiento tridimensional de una particula se define me¬ 
diante el vector de position r = (At cost)! + (AA/t 2 + 1)j + (Btsent)k, 
donde ryt se expresan en pies y segundos, respectivamente. Demuestre que 
la curva descrita por la particula se encuentra sobre el hiperboloide ( y/A) — 
(x/A) 2 — (z/B) 2 = 1. Para A = 3 y B = 1, determine a) las magnitudes de la 
velocidad y de la aceleracion cuando t = 0, b) el valor diferente de cero mas 
pequeno de t para el cual el vector de position y el vector de velocidad son 
perpendiculares entre si. 

11.97 Un avion disenado para dejar caer agua sobre incendios fores¬ 
tales vuela sobre una linea recta horizontal a 315 km/h a una altura de 80 m. 
Determine la distancia d a la que el piloto debe soltar el agua de manera 
que caiga sobre el incendio en B. 



11 .98 Tres ninos se lanzan bolas de nieve entre si. El nino A lanza una 
bola de nieve con una velocidad horizontal v 0 . Si la bola de nieve pasa justo 
sobre la cabeza del nino B y golpea al nino C, determine a) el valor de v 0 , 
b) la distancia d. 



Figura P11.98 
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11.99 Mientras entrega periodicos, una joven lanza uno de ellos con 
velocidad horizontal v 0 . Determine el intervalo de valores de v 0 si el periodico 
debe caer entre los puntos B y C. 



11.100 Una maquina lanzadora “dispara” pelotas de beisbol con una 
velocidad horizontal v 0 . Si se sabe que la altura h varia entre 31 in. y 42 in., 
determine a) el rango de valores de v 0 , b) los valores de a correspondientes 
a h =31 in. y h = 42 in. 


40 ft 



Figura P11.100 


11.101 Un jugador de voleibol sirve la pelota con una velocidad ini- 
cial v 0 que tiene una magnitud 13.40 m/s y forma un angulo de 20° con la 
horizontal. Determine a) si la pelota pasara sobre el borde superior de la 
red, b) a que distancia de la red aterrizara la pelota. 



9 



Figura P11.101 
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11.102 Se vierte leche dentro de un vaso que tiene una altura de 
140 mm y un diametro interior de 66 mm. Si la velocidad inicial de la leche 
es de 1.2 m/s a un angulo de 40° con la horizontal, determine el rango de 
valores de la altura h para los cuales la leche entrara en el vaso. 



11.103 Un golfista golpea la pelota con una velocidad inicial de 160 ft/s, 
a un angulo de 25° con la horizontal. Si el terreno de juego desciende con 
un angulo promedio de 5°, determine la distancia cl entre el golfista y el pun- 
to B donde la pelota toca el terreno por primera vez. 



11.104 Por el canon de un desagiie fluye agua con una velocidad inicial 
de 2.5 ft/s a un angulo de 15° con la horizontal. Determine el rango de valores 
de la distancia d para los cuales el agua caera dentro del recipiente BC. 



T 


10 ft 


Figura P11.104 
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11.105 Mediante una banda transportadora se descarga arena en A y 
cae en la parte superior de un montfculo en B. Si se sabe que la banda trans¬ 
portadora forma un angulo a = 20° con la horizontal, determine la veloci- 
dad v 0 de la banda. 



Figura P11.105 


11.106 Una jugadora de basquetbol lanza un tiro cuando se encuentra 
a 16 ft del tablero. Si la pelota tiene una velocidad inicial v 0 a un angulo de 
30° con la horizontal, determine el valor de v 0 cuando d es igual a a) 9 in., 
b ) 17 in. 



Figura P11.106 


11.107 Un grupo de ninos esta lanzando pelotas a traves de una llanta 
con 0.72 m de diametro interior, la cual cuelga de un arbol. Un nino lanza 
una pelota con una velocidad inicial v 0 a un angulo de 3° con la horizontal. 
Determine el intervalo de valores de n 0 para los cuales la pelota pasara a 
traves de la llanta. 



Figura P11.107 



11.108 La boquilla en A descarga agua de enfriamiento con una velo¬ 
cidad inicial v 0 a un angulo de 6° con la horizontal sobre una rueda recti- 
ficadora de 350 mm de diametro. Determine el rango de valores de la veloci¬ 
dad inicial para la cual el agua caera sobre la rueda entre los puntos B y C. 



Figura P11.108 
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Figura P11.109 


11.109 Mientras sostiene uno de sus extremos, un trabajador lanza un 
lazo de cuerda sobre la rama mas baja de un arbol. Si lanza la cuerda con 
una velocidad initial v 0 a un angulo de 65° con la horizontal, determine el 
intervalo de valores de v 0 para los cuales la cuerda solo sobrepasara a la rama 
mas baja. 

11.110 Una pelota se deja caer sobre un escalon en el punto A y rebota 
con una velocidad v 0 a un angulo de 15° con la vertical. Determine el valor 
de v 0 si se sabe que justo antes de que la pelota rebote en el punto B su 
velocidad v B forma un angulo de 12° con la vertical. 



Un cohete a escala se lanza desde el punto A con una velocidad 
initial v 0 de 250 ft/s. Si el paracafdas de descenso del cohete no se abre y 
este aterriza a 400 ft de A, determine a) el angulo a que v 0 forma con la 
vertical, b ) la maxima altura h que alcanza el cohete, c) la duration del vuelo. 



Figura P11.111 
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11.112 La velocidad inicial v 0 de un disco de hockey es de 105 mi/h. 
Determine a) el valor maximo (menor que 45°) del angulo a. para el cual el 
disco entra en la porterfa, b) el tiempo correspondiente que se requiere para 
que el disco llegue a la porterfa. 


C D 



Figura P11.112 


11.113 El lanzador en un juego de softbol lanza una pelota con una 
velocidad v 0 de 72 km/h a un angulo a con la horizontal. Si la altura de la 
pelota en el punto B es de 0.68 m, determine a) el angulo a, b) el angulo 6 
que forma la velocidad de la pelota en el punto B con la horizontal. 


A 



*11.114 Un montanista planea saltar desde A hasta B por encima de 
un precipicio. Determine el valor mfnimo de la velocidad inicial v 0 del monta¬ 
nista y el valor correspondiente del angulo a para que pueda caer en el pun¬ 
to B. 



1.4 m 


15 Un rociador de jardin que descarga agua con una velocidad 
ini-cial v 0 de 8 m/s se usa para regar un jardfn de vegetales. Determine la dis- 
tan-cia d al punto B mas lejano que sera rociado y el angulo a correspon¬ 
diente cuando a) los vegetales apenas comienzan a crecer, b) la altura h de 
la planta de mafz es de 1.8 m. Figura P11.114 



—— 1.5 in —•- 


d 


Figura P11.115 
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11,11S Un trabajador utiliza agua a alta presion para limpiar el interior 
de un largo tubo de desagiie. Si el agua se descarga con una velocidad inicial 
v () de 11.5 m/s, determine a) la distancia d hasta el punto B mas lejano sobre 
la parte superior de la tuberfa que el agua puede limpiar desde la position 
del trabajador en A, b) el angulo a correspondiente. 



Figura P11.116 



11.117 Unbloq ue deslizante A se mueve hacia abajo a una rapidez de 
0.5 m/s, la velocidad con respecto a A de la portion B de la banda entre las 
poleas locas C y D es Vcd/a = 2 m/s ^fL9. Determine la velocidad de la por¬ 
tion CD de la banda cuando a) 0 = 45°, b) 0 — 60°. 



Figura P11.117 


11.118 Las velocidades de los esquiadores A y B son las que 
muestran en la figura. Determine la velocidad de A con respecto a B. 



Figura P11.118 
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11.119 Un radar con base en tierra indica que un transbordador sale 
de su muelle a una velocidad v = 9.8 nudos ?^70°, en tanto que los 
instrumentos a bordo del transbordador indican una velocidad de 10 nudos 
y una direction de 30° hacia el suroeste con relation al rio. Determine la ve¬ 
locidad de este ultimo. 



11.120 Los aviones Ay B vuelan a la misma altura y rastrean el ojo 
del huracan C. La velocidad relativa de C con respecto a A es \c/a ~ 235 
mi/h IF' 75° y la velocidad relativa de C con respecto a B es \ C/B = 260 mi/h 
^540°. Determine a) la velocidad relativa de B con respecto a A, b) la 
velocidad de A si el radar ubicado en tierra indica que el huracan se mueve 
con una rapidez de 24 mi/h rumbo al norte, c) el cambio en la position de 
C con respecto a B durante un intervalo de 15 minutos. 



Figura P11.120 


11.121 Las velocidades de los trenes Ay B son las que se indican en 
la figura. Si se sabe que la rapidez de cada tren es constante y B alcanza el 
cruce 10 min despues de que A lo hizo, determine a) la velocidad relativa 
de B con respecto a A, b) la distancia entre los frentes de las maquinas 
3 min despues de que A paso por el crucero. 



Figura P11.121 
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11.122 Si se sabe que la velocidad del bloque B con respecto al blo- 
que A es v B/A = 5.6 m/s ^£L70°, determine las velocidades de Ay B. 



11.123 Si se sabe que en el instante mostrado el bloque A tiene una 
velocidad de 8 in./s y una aceleracion de 6 in./s z , ambas dirigidas hacia abajo 
sobre el piano inclinado, determine a) la velocidad del bloque B, b) la 
aceleracion del bloque B. 



Figura P11.123 


11.124 Si se sabe que en el instante mostrado el ensamble A tiene 
una velocidad de 9 in./s y una aceleracion de 15 in./s 2 , ambas dirigidas ha¬ 
cia abajo, determine a) la velocidad del bloque B, b) la aceleracion del blo¬ 
que B. 
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11.125 El ensamble de la barra A y la cuna B inicia su movimiento 
desde el reposo y se mueve hacia la derecha con una aceleracion constante de 
2 mm/s 2 . Determine a) la aceleracion de la cuna C,b) la velocidad de la cuna 
C cuando t = 10 s. 


ZZl A 


Figura P11.125 

11.126 Cuando el camion que se muestra empieza a retroceder con 
una aceleracion constante de 1.2 m/s 2 , la seccion externa B de su brazo 
comienza a retraerse con una aceleracion constante de 0.5 m/s 2 en relation 
con el camion. Determine a) la aceleracion de la seccion B, b) la velocidad 
de la seccion B cuando t = 2 s. 

11.127 La banda transportadora A, que forma un angulo de 20° con 
la horizontal, se mueve a una rapidez constante de 4 ft/s y se usa para car- 
gar un avion. Si el trabajador lanza una bolsa de equipaje B con una velocidad 
inicial de 2.5 ft/s a un angulo de 30° con la horizontal, determine la veloci¬ 
dad de la bolsa de equipaje relativa a la banda cuando cae sobre esta ultima. 



Figura P11.127 


11.128 Determine la velocidad requerida de la banda B para que la 
velocidad relativa con la cual la arena golpea a dicha banda sea a) vertical, 
b ) lo mas pequena posible. 

11.129 Cuando se observa desde un barco que se mueve hacia el este 
a 9 km/h, el viento parece soplar desde el sur. Despues de que el barco ha 
cambiado su curso y su rapidez, y se mueve hacia el norte a 6 km/h, el viento 
parece soplar desde el suroeste. Si se supone que la velocidad del viento es 
constante durante el periodo de observation, determine la magnitud y la di¬ 
rection reales del viento. 


v A = 5 ft/s 

◄- 




Figura P11.126 
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11.130 Cuando una pequena lancha viaja hacia el norte a 5 km/h, una 
bandera montada sobre su popa forma un angulo 6 = 50° con la lfnea central 
de la lancha en la forma que se indica en la figura. Un breve tiempo despues, 
cuando el bote se desplaza hacia el este a 20 km/h, el angulo 9 es otra vez 
de 50°. Determine la rapidez y la direction del viento. 



Figura P11.30 

11.131 Como parte de una exhibition en una tienda departamental, 
un modelo de tren D corre sobre una via ligeramente inclinada entre las 
escaleras electricas que suben y las que bajan. Cuando el tren y los com- 
pradores pasan por el punto A, el tren aparenta bajar a un angulo de 22° con 
la horizontal desde la perspectiva de un comprador sobre la escalera B que 
sube, mientras que para un comprador sobre la escalera C que baja, el tren 
aparenta moverse hacia arriba a un angulo de 23° con la horizontal y parece 
trasladarse hacia la izquierda. Si se sabe que la rapidez de las escaleras es 
de 3 ft/s, determine la rapidez y la direction del tren. 



Figura P11.131 

11.132 Las trayectorias de las gotas de lluvia durante una tormenta 
parecen formar un angulo de 75° con la vertical y apuntar hacia la izquierda 
cuando se observan por la ventana del lado izquierdo de un automovil que 
viaja hacia el norte a una rapidez de 40 mi/h. Cuando se observan por la ven¬ 
tana del lado derecho de un automovil que viaja hacia el sur a una rapidez 
de 30 mi/h, las gotas de lluvia parecen formar un angulo de 60° con la ver¬ 
tical. Si el conductor del automovil que viaja hacia el norte se detuviera, ^a 
que angulo y con que rapidez observana que caen las gotas? 
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En la section 11.9 se indico que la velocidad de una partfcula es un 
vector tangente a la trayectoria de la misma, pero que, en general, la 
aceleracion no es tangente a la trayectoria. En ocasiones resulta con- 
veniente descomponer la aceleracion en componentes dirigidas, res- 
pectivamente, a lo largo de la tangente y la normal de la trayectoria 
de la partfcula. 

Movimiento piano de una partfcula. Primero considerese 
una partfcula que se mueve a lo largo de una curva contenida en el 
piano de la ligura. Sea P la position de la partfcula en un instante dado. 
Se une en P a un vector unitario e, tangente a la trayectoria de la par¬ 
tfcula y que apunta en la direction de movimiento (figura 11.21 a). Sea 
e' t el vector unitario correspondiente a la position P' de la partfcula en 
un instante posterior. Si se dibujan ambos vectores desde el mismo ori- 
gen O', se define el vector Ae, = e, — c, (figura 11.21b). Puesto que e, 
y c' t son de longitud unitaria, sus puntas se encuentran sobre un cfrculo 
de radio 1. Si se denota por AO el angulo formado por c, y c), se en- 
cuentra que la magnitud de Ae, es 2 sen (AO/2). Al considerar ahora 
que el vector AeJ AO, se advierte que a medida que AO se aproxima a 
cero, este vector se vuelve tangente al cfrculo unitario de la figura 
11.21b), esto es, perpendicular a e t , y que su magnitud tiende a 

2sen(A0/2) sen(A0/2) 

lim -:- = nm - - —;- = 1 

Ae^o AO Ae^o AO/2 



(a) 



En consecuencia, el vector obtenido en el lfmite es un vector unitario 
a lo largo de la normal a la trayectoria de la partfcula, en la direction 
hacia la cual cambia e t . Al denotar este vector por e„, se escribe 


e„ 


v Ae f 
lim —— 

A0^o AO 


de, 

dO 


(11.35) 


Puesto que la velocidad v de la partfcula es tangente a la trayec¬ 
toria, puede expresarse como el producto del escalar v y el vector uni¬ 
tario e t . Se tiene 


v = ve, 


(11.36) 


Para obtener la aceleracion de la partfcula, (11.36) se diferenciara con 
respecto a t. Al aplicar la regia de la diferenciacion del producto de un 
escalar de una funcion escalar (section 11.10), se escribe 


Pero 


dv _ dv de, 

~ ~dt ~ ~dt Ct + 

de, de, dO ds 
dt dO ds dt 


(11.37) 


Al recordar de (11.16) que ds/dt = v, de (11.35) que de,/d0 = e„, y 
del calculo elemental que dO/ds es igual a 1/p, donde p es el radio de 
curvatura de la trayectoria en P (figura 11.22), se tiene 
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(11.38) 



Fotografi'a 11.5 Los pasajeros de un tren que 
pasa por una curva experimentaran una acelera¬ 
cion normal hacia el centra de curvatura de la tra- 
yectoria. 


cle t v 

7 , 

at p 

Si se sustituye en (11.37), se obtiene 

civ v 2 

a = “77 e f 4 e„ 
at p 


(11.39) 


De tal modo, las componentes escalares de la aceleracion son 

dv v 2 

a t = ~rr a n = — (11.40) 

dt p 

Las relaciones obtenidas expresan que la magnitud de la compo- 
nente tangencial de la aceleracion es igual a la razon de cambio de la 
velociclad cle la particula, en tanto que la magnitud de la componente 
normal es igual al cuadrado de la velociclad dividida entre el radio cle 
curvatura de la trayectoria en P. Si aumenta la velocidad de la parti- 
cula, a t es positiva y la componente vectorial a, apunta en la direction 
de movimiento. Si disminuye la velocidad de la particula, a t es nega- 
tiva y a f apunta contra la direction del moviiniento. La componente 
vectorial a,„ por otro lado, siempre se clirige hacia el centro cle curva¬ 
tura C cle la trayectoria (figura 11.23). 


y 



o 


Figura 11.23 


De lo anterior se concluye que la magnitud de la componente tan¬ 
gencial de la aceleracion refleja un cambio en la magnitud de la velo¬ 
cidad de la particula, mientras que su componente normal refleja un 
cambio en su direction de movimiento. La aceleracion de una par¬ 
ticula sera cero solo si ambas de sus componentes son cero. En con- 
secuencia, la aceleracion de una particula que se mueve con velocidad 
constante a lo largo de una curva no sera cero, a menos que la parti¬ 
cula pase por un punto de inflexion de la curva (donde el radio de cur¬ 
vatura es infinito) o a menos que la curva sea una linea recta. 

El hecho de que la componente normal de la aceleracion dependa 
del radio de curvatura de la trayectoria que sigue la particula se toma 
en cuenta en el diseno de estructuras o mecanismos tan diferentes 
como las alas de los aviones, las vias de ferrocarril y las levas. Para evi- 
tar cambios repentinos en la aceleracion de las particulas de aire que 
fluyen por las alas, los perfiles de estas se disenan sin ningun cambio 
brusco en la curvatura. Se tiene igual cuidado al disenar curvas de vias 
de ferrocarril, para evitar cambios bruscos en la aceleracion de los va- 
gones (lo cual podria danar el equipo y ser incomodo para los pasaje- 












ros). Por ejemplo, a una seccion recta de la via nunca le sigue de in- 11 - 13 - Componentes tangenciai y normal ggy 

mediato una seccion circular. Se recurre a secciones de transicion es- 

peciales que ayudan a pasar de manera suave del radio de curvatura 

infinito de la seccion recta al radio finito de la via circular. Del mismo 

modo, en el diseno de levas de alta velocidad se evitan los cambios 

abruptos en la aceleracion utilizando curvas de transicion que produ- 

cen un cambio continuo de aceleracion. 

Movimiento de una partfcula en el espacio. Las relaciones 
(11.39) y (11.40) se cumplen en el caso de una partfcula que se mueve 
a lo largo de una curva en el espacio. Sin embargo, puesto que hay un 
numero infinito de lfneas rectas que son perpendiculares a la tangente 
en un punto dado P de una curva en el espacio, es necesario definir 
con mas precision la direction del vector unitario e„. 

Se consideraran de nuevo los vectores unitarios c ; y e[ tangentes a 
la trayectoria de la partfcula en dos puntos vecinos PyP' (figura 11.24a) 
y el vector Ae, que representa la diferencia entre e t y e[ (figura 11.24b). 

Imagine aliora un piano que pasa por P (figura 11.24a) paralelo al piano 
definido por los vectores e ; , c,' y Ae f (figura 11.24b). Este piano con- 
tiene la tangente a la curva en P y es paralelo a la tangente en P'. Si 



Figura 11.24 



se deja que P' se acerque a P, se obtiene en el lfmite el piano que me- 
jor se ajuste a la curva en la vecindad de P. Este piano recibe el nom- 
bre de piano osculador en P . 1 De esta definition se deduce que el 
piano osculador contiene al vector unitario e„, puesto que este vector 
representa el lfmite del vector Ae,/Ad. La normal definida por e„ esta 
consecuentemente contenida en el piano osculador; esta recibe el nom- 
bre de normal principal en P. El vector unitario C/, = e, X e,„ que com- 
pleta la trfada derecha e t , e„, ej, (figura 11.24c) define la binomial en 
P. En consecuencia, la binormal es perpendicular al piano osculador. 
Se concluye que la aceleracion de la partfcula en P puede descompo- 
nerse en dos componentes, una a lo largo de la tangente, y la otra a lo 
largo de la normal principal en P, como se indica en la ecuacion (11.39). 
Hay que observar que la aceleracion no tiene componente a lo largo 
de la binormal. 


1 Del latrn osculari, besar. 
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En ciertos problemas de movimiento piano, la position de la partfcula 
P se define mediante sus coordenadas polares r y 0 (figura 11.25a). En 
ese caso es eonveniente descomponer la velocidad y la aceleracion de 
la partfcula en componentes paralela y perpendicular, respectivamen- 
te, a la lfnea OP. Estas se conocen como componentes radial y trans¬ 
versal. 





(a) 

Figura 11.25 


(b) 


(c) 



Fotografia 11.6 Los pedales de un aparato 
entrenador eh'ptico realizan un movimiento curvili- 
neo. 


Se unen a P dos veetores unitarios, e r y c () (figura 11.25b). El vec¬ 
tor e r esta dirigido a lo largo de OP y el vector c 0 se obtiene al rotar 
e, 90° en el sentido contrario al de las manecillas del reloj. El vector 
unitario c r define la direccion radial , esto es, la direction en la cual P 
se moverfa si r aumentara y 0 se mantuviera constante; el vector uni¬ 
tario c 0 define la direccion transversal, es decir, la direccion en la que 
P se moverfa si 0 aumentara y r se mantuviera constante. Una opera- 
cion similar a la que se uso en la section 11.13 para determinar la 
derivada del vector unitario c, produce las relaciones 


cle r 

~do~ ee 



(11.41) 


donde — e, denota un vector unitario de sentido positivo respecto a e r 
(figura 11.25c). Mediante la regia de la cadena, se expresan las deriva- 
das del tiempo de los veetores unitarios e r y e H del modo siguiente: 

cle r _ cle r dO _ dO cle e _ cle e clO _ clO 
dt dO dt 8 dt dt dO dt 1 dt 


o, al utilizar puntos para indicar derivation con respecto a t, 

e r = 0e g e g = ~0e r (11.42) 


Para obtener la velocidad v de la partfcula P, se expresa la posi¬ 
cion del vector r de P como el producto del escalar r y el vector uni¬ 
tario e r y se deriva con respecto a t: 

d, s ... 

v = — (re r ) = re r + re r 
dt 


o, al recordar la primera de las relaciones (11.42), 


v = re r + r0e e 


(11.43) 
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Al derivar otra vez con respecto a t para obtener la aceleracion, se 
escribe 


ax 

a = —r~ = re r + re r + rde g + rOe g + rOe g 
at 

o, al sustituir e r y e g , de (11.42) y factorizar e r y e 0 , 

a = (f — rd 2 )e r + (rd + 2rd)e g (11.44) 


Las componentes escalares de la veloeidad y la aceleracion en las varia- 
ciones radial y transversal son, por lo tanto, 

v r = r v g = rd (11.45) 

a r = r — rd 2 a e = rd + 2 rd (11.46) 

Es importante advertir que a r no es igual a la derivada respecto al tiem- 
po de v r y que a e no es igual a la derivada en el tiempo de v 0 . 

En el caso de una particula que se mueve a lo largo de un circulo 
de centra O, se tiene r = constante y r = r = 0, y las formulas (11.43) 
y (11.44) se reducen, respectivamente, a 

v = rde g a = —rd 2 e r + r6e g (11.47) 


Extension al movimiento de una particula en el espacio: co- 
ordenadas cill'ndricas. La position de una particula P en el espa¬ 
cio en algunas ocasiones se define mediante sus coordenadas cilindri- 
cas R, 6 y z (figura 11.26a). En ese caso es conveniente utilizar los 
vectores unitarios e R , e g y k que se indican en la figura 11.266. Al des- 
componer el vector de position r de la particula P en componentes a 
lo largo de los vectores unitarios, se escribe 


r = Re R + ~k 


(11.48) 


Al observar que e fl y e g definen, respectivamente, las direcciones radial 
y transversal en el piano horizontal xy, y que el vector k, el cual define 
la direction axial, es constante en direction asi como en magnitud, se 
verifica con facilidad que 


v = 


dr 

dt 


Re R + R9e g + ik 


(11.49) 


_ dx 
dt 


(R - R6 2 )e R + (R6 + 2 Rd)e g + 2k 


(11.50) 




Figura 11.26 











PROBLEMA RESUELTO 11.10 

Un automovilista viaja sobre una section curva de una autopista de 2 500 ft 
de radio a una rapidez de 60 mi/h. El automovilista aplica repentinamente los 
frenos, provocando que el automovil se desacelere a una tasa constante. Si se 
sabe que despues de 8 s la rapidez se ha reducido a 45 mi/h, determine la ace¬ 
leracion del automovil inmediatamente despues de que se han aplicado los 
frenos. 


SOLUCION 


a, = 2.75 ft/s 2 



Componente tangencial de la aceleracion. Primero se expresan las 
velocidades en ft/s. 

60 mi/h = ffiO^Y^Y = 88 ft/s 

\ h A 1 mi /\3 600 s/ 

45 mi/h = 66 ft/s 

Como el automovil desacelera a una tasa constante, se tiene 

.. Au 66 ft/s — 88 ft/s n r . 2 

a t = promedio a t = =---= —2.75 tt/s 

Componente normal de la aceleracion. Inmediatamente despues 
de que los frenos se han aplicado, la rapidez se mantiene en 88 ft/s, y se tiene 

v 2 (88 ft/s) 2 0 r , 2 

“•-7-^ST- 3 - 10ft/s 

Magnitud y direccion de la aceleracion. La magnitud y direction 
de la resultante a de las componentes a„ y a f son 


a n 3.10 ft/s 2 

tan a = — = __ 9 

a, 2.75 ft/s J 


3.10 ft/s 2 


sen a sen 48.4° 


a = 48.4° ◄ 

= 4.14 ft/s 2 ◄ 


PROBLEMA RESUELTO 11.11 

Determine el radio minimo de curvatura de la trayectoria descrita por el pro- 
yectil considerado en el problema resuelto 11.7. 


SOLUCION 



Puesto que a„ = v 2 /p, tenemos que p = v 2 /a n . El radio sera pequeno cuan- 
do v sea pequeno, o cuando a n sea grande. La rapidez v es minima en la parte 
superior de la trayectoria, pues v,. = 0 en ese punto; a n es maxima en el 
mismo punto, ya que la direccion de la vertical coincide con la direccion de 
la normal. Por lo tanto, el radio minimo de curvatura ocurre en la parte supe¬ 
rior de la trayectoria. En este punto, se tiene 


v = v x = 155.9 m/s a n = a = 9.81 m/s' 
_ v 2 _ (155.9 m/s) 2 
^ a„ 9.81 m/s 2 


p = 2480 m A 
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PROBLEMA RESUELTO 11.12 



La rotation del brazo OA de 0.9 m alrededor de O se define mediante la rela¬ 
tion 9 = 0.15# 2 , donde 6 se expresa en radianes y t en segundos. El collarfn 
B desliza a lo largo del brazo de modo tal que su distancia desde Oesr = 
0.9 — 0.12# 2 , donde r se expresa en metros y # en segundos. Despues de que 
el brazo OA ha girado 30°, determine a) la velocidad total del collarfn, b) la 
aceleracion total del collarfn, c) la aceleracion relativa del collarfn con res- 
pecto al brazo. 



a = a r e r + a g e e 


SOLUCION 

Tiempo t al cual 0 — 30°. Al sustituir 9 = 30° = 0.524 rad en la ex- 
presion para 9, se obtiene 

9 = 0.15# 2 0.524 = 0.15# 2 # = 1.869 s 


Ecuaciones de movimiento. Si se sustituye t = 1.869 s en las ex- 
presiones para r, 9 y su primera y segunda derivadas, se tiene 

r = 0.9 - 0.12# 2 = 0.481 m 9 = 0.15# 2 = 0.524 rad 

f = -0.24# = -0.449 m/s 6 = 0.30# = 0.561 rad/s 

r = -0.24 = -0.240 m/s 2 9 = 0.30 = 0.300 rad/s 2 



a) Velocidad de B, Mediante las ecuaciones (11.45) se obtienen los 
valores de v r y v g cuando # = 1.869 s. 

v r = r = —0.449 m/s 

v g = i-9 = 0.481(0.561) = 0.270 m/s 

Al resolver el triangulo rectangulo que se muestra, se obtiene la magnitud y 
direction de la velocidad. 


v = 0,524 m/s J3 = 31.0° ◄ 


b) Aceleracion de B Mediante las ecuaciones (11.46), se obtiene 
a r = r — r9 2 

= -0.240 - 0.481(0.561) 2 = -0.391 m/s 2 
a e = r9 + 2 r9 

= 0.481(0.300) + 2(—0.449X0.561) = -0.359 m/s 2 

a = 0.531 m/s 2 y = 42.6° ◄ 



c) Aceleracion de B con respecto al brazo OA. Hay que observar 
que el movimiento del collarfn con respecto al brazo es rectilfneo y esta de- 
finido por la coordenada r. Se escribe 

as /oa = r = —0.240 m/s 2 

a B /oA ~ 0.240 m/s 2 hacia O. 4 
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RESOL UCION DE PROB LEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


En los siguientes problemas se pide expresar la velocidad y la aceleracion de las par- 
ttculas en terminos de sus componentes tangential y normal, o de sus componentes 
radial y transversal. Aunque es posible que esas componentes no le sean tan fami- 
liares como las rectangulares, descubrira que aquellas componentes pueden simpli- 
ficar la solution de muchos problemas, y que cierto tipo de movimiento se describe 
de manera mas sencilla con ellas. 

1. Empleo de componentes tangential y normal. Estas componentes son las 
que se usan con mayor frecuencia cuando la parttcula de interes viaja a lo largo de una 
trayectoria circular, o cuando se va a determinar el radio de curvatura. Hay que recor- 
dar que el vector unitario c, es tangente a la trayectoria de la parttcula (y, en conse- 
cuencia, se alinea con la velocidad) mientras el vector unitario e„ apunta a lo largo de 
la normal a la trayectoria y siempre esta dirigido hacia su centra de curvatura. Se con- 
cluye que, cuando se mueve la parttcula, las direcciones de los dos vectores unitarios 
estan en constante cambio. 

2. Expresion de la aceleracion en terminos de sus componentes tangential y 
normal. En la section 11.13 se obtuvo la siguiente ecuacion, aplicable al movi¬ 
miento tanto bidimensional como tridimensional de una parttcula: 

a = ~r~e t + —e„ (11.39) 

dt p 

Las siguientes observations posiblemente ayuden a resolver los problemas de esta 
section. 

a) La componente tangential de la aceleracion mide la razon de cambio de la 
velocidad: a, = dv/dt. Se deduce que cuando a, es constante, es posible utilizar las 
ecuaciones para el movimiento uniformemente acelerado con la aceleracion igual a 
a t . Ademas, cuando una parttcula se mueve a velocidad constante, se tiene que a t = 0 
y la aceleracion de la parttcula se reduce a su componente normal. 

b) La componente normal de la aceleracion siempre esta dirigida hacia el 
centra de curvatura de la trayectoria de la parttcula, y su magnitud es a,, = v 2 /p. Por 
consiguiente, la componente normal se determina con facilidad si se conoce la velo¬ 
cidad de la parttcula y el radio de curvatura p de la trayectoria. De manera inversa, 
cuando se conoce la velocidad y la aceleracion normal de la parttcula, es posible 
obtener el radio de curvatura de la trayectoria al resolver esta ecuacion para p [pro- 
blema resuelto 11.11]. 

c) En el movimiento tridimensional de una parttcula, se recurre a un tercer 
vector unitario, c/, = e, X e n , el cual define la direction de la binormal. En vista de 
que este vector es perpendicular tanto a la velocidad como a la aceleracion, puede 
obtenerse al escribir 

v X a 
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3. Empleo de las componentes radial y transversal. Estas componentes se uti- 
lizan para analizar el movimiento piano de una partfcula P, cuando la position P se 
define mediante sus coordenadas polares r y 0. Como se muestra en la figura 11.25, 
el vector unitario e r , que define la direction radial, se une al punto P y apunta 
alejandose del punto fijo O, en tanto que el vector unitario c 0 . que define la direction 
transversal, se obtiene al rotar 90° e r en el sentido contrario al de las manecillas del 
reloj. La veloeidad y la aceleracion de la partfcula se expresaron en terminos de sus 
componentes radial y transversal en las ecuaciones (11.43) y (11.44), respectivamen- 
te. Se puede advertir que las expresiones obtenidas contienen la primera y segunda 
derivadas con respecto a t de ambas coordenadas r yd. 

En esta lection se encontraran los siguientes tipos de problemas que implican a las 
componentes radial y transversal: 

a) Tanto r como 9 son funciones conocidas de t. En este caso se calcularan 
la primera y segunda derivadas de r y 6 y se sustituyen las expresiones que se ob- 
tengan en las ecuaciones (11.43) y (11.44). 

b ) Existe cierta relacion entre r y 0. Primero, es necesario que determine 
esta relacion a partir de la geometrfa de un sistema dado, y utilizarla para expresar r 
como una funcion de 6. Una vez que se conoce la funcion r =f(9), se puede aplicar la 
regia de la cadena para determinar ren terminos de 6 y 6 y r en terminos de 6, 6 y 0: 

f = /'(0)0 

r = /"(0)0 2 + /'(0)0 

Las expresiones que se obtienen se sustituyen entonces en las ecuaciones (11.43) y 
(11.44). 

c) El movimiento tridimensional de una particula, como se indico al final 
de la section 11.14, en muchos casos puede describirse de manera eficaz en termi¬ 
nos de las coordenadas ciUnclricas R, 9 yz (figura 11.26). Los vectores unitarios de- 
ben consistir en e R , c 0 y k. Las componentes correspondientes de la veloeidad y la 
aceleracion se indican en las ecuaciones (11.49) y (11.50). Advierta que la distancia 
radial R siempre se mide en un piano paralelo al piano xij, y tenga cuidado de no 
confundir el vector de position r con su componente radial Re R . 
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Problemas 



11.133 Determine la rapidez periferica de la cabina de pruebas centrf- 
fuga A, para la cual la componente normal de la aceleracion es de lOg. 

A fin de probar el desempeno de un automovil, este es con- 
ducido alrededor de una pista de pruebas circular con diametro d. Determine 
a) el valor de d si cuando la rapidez del automovil es de 72 km/h, la compo¬ 
nente normal de la aceleracion es de 3.2 m/s 2 , b ) la rapidez del automovil si d 
= 180 m y se sabe que la componente normal de la aceleracion es de 0.6g. 


Figura P11.133 


11.135 Determine el radio mrnimo que debe usarse para una carretera 
si la componente normal de la aceleracion de un automovil que viaja a 45 
mi/lr no debe ser mayor que 2.4 ft/s 2 . 



Figura P11.135 

11.136 Determine la rapidez maxima que los carros de la montana 
rasa pueden alcanzar a lo largo de la porcion circular AB de la pista, si la 
componente normal de su aceleracion no puede ser mayor que 3g. 
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137 El pasador A, que se encuentra unido al eslabon AB, esta res- 
tringido a moverse en la ranura circular CD. Si en t = 0 el pasador empieza 
a moverse del reposo de manera que su rapidez aumenta a razon constante 
de 20 mm/s , determine la magnitud de su aceleracion total cuando a) t = 0. 
b) t = 2 s. 
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11.138 Un tren monorriel parte desde el reposo en una curva de 400 
m de radio y acelera a una razon constante a t . Si la aceleracion total maxima 
del tren no debe exceder 1.5 m/s 2 , determine a ) la distancia mas corta en la 
que el tren puede alcanzar una rapidez de 72 km/h, b) la razon constante de 
aceleracion a t correspondiente. 

Una pista al aire libre tiene un diametro de 420 ft. Una 
corredora aumenta su rapidez a razon constante desde 14 hasta 24 ft/s en 
una distancia de 95 ft. Determine la aceleracion total de la corredora 2 s 
despues de que empieza a aumentar su rapidez. 

11,140 En un instante dado en una carrera de aviones, el avion A 
vuela horizontalmente en linea recta, y su rapidez aumenta a razon de 8 m/s 2 . 
El avion B vuela a la misma altura que el avion A y, al rodear un pilar, sigue 
una trayectoria circular de 300 m de radio. Si se sabe que en un instante 
dado la rapidez de B esta disminuyendo a razon de 3 m/s 2 , determine, para 
las posiciones mostradas, a) la velocidad de B relativa a A, b) la aceleracion 
de B en relation con A. 


v 

-► 



Figura P11.139 



/ 

Figura P11.140 


il Un automovilista que viaja a lo largo de la parte recta de una 
carretera, esta disminuyendo la rapidez de su automovil a razon constante 
antes de salir de la carretera por una rampa circular con radio de 560 ft. 
Continua desacelerando a la misma tasa constante de manera que 10 s des¬ 
pues de entrar a la rampa, su rapidez ha bajado a 20 mi/h, a partir de 
entonces mantiene dicha rapidez. Si se sabe que a esta rapidez constante la 
aceleracion total del automovil es igual a un cuarto de su valor antes de entrar 
a la rampa, determine el valor maximo de la aceleracion total del automovil. 



Figura P11.141 
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11.142 Los automoviles de carreras A y B se desplazan sobre porcio- 
nes circulares de una pista de carreras. En el instante que se indica, la rapi- 
dez de A disminuye a razon de 7 m/s 2 y la rapidez de B se incrementa a una 
tasa de 2 m/s 2 . Para las posiciones mostradas, determine a) la velocidad de 
B relativa a A, b) la aceleracion de B relativa a A. 



Figura P11.143 


400 m 



Figura P11.142 


700 m 


Un golfista golpea una pelota desde el punto A con una ve¬ 
locidad inicial de 50 m/s a un angulo de 25° con la horizontal. Determine el 
radio de curvatura de la trayectoria descrita por la pelota a) en el punto A, 
b) en el punto mas alto de la trayectoria. 



Figura P11.144 


Segun la fotografia de un hombre que esta utilizando una 
limpiadora de nieve, se determina que el radio de curvatura de la trayectoria 
de la nieve era de 8.5 m cuando la nieve salia del tubo de descarga en A. 
Determine, a) la velocidad de descarga v A de la nieve, b) el radio de curvatura 
de la trayectoria en su altura maxima. 

11.140 Un balon de basquetbol es golpeado contra el suelo en el punto 
A y rebota con una velocidad v A de magnitud 7.5 ft/s, corno se muestra en 
la figura. Determine el radio de curvatura de la trayectoria descrita por el 
balon a) en el punto A, b) en el punto mas alto de la trayectoria. 


/ 

/ 



Figura P11.145 


Se descarga carbon desde la puerta trasera de un camion de 
volteo con una velocidad inicial de v A =6 ft/s IF' 50°. Determine el radio 
de curvatura de la trayectoria descrita por el carbon a) en el punto A, b) en 
el punto de la trayectoria 3 ft por debajo del punto A. 



Figura P11.146 




















Problemas 


677 


11.147 Un tubo horizontal descarga desde el punto A un chorro de 
agua en un estanque. Exprese el radio de curvatura del chorro en el punto B 
en terminos de las velocidades v A y v B . 


A v A 



Figura P11.147 

11.148 Un niiio lanza una pelota desde el punto A con una velocidad 
inicial v A de 20 m/s a un angulo de 25° con la horizontal. Determine la velo¬ 
cidad de la pelota en los puntos de su trayectoria donde el radio de curvatura 
es igual a tres cuartos de su valor en A. 


Se dispara un proyectil desde el punto A con una velocidad 
inicial v 0 . a) Muestre que el radio de curvatura de la trayectoria del proyectil 
alcanza su valor mmimo en el punto mas alto de la trayectoria, B. b) Si se 
denota mediante 6 el angulo formado por la trayectoria y la horizontal en el 
punto dado C, muestre que el radio de curvatura de la trayectoria en C es 
P = Pmfa/cos 3 0. 




Figura P11.148 


11.150 Se dispara un proyectil desde el punto A con una velocidad ini¬ 
cial v 0 , la cual forma un angulo a con la horizontal. Exprese el radio de curva¬ 
tura de la trayectoria del proyectil en el punto C en terminos de x, v 0 , a y g. 

Determine el radio de curvatura de la trayectoria que describe 
la partfcula del problema 11.95 cuando 1 = 0. 

*11.152 Determine el radio de curvatura de la trayectoria que describe 
la partfcula del problema 11.96 cuando 1 = 0, A = 3 y B = 1. 

11.153 a 11.155 Un satelite viajara de manera indefinida en una orbi- 
ta circular alrededor de un planeta si la componente normal de la acelera- 
cion del satelite es igual a g(R/r) 2 , donde g es la aceleracion de la gravedad 
en la superficie del planeta, R es el radio del planeta, y r es la distancia desde 
el centra del planeta al satelite. Determine la rapidez de un satelite relativa 
al planeta indicado, si el satelite se desplaza de manera indefinida en una or- 
bita circular a 160 km sobre la superficie del planeta. 

11.153 Venus: g = 8.53 m/s 2 , R = 6 161 km. 

11.154 Marie: g = 3.83 m/s 2 , R = 3 332 km. 

11.155 Jupiter: g = 26.0 m/s 2 , R = 69 893 km. 















678 11.156 y 11 Si el diametro del Sol es de 864 000 mi y la acele¬ 

racion de la gravedad en su superficie es de 900 ft/s 2 , determine el radio de 
la orbita del planeta indicado alrededor del Sol suponiendo que la orbita es 
circular. (Vea la informacion dada en los problemas 11.153 a 11.155.) 

11.156 Tierra: (»„ ic dia),5ri,ita = 66 600 mi/h 
Satumo: (u m edia)orbita = 21 580 mi/h 



Figura P11.160 




A 


Figura P11.163 
y P11.164 


11.158 Si se sabe que el radio terrestre es de 6 370 km, determine el 
tiempo en el que el Telescopio Espacial Hubble recorre una orbita si este 
instrumento viaja en una orbita circular a 590 km sobre la superficie de la 
Tierra. (Vea la informacion dada en los problemas 11.153 a 11.155.) 

Un satelite viaja en una orbita circular alrededor de Marte a 
una altura de 180 mi. Despues de que se ajusta la altura del satelite, se 
descubre que el tiempo de una orbita ha aumentado 10 por ciento. Si se sabe 
que el radio de Marte es 2 071 mi, determine la nueva altura del satelite. 
(Vea la informacion dada en los problemas 11.153 a 11.155.) 

11.160 Los satelites A y B viajan en el mismo piano en orbitas 
circulares alrededor de la Tierra en alturas, respectivamente, de 120 y 200 
mi. Si en t = 0 los satelites estan alineados en la forma que se muestra, y se 
sabe que el radio terrestre es R = 3 960 mi, determine cuando los satelites 
volveran a estar alineados radialmente. (Vea la informacion dada en los pro¬ 
blemas 11.53 a 11.55.) 


La trayectoria de una particula P es un caracol. El movimiento 
de la particula esta definido por las relaciones r = b (2 + cos irt) y 6 = irf, 
donde t y 6 se expresan en segundos y radianes, respectivamente. Determine 
a) la velocidad y la aceleracion de la particula cuando t = 2 s, b) los valores 
de 8 para los cuales la velocidad es maxima. 

11.162 El movimiento en dos dimensiones de una particula se define 
por medio de las relaciones r = 2b cos cot y 6 = cot, donde b y co son 
constantes. Determine a) la velocidad y la aceleracion de la particula en 
cualquier instante, b) el radio de curvatura de su trayectoria. que 
conclusion puede llegarse respecto a la trayectoria de la particula? 

11.163 La rotation de la varilla OA alrededor de O se define por medio 
de la relation 9 = tt{ 4t 2 - 8 1), donde Oytse expresan en radianes y segundos, 
respectivamente. El collarin B se desliza a lo largo de la varilla de manera 
que su distancia desde O es r = 10 + 6 sen t rf, donde r y t se expresan en 
pulgadas y segundos, respectivamente. Cuando t — Is, determine a) la ve¬ 
locidad del collarin, b) la aceleracion total del collarin, c ) la aceleracion del 
collarin relativa a la varilla. 


La oscilacion de la varilla OA alrededor de O se define por 
medio de la relation 6 = (2/ir)(sen irt), donde 6ytse expresan en radianes 
y segundos, respectivamente. El collarin B se desliza a lo largo de la varilla 
de manera que su distancia desde O es r = 25/(1 + 4), donde rytse expresan 
en pulgadas y segundos, respectivamente. Cuando t = Is, determine a) la 
velocidad del collarin, b ) la aceleracion total del collarin, c) la aceleracion del 
collarin relativa a la varilla. 
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11.165 El movimiento de la partfcula P es la elipse definida por las 
relaciones r = 2/(2 - cos 7rt) y 6 = irf, donde r se expresa en metros, 6 en 
radianes y t en segundos. Determine la velocidad y la aceleracion de la par¬ 
tfcula cuando a) t = 0, b) t = 0.5 s. 

11.166 El movimiento bidimensional de una partfcula se define por 
las relaciones r = 2a cos 6 y 9 = bt 2 / 2, donde a y fo son constantes. Deter¬ 
mine a) las magnitudes de la velocidad y de la aceleracion en cualquier ins- 
tante, b) el radio de curvatura de la trayectoria. <;A que conclusion puede lle- 
garse en cuanto a la trayectoria de la partfcula? 

11.167 Para estudiar el desempeno de un automovil de carreras, una 
camara de movimiento a alta velocidad se ubica en el punto A y se monta 
sobre un mecanismo que permite registrar el movimiento del automovil 
cuando este se desplaza en el trarno recto BC. Determine la rapidez del 
automovil en terminos de b, 6 yd. 



Figura P11.167 


11.161 Determine la magnitud de la aceleracion del automovil de 
carreras del problema 11.167 en terminos de b, 6, 9 y 9. 

11.169 Despues de despegar, un helicoptero asciende en lfnea recta 
en un angulo constante p. Un radar sigue su vuelo desde el punto A. 
Determine la rapidez del helicoptero en terminos de d, f3, 9 y 9. 


V 


/ 




Figura P11.165 


Figura P11.169 



















680 Cinematica de particulas 


*11.170 El pasador P esta unido a la varilla BC y se desliza libremente 
en la ranura de la varilla OA. Determine la razon de cambio 6 del angulo 9 , 
si se sabe que BC se mueve a una rapidez constante v 0 . Exprese su respuesta 
en terminos de v 0 , h, (3 y 9. 



Para el automovil de caineras del problema 11.167, se encontro 
que este tardaba 0.5 s en pasar de la position 9 = 60° a la position 9 = 35°. 
Si se sabe que b = 25 m, determine la rapidez promedio del carro durante 
el intervalo de 0.5 s. 


Para el helicoptero del problema 11.169, se encontro que cuan- 
do este se ubicaba en B, su distancia y angulo de elevation era r — 3 000 ft 
y 9 = 20°, respectivamente. Cuatro segundos despues, la estacion del radar 
ubico al helicoptero en r = 3 320 ft y 9 = 23.1°. Determine la rapidez pro¬ 
medio y el angulo de ascenso (3 del helicoptero durante el intervalo de 4 s. 


11.173 y 11.1 1 Una particula se mueve a lo largo de la espiral que 
se muestra en las figuras; determine la magnitud de la velocidad de la par¬ 
ticula en terminos de b, 9 y 9 . 



Espiral hiperbolica r 9 = b 

Figura P11.173 y P11.175 



Figura P11.174 y P11.176 


11.175 y 11.171 Una particula se mueve a lo largo de la espiral que 
se muestra en la figura. Si se sabe que 9 es constante y se denota dicha cons¬ 
tante mediante co, determine la magnitud de la aceleracion de la particula 
en terminos de b, 9 y w. 
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Muestre que r =h<p sen 6 si en el instante mostrado, el escalon 
AB de la escaladora esta girando en sentido contrario al de las manecillas del 
reloj, a una razon constante cj). 



Figura P11.177 


11.178 El movimiento de una particula sobre la superficie de un 
cilindro circular se define por medio de las relaciones R = A, 0 = 2t rt y 
z = At 2 /4, donde A es una constante. Determine las magnitudes de la velo- 
cidad y la aceleracion de la particula en cualquier tiempo t. 

11.179 El movimiento tridimensional de una particula se define por 
medio de las coordenadas cilindricas (vea la figura 11.26) R = A/(t + 1), 
6 = Bt y z = Ct/{t + 1). Determine la magnitudes de la velocidad y de la 
aceleracion cuando a) t = 0, b) t = 

*11.180 Para la helice conica del problema 11.95, determine el an- 
gulo que forma el piano oscilante con el eje y. 

*11.181 Determine la direction de la binormal de la trayectoria des- 
crita por la particula del problema 11.96, cuando a) t = 0, b) t = 7r/2 s. 



Figura P11.178 














REPASO Y RESUMEN 
DEL CAPITULO 1 1 


Coordenada de posicion de una partfcula 
en movimiento rectilineo 

o P 

—I—I—I—I—HH—I—I—I—P—i—i—i—I—- 

| j x 

Figura 11.27 


En la primera mitad del capftulo se analizo el movimiento rectilineo 
de una particula, esto es, el movimiento de la partfcula a lo largo de 
una lfnea recta. Para definir la posicion P de la partfcula sobre esa 
lfnea se elige un origen fijo, O, y una direction positiva (figura 11.27). 
La distancia x desde O hasta P, con el signo apropiado, define por 
completo la posicion de la partfcula sobre la lfnea y recibe el nom- 
bre de coordenada de posicion de la partfcula [section 11.2]. 


Velocidad y aceleracion en movimiento 

rectilineo 


Se demostro que la velocidad v de la partfcula era igual a la deri- 
vada respecto al tiempo de la coordenada de posicion x, 


v 


(lx 

dt 


( 11 . 1 ) 


y la aceleracion a se obtuvo diferenciando v con respecto a t, 


_ dv 
dt 


( 11 . 2 ) 


o 


a 



(11.3) 


Tambien se senalo que a podrfa expresarse como 


a 



(11.4) 


Se observo que la velocidad v y la aceleracion a se represen- 
taran mediante numeros algebraicos que pueden ser positivos o 
negativos. Un valor positivo de v indica que la partfcula se mueve 
en direecion positiva, y un valor negativo que lo hace en direecion 
negativa. Sin embargo, un valor positivo para a tal vez signifique 
que la partfcula realmente esta acelerada (esto es, se mueve mas 
rapido) en direction positiva, o que esta desacelerada (esto es, que 
se mueve con mayor lentitud) en direecion negativa. Un valor ne¬ 
gativo para a esta sujeto a una interpretation similar [problema re- 
suelto 11.1]. 


En la mayorfa de los problemas, las condiciones de movimiento 
y la aceleracion mediante integracion de una partfcula se definen mediante el tipo de aceleracion que esta 

posee y por medio de las condiciones iniciales [section 11.3]. La ve¬ 
locidad y posicion de la partfcula pueden obtenerse entonces inte- 
grando dos de las ecuaciones (11.1) a (11.4). Cual de ellas seleccio- 
nar depende del tipo de aceleracion implicada [problemas resueltos 
11.2 y 11.3], 
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A menudo se encuentran dos tipos de movimiento: el movi- 
miento rectilmeo uniforme [section 11.4], en el cual la veloeidad v 
de la partfcula es constante y 

x = % 0 + vt (11.5) 

y el movimiento rectilmeo uniformemente acelerado [section 11.5], 
en el cual la aceleracion a de la partfcula es constante y se tiene 

v = v 0 + at (11.6) 

x = Xo + Vq t + \at 2 (11.7) 

v 2 = Vq + 2 a(x — x 0 ) (11.8) 

Cuando dos partfculas Ay B se mueven a lo largo de la misma 
lfnea recta, es probable que nos interese considerar el movimiento 
relativo de B con respecto a A 
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Movimiento rectilmeo uniforme 


Movimiento rectilmeo uniformemente 
acelerado 


Movimiento relativo de dos partfculas 


o A 


-r A —»-|- x B/A 

- X B - 

Figura 11.28 



x 


[section 11.6]. Si se denota mediante x B / A la coordenada de posi¬ 
tion relativa de B con respecto a A (figura 11.28), se tiene 

x B = x A + x B/A (11.9) 

Al diferenciar la ecuacion (11.9) dos veces con respecto a t, se ob- 
tiene sucesivamente 

Vb = v A + v B / A (11.10) 

a B = a A + a B/A (11.11) 

donde v B / A y a B / A representan, respectivamente, la veloeidad rela¬ 
tiva y la aceleracion relativa de B con respecto a A. 

Cuando varios bloques se conectan mediante cuerdas de longi- Bloques conectados mediante cuerdas de 

tud constante, es posible escribir una relation lineal entre sus coor- longitud constante 

denadas de position. Es posible escribir entonces relaciones simila- 
res entre sus velocidades y entre sus aceleraciones que se usan para 
analizar su movimiento [problema resuelto 11.5]. 


En ocasiones resulta conveniente utilizar una solution grdfica Soluciones graficas 
para problemas que implican el movimiento rectilmeo de una par¬ 
tfcula [secciones 11.7 y 11.8]. La solution grafica que se usa de ma- 
nera mas comun incluye a las curvas x-t, v-t y a-t [section 11.7; pro¬ 
blema resuelto 11.6]. Se demostro que, a cualquier tiempo t, 

v = pendiente de la curva x-t 
a = pendiente de la curva v-t 

en tanto que, sobre cualquier intervalo de tiempo dado de t\ a t 2 , 

v 2 ~ Vi = area bajo la curva a-t 
x 2 — xi = area bajo la curva v-t 

En la segunda mitad del capftulo se estudio el movimiento cu- Vector de posicion y veloeidad en 

rvilmeo de una particula, es decir, el movimiento de una partfcula a movimiento curvilfneo 

lo largo de una trayectoria curva. La posicion P de la partfcula en cual¬ 
quier tiempo dado [section 11.9] se definio por medio del vector de 
position r que une al origen O de las coordenadas y al punto P (fi- 
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Aceleracion en movimiento curvili'neo 


gura 11.29). La velocidad v de la particula se definio mediante la re¬ 
lation 


v 


dr 

dt 


(11.15) 


y se encontro que era un vector tangente a la trayectoria de la par¬ 
ticula y de magnitud v (denominada rapidez de la particula) igual a la 
derivada en el tiempo de la longitud s del arco descrito por la particula: 


v 


ds 

dt 


(11.16) 


La aceleracion a de la particula se definio mediante la relation 



(11.18) 


y se senalo que, en general, la aceleracion no es tangente a la tra¬ 
yectoria de la particula. 


Derivada de una funcion vectorial Antes de proceder a la consideration de las componentes de ve- 

locidad y aceleracion, se estudio la definition formal de la derivada 
de una funcion vectorial y se establecieron algunas reglas que go- 
biernan la diferenciacion de sumas y productos de funciones vecto- 
riales. Despues se mostro que la razon de cambio de un vector es 
la misma con respecto a un sistema de referencia fijo y con respecto 
a un sistema de referencia en traslacion [section 11.10]. 


Componentes rectangulares de la velocidad 

y la aceleracion 


Movimientos de las componentes 


Al denotar mediante x, y y z las coordenadas rectangulares de 
una particula P, se encontro que las componentes rectangulares de la 
velocidad y la aceleracion de P resultan iguales, respectivamente, a 
la primera y segunda derivadas con respecto a t de las coordenadas 
correspondientes: 

v x = x Vy = y v z = z (11.29) 

a x = x a y = ij = 2 (11.30) 

Cuando la componente a x de la aceleracion depende unica- 
mente de t, x, y/o v x , y cuando de manera similar a y depende solo 
de t y/o v,j, y a z de t, z y/o v z , las ecuaciones (11.30) se integran de 
forma independiente. El analisis del movimiento curvilmeo dado se 
reduce de ese modo al analisis de tres movimientos de componen¬ 
tes rectilineas independientes [seccion 11.11], Este enfoque es en 
particular efectivo en el estudio del movimiento de proyectiles [pro- 
blemas resueltos 11.7 y 11.8], 


Movimiento relativo de dos particulas 



En el caso de dos particulas A y B que se mueven en el es- 
pacio (figura 11.30), consideramos el movimiento relativo de B con 
respecto a A, o mas precisamente, con respecto al sistema de refe¬ 
rencia en movimiento unido A y en traslacion con A [seccion 11.12]. 
Al denotar mediante r B / A el vector de posicion relativa de B con 
respecto a A (figura 11.30), se obtuvo 

r B = r A + r B/A (11.31) 

Al denotar con v B / A y a B / A , respectivamente, la velocidad relativa y la 
aceleracion relativa de B con respecto a A, se demostro tambien que 


y 


V B = V A + \ B/A 


(11.33) 


Figura 11.30 


a B - a A + a B / A 


(11.34) 









Algunas veces es conveniente descomponer la velocidad y la ace¬ 
leracion de una partfcula P en componentes diferentes a las rectan- 
gulares x, y y z. En el caso de una partfcula P que se mueve a lo 
largo de la trayectoria contenida en un piano, se unen a P los vec- 
tores unitarios e ( tangente a la trayectoria y e n normal a la trayec¬ 
toria y dirigido hacia el centra de curvatura de la misma [seccion 
11.13], Se expresa entonces la velocidad y la aceleracion de la par¬ 
tfcula en terminos de las componentes tangencial y normal. Se es¬ 
cribe 


v = ve t 

(11.36) 

dv v 2 

(11.39) 

~JT e t + —e„ 
at p 


donde v es la rapidez de la partfcula y p el radio de curvatura de su 
trayectoria [problemas resueltos 11.10 y 11.11], Se observa que 
mientras la velocidad v esta dirigida a lo largo de la tangente a la 
trayectoria, la aceleracion a consta de una componente a, dirigida a 
lo largo de la tangente a la trayectoria y de una componente a„ que 
apunta hacia el centra de curvatura de la trayectoria (figura 11.31). 
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Componentes tangencial y normal 



Figura 11.31 


Para una partfcula P que se mueve a lo largo de una curva en 
el espacio, se definio el piano que se ajusta mejor a la curva en la 
vecindad de P como el piano osculador. Este piano contiene a los 
vectores unitarios e, y e„ que define, respectivamente, la tangente 
y la normal principal a la curva. El vector unitario c/, que es per¬ 
pendicular al piano osculador define la binomial. 


Cuando la position de una partfcula P que se mueve en un piano 
se define mediante sus coordenadas polares ryd.es conveniente uti- 
lizar las componentes radial y transversal dirigidas, respectivamente, 
a lo largo del vector de position r de la partfcula y en la direction ob- 
tenida al rotar r 90° en la direction contraria a la de las manecillas 
del reloj [seccion 11.14]. Se unen a P los vectores unitarios e r ye fl di- 
rigidos, respectivamente, en las direcciones radial y transversal (figura 
11.32). Despues se expresa la velocidad y la aceleracion de la par¬ 
tfcula en terminos de componentes radial y transversal 

v = re,- + rde 0 (11.43) 

a = (r — rd 2 )e r + (rd + 2 rd)e g (11.44) 

donde los puntos se usan para indicar diferenciacion con respecto 
al tiempo. Las componentes escalares de la velocidad y la acelera¬ 
cion en las direcciones radial y transversal son en consecuencia 

v r = r Vo = rO (11.45) 

a r = r — rd 2 a 0 = rd + 2 rd (11.46) 


Componentes radial y transversal 



Es importante observar que a r no es igual a la derivada en el tiempo 
de v r , y que a 0 no es igual a la derivada en el tiempo de v g [pro- 
blema resuelto 11.12]. 


El capftulo finaliza con el estudio del uso de las coordenadas ci- 
lfndricas para definir la position y el movimiento de una partfcula 
en el espacio. 
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D 



Figura P11.186 


11.182 El movimiento de una particula esta definido por la relation 
x = 2f 3 — 15 1 2 + 24f + 4 donde x y t se expresan en metros y segundos, 
respectivamente. Determine a) cuando la velocidad es cero, b) la position y 
la distancia total recorrida cuando la aceleracion es cero. 

11.183 La aceleracion de una particula esta definida por la relation 
a = —60x _15 , donde a y x se expresan en m/s 2 y metros, respectivamente. 
Si se sabe que la particula comienza a moverse sin velocidad initial en x = 4 
m, determine la velocidad de la particula cuando a) x = 2 m, b) x = 1 m, 
c) x = 100 mm. 

Un proyectil entra a un medio resistivo en x = 0 con una ve¬ 
locidad initial v 0 = 900 ft/s y recorre 4 in. antes de quedar en reposo. Si se 
supone que la velocidad del proyectil se define mediante la relation v = v 0 
— kx, donde v se expresa en ft/s y x en ft, determine a) la aceleracion initial 
del proyectil, b ) el tiempo requerido para que el proyectil penetre una dis¬ 
tancia de 3.9 in. en el medio resistivo. 

Un elevador de carga que se mueve hacia arriba con una velo¬ 
cidad constante de 6 ft/s pasa a un elevador de pasajeros que esta detenido. 
Cuatro segundos despues, el elevador de pasajeros comienza su movimiento 
ascendente con una aceleracion constante de 2.4 ft/s 2 . Determine a) cuando 
y donde los elevadores estaran a la misma altura, b) la rapidez del elevador 
de pasajeros en ese momenta. 



Figura P11.187 
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11 86 El bloque C inicia su movimiento desde el reposo en t = 0 y 

se mueve hacia arriba con una aceleracion constante de 25 nnn/s 2 . Si se sabe 
que el bloque A se mueve hacia abajo con una velocidad constante de 75 
mm/s, determine a) el tiempo en el que la velocidad del bloque B es cero, 
b) la position correspondiente del bloque B. 

11.187 Los tres bloques mostrados se mueven a velocidades constan- 
tes. Encuentre la velocidad de cada bloque, si se sabe que la velocidad rela- 
tiva de A con respecto a C es de 300 mm/s hacia arriba y que la velocidad 
relativa de B con respecto a A es de 200 mm/s hacia abajo. 

Un rociador oscilante de agua se opera en el punto A sobre un 
piano inclinado que forma un angulo a con la horizontal. El rociador des- 
carga agua con una velocidad initial v 0 a un angulo (f> con la vertical, el cual 
varfa de — 4> 0 a +<fio- Si se sabe que v 0 = 30 ft/s, 4> 0 = 40° y a = 10°, de¬ 
termine la distancia horizontal entre el rociador y los puntos B y C que de- 
limitan el area regada. 

11.189 Cuando el conductor de un automovil viaja hacia el norte a 25 
km/h dentro de un estacionamiento, observa que un camion se acerca desde 
el noroeste. Luego de reducir su rapidez a 15 km/h y dar la vuelta de manera 
que ahora viaja en direction noroeste, el camion parece aproximarse desde 
el oeste. Si se supone que la velocidad del camion es constante durante ese 
periodo de observation, determine la magnitud y la direction de la velocidad 
del camion. 
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11.190 La conductora de un automovil reduce su rapidez a una razon 
constante desde 45 hasta 30 mi/h, en una distancia de 750 ft a lo largo de 
una curva con 1 500 ft de radio. Determine la magnitud de la aceleracion 
total del automovil despues de que ha recorrido 500 ft a lo largo de la curva. 

Un hombre utiliza una barredora de nieve para limpiar el 
acceso a su garaje. Si la nieve se descarga a un angulo promedio 40° con la 
horizontal determine la velocidad inicial v 0 de la nieve. 



14 ft 


Figura P11.191 


11.192 A partir de mediciones de un fotografo, se ha encontrado que 
cuando el chorro de agua salio de la boquilla A, tenia un radio de curvatura 
de 25 m. Determine a) la velocidad inicial v A del chorro, b) el radio de 
curvatura del chorro cuando alcanzo su maxima altura en B. 



Figura P11.192 


11.193 En la parte mas baja de su trayectoria en el piano vertical, un 
avion tiene una velocidad horizontal de 150 m/s y esta acelerando a razon de 
25 m/s 2 . El radio de curvatura de la trayectoria es de 2 000 m. El avion es 
rastreado por el radar en O. ^Cuales son los valores registrados de r, f, 0 y 
0 para este instante? 


2 000 m 



Figura P11.193 













Problemas de computadora 



Figura P11.C1 


11.Cl El mecanismo que se muestra en la figura se conoce como me- 
canismo de retorno rapido de Whitworth. La varilla de entrada AP gira a 
una razon constante <p y el pasador P tiene la libertad de deslizarse en la ra- 
nura de la varilla de salida BD. Use software para graficar 6 en funcion de 
<f> y 6 en funcion de (f> para una revolution de la varilla AP. Suponga que 
<f> = 1 rad/s, l = 4 in. y a) b = 2.5 in., b) b = 3 in., c) b = 3.5 in. 

Una pelota se deja caer con una velocidad v 0 a un angulo a con 
la vertical sobre el escalon superior de una escalera que consta de 8 escalo- 
nes. La pelota rebota hacia abajo por los escalones, como se muestra en la 
figura. Cada vez que la pelota rebota, en los puntos A, B, C, , la cornpo- 
nente horizontal de su velocidad permanece constante y la magnitud de la 
componente vertical de su velocidad se reduce en un porcentaje k. Use soft¬ 
ware para determinar a) si la pelota baja por las escaleras sin saltarse ningun 
escalon, b) si la pelota baja por las escaleras sin rebotar dos veces en un 
mismo escalon, c) el primer escalon sobre el que la pelota rebota dos veces. 
Use valores de v 0 desde 1.8 m/s hasta 3.0 m/s con incrementos de 0.6 m/s, 
valores de a desde 18° hasta 26° con incrementos de 4°, y valores de k igua- 
les a 40 y 50. 


0.15 m 
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11. C3 En un parque de diversiones, el “avion” A esta unido a un ele¬ 
ments rfgido OB de 10 m de largo. Para operar el juego mecanico, el avion 
y OB se giran de manera que 70° < 6 0 ^ 130° y luego se deja oscilar 
libremente alrededor de O. El avion esta sujeto a la aceleracion de la gravedad 
y a la desaceleracion debida a la resistencia del aire, —kv z , la cual actua en 
direction opuesta a la de su velocidad v. Ignorando la masa y el arrastre 
aerodinamico de OB y la friction del cojinete en O, utilice software para 
determinar la rapidez del avion correspondiente a los valores de 9 0 y 0 y el 
valor de 6 para el cual el avion quedara en reposo despues de que se suelta. 
Use valores de 0 O desde 70° hasta 130° en incrementos de 30° y determine 
la velocidad maxima del avion y los primeros dos valores de 9 para los cuales 
o = 0. Para cada valor de 9 0 , considere que a) k = 0, b) k = 2 X 10~ 4 m -1 , 
d) k = 4 X 10~ 2 m _ . ( Sugerencia: Exprese la aceleracion tangential del 
avion en terminos de g, k y 6. Recuerde que v e = rO.) 

Un automovilista que viaja por carretera a una rapidez de 60 
mi/h toma una rampa de salida cubierta de hielo. Con la intention de 
detenerse, aplica los frenos hasta que su automovil queda en reposo. Si se 
sabe que la magnitud de la aceleracion total del automovil no puede exceder 
10 ft/s 2 , use software para determinar el tiempo mrnimo requerido para que 
el automovil quede en reposo y la distancia que recorre sobre la rampa de 
salida, si la rampa a) es recta, b) bene un radio de curvatura constante de 
800 ft. Resuelva cada inciso suponiendo que el conductor aplica sus frenos 
de forma que dv/dt, durante cada intervalo de tiempo, 1) permanece constante, 
2) vana linealmente. 
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Figura P11.C3 


Un rociador de jardin oscilante descarga agua con una velocidad 
initial v 0 de 10 m/s. a) Si se sabe que los lados del quiosco BCDE son abiertos, 
pero no asi su techo, use software para calcular la distancia d al punto F que 
sera regada para valores de a. desde 20° hasta 80°. b) Determine el valor 
maximo de d y el valor correspondiente de a. 


c 


D 


v 0 

» 


1.8 

E 

m 

F 




-2.2 m-► 

-3.2 m-► 



d 


Figura P11.C5 




















Las fuerzas que experimentan los 
pasajeros de una montana rusa 
dependeran de que el vagon viaje hacia 
arriba o hacia abajo, en linea recta o a lo 
largo de una trayectoria curva vertical u 
horizontal. En este capi'tulo se estudiara 
la relacion existente entre fuerza, masa y 
aceleracion. 
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12.1. INTRODUCCION 


CAPITULO 12 CINETICA 
DE PARTICULAS: SEGUNDA 
LEY DE NEWTON 

Introduccion 

Segunda ley de movimiento de 
Newton 

Cantidad de movimiento lineal de 
una partfcula. Razon de cambio 
de la cantidad de movimiento 
lineal 

Sistemas de unidades 
Ecuaciones de movimiento 
Equilibrio dinamico 
Cantidad de movimiento angular 
de una parti'cula. Razon de 
cambio de la cantidad de 
movimiento angular 
Ecuaciones de movimiento en 
terminos de las componentes 
radial y transversal 
Movimiento bajo una fuerza 
central. Conservation de la 
cantidad de movimiento angular 
Ley de gravitation de Newton 
Trayectoria de una partfcula bajo 
la accion de una fuerza central 
Aplicacion en mecanica celeste 
Leyes de Kepler del movimiento 
planetario 


La primera y la tercera leyes de Newton del movimiento se emplearon de 
manera amplia en estatica para estudiar cuerpos en reposo y las fuerzas 
que actuan sobre ellos. Estas dos leyes tambien se utilizan en dinamica; 
en realidad, son suficientes para el estudio del movimiento de cuerpos 
que no tienen aceleracion. Sin embargo, cuando los cuerpos estan acele- 
rados, esto es, cuando cambia la magnitud o la direction de su velocidad, 
es necesario recurrir a la segunda ley de movimiento de Newton para rela- 
cionar el movimiento del cuerpo con las fuerzas que actuan sobre el. 

En este capitulo se estudiara la segunda ley de Newton y se apli- 
cara al analisis del movimiento de particulas. Como se establece en la 
section 12.2, si la resultante de las fuerzas que actuan sobre una par- 
ticula no es cero, esta tendra una aceleracion proportional a la magni¬ 
tud de la resultante y en la direction de esta fuerza resultante. Ademas, 
es posible utilizar el cociente entre las magnitudes de la fuerza resul¬ 
tante y de la aceleracion para definir la masa de la partfcula. 

En la section 12.3 se define la cantidad de movimiento lineal de 
una partfcula como el producto L = mv de la masa m y la velocidad v 
de la partfcula, y se demuestra que la segunda ley de Newton puede 
expresarse en una forma alternativa que relaciona la razon de cambio 
de la cantidad de movimiento lineal con la resultante de las fuerzas que 
actuan sobre la partfcula. 

La section 12.4 subraya la necesidad de unidades consistentes en 
la solution de problemas dinamicos y ofrece un repaso del Sistema 
International de Unidades (unidades del SI) y el sistema de uso comun 
en Estados Unidos. 

En las secciones 12.5 y 12.6 y en los problemas resueltos que siguen 
se aplica la segunda ley de Newton a la solution de problemas de inge- 
nieria, utilizando componentes rectangulares o componentes tangen- 
ciales y normales de las fuerzas y las aceleraciones implieadas. Hay que 
recordar que en un cuerpo real, incluidos cuerpos tan grandes como un 
automovil, un cohete o un aeroplano, pueden considerarse como par¬ 
tfcula con el fin de analizar su movimiento mientras sea posible ignorar 
el efecto de una rotation del cueipo alrededor de su centra de masa. 

La segunda parte del capitulo se dedica a la solution de problemas 
en terminos de las componentes radial y transversal, subrayando de 
manera particular el movimiento de la partfcula bajo una fuerza central. 
En la section 12.7 la cantidad de movimiento angular H 0 de la partfcu¬ 
la alrededor del punto O se define como el momenta alrededor de O de 
la cantidad de movimiento lineal de la partfcula: H 0 = r X mv. Luego se 
deduce de la segunda ley de Newton que la razon de cambio de la can¬ 
tidad de movimiento angular H 0 de la partfcula es igual a la suma de los 
momentos alrededor de O de las fuerzas que actuan sobre esa partfcula. 

La section 12.9 trata el movimiento de una partfcula bajo la accion de 
una fuerza central, esto es, sujeta a una fuerza dirigida hacia o alejandose 
de un punto fijo O. Puesto que una fuerza de este tipo tiene momenta cero 
alrededor de O, se concluye que se conserva la cantidad de movimiento 
angular de la partfcula alrededor de O. Esta propiedad simplifica de mane¬ 
ra considerable el analisis del movimiento de una partfcula bajo una fuer¬ 
za central; en la section 12.10 se aplica la solution de problemas que impli- 
ean el movimiento orbital de cuerpos sometidos a atraccion gravitational. 

Las secciones de la 12.11 a la 12.13 son opcionales. Presentan una 
discusion mas amplia del movimiento orbital y contienen varios pro¬ 
blemas relacionados con mecanica celeste. 
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12.2. SEGUNDA LEY DE MOVIMIENTO DE NEWTON 


12.2. Segunda ley de movimiento de Newton 


La segunda ley de Newton se puede enunciar de la manera siguiente: 

Si lafuerza resultante que actua sobre una particula no es cero, la 
particula tendra una aceleracion proporcional a la magnitud de la resul¬ 
tante y en la direccion de estafuerza resultante. 

La segunda ley de movimiento de Newton se comprende mejor al 
imaginar el siguiente experimento: una particula se somete a una fuerza 
Fx de direccion constante y magnitud constante F|. Bajo la action de esa 
fuerza se observa que la particula se mueve en linea recta y en la direc¬ 
cion de la fuerza (figura 12.1a). Al determinar la position de la particu¬ 
la en diferentes instantes, se encuentra que su aceleracion tiene una 
magnitud constante a { . Si el experimento se repite con fuerzas F 2 , 
F 3 ,. . . , o de diferente magnitud o direccion (figura 12. lb y c), se des- 
cubre que cada vez que la particula se mueve en la direccion de la fuer¬ 
za que actua sobre ella y que las magnitudes a 3 , a 2 , a 3 ,.. . , de las ace- 
leraciones son proporcionales a las magnitudes F 1; F 2 , F 3 ,... , de las 
fuerzas correspondientes: 

F i F 2 F 3 

— = — = — = • • ■ = constante 
a i a 2 a 3 

El valor constante que se obtiene para el cociente de las magnitu¬ 
des de las fuerzas y aceleraciones es caracterfstico de la particula que 
se considera; se denomina la masa de la particula y se denota median- 
te m. Cuando sobre una particula de masa m actua una fuerza F, la 
fuerza F y la aceleracion a de la particula deben satisfacer entonces la 
relation 


F = ma 


( 12 . 1 ) 


a i 




c) 

Figura 12.1 



m 


Figura 12.2 


Esta relation proporciona una formulation completa de la segunda ley 
de Newton; no solo expresa que la magnitud de F y a son proporciona¬ 
les, sino tambien (puesto que m es un escalar positivo) que los vectores 
F y a tienen la misma direccion (figura 12.2). Debe advertirse que la 
ecuacion (12.1) sigue cumpliendose cuando F no es constante sino que 
con el tiempo varfa de magnitud o direccion. Las magnitudes de F y a 
permanecen proporcionales, y los dos vectores tienen la misma direc¬ 
cion en cualquier instante determinado. Sin embargo, en general, no 
son tangentes a la trayectoria de la particula. 

Cuando una particula se somete de manera simultanea a varias 
fuerzas, la ecuacion (12.1) debe sustituirse por 


XF = ma (12.2) 

donde XF representa la sumatoria, o resultante, de todas las fuerzas 
que actuan sobre la particula. 

Debe notarse que el sistema de ejes con respecto al cual se deter- 
mina la aceleracion a no es arbitrario. Estos ejes deben tener una orien¬ 
tation constante con respecto a las estrellas, y es necesario que su origen 
este unido al Sob o se mueva con velocidad constante con respecto al Sol. 
Un sistema de ejes de estas caracterfsticas recibe el nombre de sistema 

'Mas precisamente al centra de masa del sistema solar. 



Fotografi'a 12.1 Cuando el automovil de carreras 
acelera hacia delante hay una fuerza de friccion 
que actua sobre las llantas traseras en la 
direccion del movimiento del automovil. 
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tituye un sistema de referencia newtoniano, ya que la Tierra gira con res- 
pecto a las estrellas y esta acelerada con respecto al Sol. Sin embargo, en 
la mayorfa de las aplicaciones de ingenierfa, la aceleracion a puede deter- 
minarse con respecto a los ejes unidos a la Tierra y las ecuaciones (12.1) 
y (12.2) se utilizan sin ningun error apreciable. Por otro lado, estas ecua¬ 
ciones no se cumplen si a representa una aceleracion relativa medida con 
respecto a ejes en movimiento, tales como los ejes unidos a un automo- 
vil acelerado o a una pieza de maquinaria rotatoria. 

Se observa que si la resultante 2F de las fuerzas que actuan sobre 
la particula es cero, se deduce de la ecuacion (12.2) que la aceleracion 
a de la particula tambien es cero. Si la particula se encuentra inicial- 
mente en reposo (v 0 = 0) con respecto al sistema de referencia newto¬ 
niano utilizado, asi se mantendra en reposo (v = 0). Si en un principio 
se movia con una velocidad v 0 , la particula mantendra una velocidad 
constante v = v 0 ; esto es, se movera con velocidad constante v 0 en una 
linea recta. Esto es el enunciado de la primera ley de Newton (section 
2.10). De tal modo, la primera ley de Newton constituye un caso par¬ 
ticular de la segunda ley y puede omitirse de los principios fundamen- 
tales de la mecanica. 



12.3. CANTIDAD DE MOVIMIENTO LINEAL DE UNA 
PARTICULA. RAZON DE CAMBIO DE LA CANTIDAD 
DE MOVIMIENTO LINEAL 

Si se reemplaza la aceleracion a por la derivada d\/dt en la ecuacion 
(12.2), se escribe 


o, ya que la masa m de la particula es constante, 


2F = ^-(mv) 


(12.3) 


El vector m\ se denomina como la cantidad de movimiento lineal, 
o simplemente cantidad de movimiento de la particula. Tiene la misma 
direction que la velocidad de la particula, y su magnitud es igual al pro- 
ducto de la masa m y la velocidad v de la particula (figura 12.3). La 
ecuacion (12.3) expresa que la resultante de las fuerzas que actuan 
sobre la particula es igual a la razon de cambio de la cantidad cle movi¬ 
miento lineal de la particula. En esta forma fue que Newton enuncio 
originalmente la segunda ley de movimiento. Al denotar por L la can¬ 
tidad de movimiento lineal de la particula, 

L = mv (12.4) 

y por L su derivada con respecto a t. es posible escribir la ecuacion 
(12.3) en la forma altemativa 

2F = L (12.5) 


Tuesto que las estrellas no estan realmente fijas, una definicion mas rigurosa de sistema 
de referencia newtoniano (denominado tambien sistema inercial) es lino respecto al cual 
se cumple la ecuacion (12.2). 
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Debe notarse que la masa m de la particula se supone constante 
en las ecuaciones (12.3) a (12.5). La ecuacion (12.3) o (12.5) no debe 
entonces usarse para resolver problemas que impliquen el movimiento 
de cuerpos, como cohetes, que ganan o pierden masa. Los problemas 
de ese tipo se consideraran en la section 14.12.' 

Se desprende de la ecuacion (12.3) que la razon de cambio de la 
cantidad de movimiento lineal mv es cero cuando EF = 0. De tal 
modo, si lafuerza resultante que actua sobre una particula es cero, la 
cantidad de movimiento lineal de la particula permanece constante, 
tanto en magnitud como en direccidn. Este es el principio de conserva- 
cion de la cantidad de movimiento lineal para una particula, el cual 
puede reconocerse como un enunciado alternative de la primera ley de 
Newton (section 2.10). 


12.4. SISTEMAS DE UNIDADES 


Al utilizar la ecuacion fundamental F = ma, las unidades de fuerza, 
masa, longitud y tiempo no pueden elegirse de manera arbitraria. Si eso 
ocurriera, la magnitud de la fuerza F que se requiere para proportio¬ 
nal" una aceleracion a a la masa m no serfa numericamente igual al pro- 
ducto ma; solo serfa proportional a este produeto. En consecuencia, se 
pueden elegir tres o cuatro unidades de manera arbitraria, pero se debe 
escoger la cuarta unidad de manera que se satisfaga la ecuacion 
F = ma. Se dice entonces que las unidades forman un sistema de uni¬ 
dades cineticas consistentes. 

Suelen utilizarse dos sistemas de unidades cineticas consistentes: el 
Sistema International de Unidades (unidades del SI*) y unidades utili- 
zadas comunmente en Estados Unidos. Ambos sistemas se estudiaron 
con detalle en la section 1.3 y se describen solo de manera breve en 
esta section. 

Sistema Internacional de Unidades (unidades del SI). En 

este sistema, las unidades basicas son las de longitud, masa y tiempo y 
se denominan, respectivamente, el metro (m), el kilogramo (kg) y el 
segundo (s). Las tres se definen en forma arbitraria (section 1.3). La 
unidad de fuerza es una unidad derivada. Se denomina newton (N) y se 
define como la fuerza que produce una aceleracion de 1 m/s 2 a una 
masa de 1 kg (figura 12.4). De la ecuacion (12.1) se describe 

1 N = (1 kg)(l m/s 2 ) = 1 kg • m/s 2 

Se afirma que las unidades del SI forman un sistema absoluto de uni¬ 
dades. Lo anterior significa que las tres unidades basicas elegidas son 
independientes de la ubicacion donde se efectuan las mediciones. El 
metro, el kilogramo y el segundo pueden ser utilizados en cualquier 
parte sobre la Tierra; incluso pueden ser usados en otro planeta. Y 
siempre tendrfan el mismo significado. 

El peso W de un cuerpo, o la. fuerza de gravedad que se ejerce 
sobre ese cuerpo, al igual que otra fuerza, se expresara en newtons. 
Puesto que un cuerpo sometido a su propio peso adquiere una acelera¬ 
cion igual a la aceleracion de la gravedad g, se deduce de la segunda ley 
de Newton que la magnitud W del peso de un cuerpo de masa m es 


a = 1 m/s 2 

F = 1N 

-► 


Figura 12.4 


* = lk gj 


W = mg 


( 12 . 6 ) 


f Por otro lado, las ecuaciones (12.3) y (12.5) se cumplen en mecdnica relativista, en la 
cual se supone que la masa m de la particula varfa con la velocidad de la misma. 

*SI es la abreviatura de Sijsteme International d’Unites (en trances). 
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m — Ikg 

VI__J 


a = 9.81 m/s 2 


W = 9.81 N 

I 


Figura 12.5 


a = 32.2 ft/s 2 


Figura 12.6 


m = 

nb 


F = 1 


t 


a = 1 ft/s 2 



Al recordar que g = 9.81 m/s 2 , se encuentra que el peso de un cuerpo 
de masa 1 kg (figura 12.5) es 

W = (1 kg)(9.81 m/s 2 ) = 9.81 N 

Los multi pi os y submultiplos de las unidades de longitud, masa y 
fuerza se usan con frecuencia en la practica de la ingenierfa. Estos son, 
respectivamente, el kilometro (km) y el milimetro (mm); el megagra- 
nur (Mg) y el gramo (g); y el kilonewton (kN). Por definition, 

1 km = 1000 m 1 mm = 0.001 m 
1 Mg = 1000 kg 1 g = 0.001 kg 
1 kN = 1000 N 

La conversion de estas unidades a metros, kilogramos y newtons, res¬ 
pectivamente, se efectua simplemente desplazando el punto decimal 
tres lugares a la derecha o a la izquierda. 

Otras unidades aparte de las de masa, longitud y tiempo pueden 
expresarse en terminos de estas tres unidades basicas. Por ejemplo, la 
unidad de cantidad en movimiento lineal se obtiene al recordar su defi¬ 
nicion y al escribir 

mv = (kg)(m/s) = kg • m/s 

Unidades de uso comun en Estados Unidos. La mayorfa de 
los ingenieros estadounidenses siguen utilizando de forma comun un 
sistema en el que las unidades basicas son las de longitud, fuerza y 
tiempo; estas unidades corresponden, respectivamente, al pie (ft), la 
libra (lb) y el segundo (s). El segundo es el mismo que la unidad eorres- 
pondiente del SI. El pie se define como 0.3048 m. La libra se define 
como el peso de un patron de platino, denominado libra estandar, que 
se conserva en el National Institute of Standards and Technology, cerca 
de Washington, y cuya masa equivale a 0.453 592 43 kg. Puesto que el 
peso de un cuerpo depende de la atraccion gravitational de la Tierra, la 
cual varia con la ubicacion, se especifica que la libra estandar debe 
situarse a nivel del mar y a una altura de 45° para definir de manera 
adecuada una fuerza de 1 lb. Es claro que las unidades de uso comun 
en Estados Unidos no forman un sistema de unidades absoluto. En vir- 
tud de su dependencia de la atraccion gravitational terrestre, se senala 
que forman un sistema gravitational de unidades. 

En tanto que la libra estandar sirve tambien como la unidad de 
masa en transacciones comerciales en Estados Unidos, no puede uti- 
lizarse en calculos de ingenierfa, pues una unidad de ese tipo no sera 
consistente con las unidades basicas definidas en el parrafo anterior. 
En realidad, cuando actua sobre ella una fuerza de 1 lb, esto es, cuan- 
do se somete a su propio peso, la libra estandar recibe la aceleracion 
de la gravedad, g = 32.2 ft/s 2 (figura 12.6) y no la aceleracion unitaria 
que requiere la ecuacion (12.1). La unidad de masa consistente con el 
pie, la libra y el segundo es la masa, que recibe una aceleracion de 1 
ft/s 2 cuando se le aplica una fuerza de 1 lb (figura 12.7). Esta unidad, 
llamada en ocasiones un slug, puede deducirse de la ecuacion F = ma 
despues de sustituir 1 lb y 1 ft/s 2 en vez de F y a, respectivamente. Se 
escribe 

F = ma 1 lb = (1 slug)(l ft/s 2 ) 


Figura 12.7 


foonoeido tambien como tonelacla metrica. 



















y se obtiene 


lib 

1 ft/s 2 
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1 slug 


1 lb • s 2 /ft 


Al comparar las liguras 12.6 y 12.7 se concluye que el slug es una masa 
32.2 veces mayor que la masa de una libra estandar. 

El hecho de que los cuerpos se caractericen en el sistema de uni- 
dades de uso comun en Estados Unidos por su peso en libras mas que 
su masa en slugs fue una conveniencia en el estudio de la estatica, en la 
que se trata principalmente con pesos y otras fuerzas, y rara vez con 
masas. Sin embargo, en el estudio de la cinetica, la cual implica fuerzas, 
masas y aceleraciones, sera necesario de manera repetida expresar en 
slugs la masa m de un cuerpo, cuyo peso W se ha indicado en libras. Al 
recordar la ecuacion (12.6), se escribe 


W 

m = — 
g 


(12.7) 


donde g es la aceleracion de la gravedad (g = 32.2 ft/s 2 ). 

Otras unidades aparte de las de fuerza, longitud y tiempo pueden 
expresarse en terminos de estas tres unidades basicas. Por ejemplo, la 
unidad de cantidad de movimiento lineal puede obtenerse utilizando 
la definicion de cantidad de movimiento lineal para escribir 

mv = (lb • s 2 /ft)(ft/s) = lb • s 


Conversion de un sistema de unidades a otro. Las conver- 
siones de las unidades del sistema de uso comun en Estados Unidos a 
las del Sistema Intemacional de Unidades, y viceversa, se estudio en la 
seccion 1.4. Hay que recordar que los factores de conversion que se 
obtuvieron para las unidades de longitud, fuerza y masa son, respecti- 
vamente, 


Longitud: 1 ft = 0.3048 m 

Fuerza: 1 lb = 4.448 N 

Masa: 1 slug = 1 lb • s 2 /ft = 14.59 kg 

Aunque no puede utilizarse como una unidad de masa consistente, la 
masa de una libra estandar es, por definicion, 

1 libra/masa = 0.4536 kg 

Es posible utilizar esta constante para determinar la masa en unidades 
del SI (kilogramos) de un cuerpo que se ha caracterizado por su peso 
en unidades de uso comun en Estados Unidos (libras). 


12.5. ECUACIONES DE MOVIMIENTO 


Considerese una particula de masa m sobre la que actuan varias fuer¬ 
zas. Se tiene de la seccion 12.2 que la segunda ley de Newton puede 
expresarse mediante la ecuacion 

2F = ma (12.2) 

que relaciona las fuerzas que actuan sobre la particula y el vector ma 
(figura 12.8). Sin embargo, para resolver los problemas que implican el 
movimiento de una particula se encontrara mas conveniente sustituir la 
ecuacion (12.2) por ecuaciones equivalentes que incluyen cantidades 
escalares. 



Figura 12.8 
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Fotografi'a 12.2 El piloto de un avion de guerra 
experimental fuerzas normales muy grandes al 
dar un giro muy cerrado. 


Componentes rectangulares. Al descomponer cada fuerza F 
y la aceleracion a en componentes rectangulares, se escribe 

2(F V i + F tJ j + F z k) = m(a x i + a y j + a~k) 
de lo que se deduce 

XF x = ma x 2F y = ma y 2F Z = ma z (12.8) 

Al recordar de la seccion 11.11 que las componentes de la aceleracion 
son iguales a la segunda derivada de las coordenadas de la particula, se 
tiene 

2F t = mx ~2Fy = my '2F~ = mz (12.8') 

Considerese, como un ejemplo, el movimiento de un proyectil. Si 
se ignora la resistencia del aire, la unica fuerza que actua sobre el pro¬ 
yectil despues de que este se ha lanzado es su peso W = — Wj. En con- 
secuencia, las ecuaciones que definen el movimiento del proyectil son 

mx = 0 my = — W mz = 0 

y las componentes de la aceleracion del proyectil corresponden a 

W 

i : = 0 ij = — — = — £ z = 0 
•' m b 


donde g es 9.81 m/s 2 o 32.2 ft/s 2 . Las ecuaciones que se obtienen se 
integran de manera independiente, como se muestra en la seccion 
11.11, para obtener la velocidad y el desplazamiento del proyectil en 
cualquier instante. 

Cuando un problema implica dos o mas cuerpos, las ecuaciones de 
movimiento deben escribirse para cada uno de ellos (veanse los pro- 
blemas resueltos 12.3 y 12.4). Se recuerda de la seccion 12.2 que todas 
las aceleraciones deben medirse con respecto a un sistema de referen¬ 
da newtoniano. En la mayorfa de las aplicaciones de ingenierfa es posi- 
ble determinar las aceleraciones con respecto a ejes unidos a la Tierra, 
aunque las aceleraciones relativas medidas con respecto a ejes moviles, 
como los ejes unidos al cuerpo acelerado, no pueden sustituirse en 
lugar de a en las ecuaciones de movimiento. 

Componentes tangencial y normal. Al descomponer las fuer¬ 
zas y la aceleracion de la particula en componentes a lo largo de la tan- 
gente a la trayeetoria (en la direction de movimiento) y la normal (hacia 




el interior de la trayeetoria) (figura 12.9) y sustituir a la ecuacion (12.2), 
se obtienen las dos ecuaciones escalares 

2F t = ma t 2F„ = ma n (12.9) 

Al sustituir a t y a n , de las ecuaciones (11.40), se tiene 

dv v 2 

FF, = m-r 2F„ = m— (12.9') 

at p 

Las ecuaciones que se obtienen pueden resolverse para dos incognitas. 



12.6. EQUILIBRIO DINAMICO 


12.6. Equilibrio dinamico 
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Al volver a la ecuacion (12.2) y trasponer el miembro del lado derecho, 
se escribe la segunda ley de Newton en la forma altemativa 

2F - ma = 0 (12.10) 


en la que se expresa que si se suma el vector — ma a las fuerzas que ac- 
trian sobre la particula, se obtiene un sistema de vectores equivalente a 
cero (figura 12.10). El vector —ma, de magnitud ma y de direccion 
opuesta a la de la aceleracion, se denomina vector de inercia. De tal 
modo, es factible considerar que la particula esta en equilibrio bajo la 
action de las fuerzas dadas y del vector de inercia. Se afirma que la par¬ 
ticula esta en equilibrio dinamico, y el problema que se considera puede 
resolverse mediante los metodos que se desarrollaron antes en estatica. 

En el caso de fuerzas coplanares, todos los vectores que se mues- 
tran en la figura 12.10, incluyendo al vector de inercia, pueden trazar- 
se uno despues del otro para formar un poligono vectorial cerrado. 
Tambien es posible igualar a cero la suma de los componentes de todos 
los vectores en la figura 12.10, incluyendo de nuevo al vector de iner¬ 
cia. En consecuencia, utilizando componentes rectangulares, se escribe 



2F X = 0 2F y = 0 incluyendo el vector de inercia (12.11) 


Cuando se usan las componentes tangential y normal, resulta mas con- 
veniente representar el vector de inercia por medio de sus dos compo¬ 
nentes —ma, y -ma„ en el mismo dibujo (figura 12.11). La com- 
ponente tangential del vector de inercia ofrece una rnedida que la 
resistencia de la particula presenta a un cambio en la veloeidad, en 
tanto que su componente normal (tambien llamada/uerza centrifuga) 
representa la tendencia de la particula a abandonar su trayectoria curva. 
Es necesario advertir que cualquiera de estas dos componentes puede 
ser cero en condiciones especiales: 1) si la particula parte del reposo, su 
veloeidad initial es cero y la componente normal del vector de inercia es 
cero en t = 0; 2) si la particula se mueve con veloeidad constante a lo 
largo de su trayectoria, la componente tangential del vector de inercia es 
cero y solo es necesario considerar su componente normal. 

Debido a que rnide la resistencia que la particula ofrece cuando se 
trata de ponerla en movimiento, o cuando se intenta cambiar las con¬ 
diciones de este mismo, los vectores de inercia a menudo se denomi- 
nan fuerzas de inercia. Sin embargo, las fuerzas de inercia no son simi- 
lares a las que se encuentran en estatica, que son fuerzas de contacto o 
fuerzas gravitacionales (pesos). Por consiguiente, muchas personas 
objetan el uso de la palabra “fuerza” cuando se refieren al vector — ma, 
o incluso evitan el concepto de equilibrio dinamico. Otros afirman que 
las fuerzas de inercia y las fuerzas reales, como las gravitacionales, afec- 
tan nuestros sentidos en la misma forma y no es posible distinguirlas 
por mediciones fisicas. Un hombre que viaja en un elevador que se ace- 
lera hacia arriba puede sentir que su peso se ha incrementado de mane- 
ra repentina; y ninguna rnedida efectuada dentro del elevador podria 
establecer si este en verdad esta acelerado o si se ha incrementado de 
manera repentina la fuerza de atraccion ejercida por la Tierra. 

Se ha llegado a las soluciones de los problemas resueltos de este 
texto mediante la aplicacion directa de la segunda ley de Newton, como 
se ilustra en las figuras 12.8 y 12.9, y no mediante el metodo de equili¬ 
brio dinamico. 



0 



Fotografia 12.3 El angulo que forma cada 
persona con respecto a la horizontal dependera 
de su peso y de la rapidez de rotacion. 
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200 lb 



PROBLEMA RESUELTO 12.1 

Un bloque de 200 lb descansa sobre un piano horizontal. Determine la mag- 
nitud de la fuerza P que se requiere para dar al bloque una aceleracion de 10 
ft/s 2 hacia la derecha. El coeficiente de friccion cinetica entre el bloque y el 
piano es /r/ c = 0.25. 


SOLUCION 


La rnasa del bloque es 

W 200 lb 

m = g = 32.2 ft/s 2 = 6 ' 21 lb ' s /ft 


W = 200 lb 




m = 6.21 lb-s 2 /ft 


Se tiene que F = = 0.251V y que a = 10 ft/s 2 . Al expresar que las fuer- 

zas que actuan sobre el bloque son equivalentes al vector »ia, se escribe 

±>2,F X = ma: P cos 30° - 0.25 N = (6.21 lb • s 2 /ft)(10 ft/s 2 ) 

P cos 30° - 0.25 N = 62.1 lb (1) 

+ TXF y = 0: N-P sen 30° - 200 lb = 0 (2) 

Al resolver (2) para N y sustituir el resultado en (1), se obtiene 


N = P sen 30° + 200 lb 

P cos 30° - 0.25(P sen 30° + 200 lb) = 62.1 lb P = 151 lb ◄ 



PROBLEMA RESUELTO 12.2 

Un bloque de 80 kg descansa sobre un piano horizontal. Determine la mag- 
nitud de la fuerza P requerida para dar al bloque una aceleracion de 2.5 m/s 2 
hacia la derecha. El coeficiente de friccion cinetica entre el bloque y el piano 
es /Tjn = 0.25. 



SOLUCION 


El peso del bloque es 

W = mg= (80 kg)(9.81 m/s 2 ) = 785 N 

Se tiene que F = /aj/V = 0.25 N y que a = 2.5 m/s 2 . Al expresar que las fuer- 
zas que actuan sobre el bloque son equivalentes al vector ma, se escribe 



m = 80 kg 


- ± ^'S,F X = ma\ 

+ T2F S = 0: 


P cos 30° - 0.25N = (80 kg)(2.5 m/s 2 ) 
P cos 30° - 0.25N = 200 N 
N-P sen 30° - 785 N = 0 


Al resolver (2) para N y sustituir el resultado en (1), se obtiene 


( 1 ) 

( 2 ) 


N = P sen 30° + 785 N 

P cos 30° - 0.25 (P sen 30° + 785 N) = 200 N P = 535 N ◄ 
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PROBLEMA RESUELTO 12.3 



Los dos bloques que se muestran empiezan a moverse a partir del reposo. El 
piano horizontal y la polea no presentan friction y se supone que la masa de 
la polea puede ignorarse. Determine la aceleracion de cada bloque y la ten¬ 
sion de cada cuerda. 


SOLUCION 



m A — 100 kg 


m B =300 kg 



m B a B 



= 0 


Cinematica. Se tiene que si el bloque A se mueve la distancia x A hacia 
la derecha, el bloque B desciende 


Xb 


i 

2-^a 


Al diferenciar dos veces con respecto a t, se tiene 

a B 


i 

2 a A 


( 1 ) 


m A a A 


Cinetica. Se aplica sucesivamente la segunda ley de Newton al bloque 
A, el bloque B y la polea C. 

Bloque A. Al denotar mediante T t la tension en la cuerda ACD, se 
escribe 

- ± *'^F X = m A a A : T, = 100a A (2) 

Bloque B Al observar que el peso del bloque B es 

W B = m B g = (300 kg)(9.81 m/s 2 ) = 2940 N 
y al denotar mediante T 2 la tension en la cuerda BC, se escribe 
+ l2F y =m B a B : 2940 - T z = 300a B 

o, al sustituir a B de (1), 

2940 - T 2 = 300 {\a A ) 

r 2 = 2940 - 150a A (3) 

Polea C. Puesto que m c se supone igual a cero, se tiene 

+ i^F y = m c a c = 0: T 2 -2r! = 0 (4) 

Al sustituir Ti y T 2 de (2) y (3), respectivamente, en (4), se obtiene 

2940 - 150a A - 2(100a A ) = 0 

2940 — 350a A = 0 a A = 8.40 m/s 2 ◄ 

Mediante la sustitucion del valor que se obtuvo para a A en (1) y (2), se tiene 

a B = \a A = -1(8.40 m/s 2 ) 

Ti = 100a A = (100 kg)(8.40 m/s 2 ) T 1 = 840 N ◄ 
Recordando (4), se escribe 

T 2 = 2T! r 2 = 2(840 N) T 2 = 1680 N ◄ 
Se tiene que el valor que se obtuvo para T 2 no es igual al peso del bloque B. 
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PROBLEMA RESUELTO 12.4 

El bloque B de 12 lb empieza a moverse desde el reposo y desliza sobre la 
cuna A de 30 lb, la cual esta sobre una superficie horizontal. Si se ignora 
la friction, determine a) la aceleracion de la cuna, b) la aceleracion del blo¬ 
que relativa a la cuna. 


SOLUCION 



Cinematica, Se examina primero la aceleracion de la cuna y la acele¬ 
racion del bloque. 

Cuna A. Puesto que la cuna esta restringida a moverse sobre la super¬ 
ficie horizontal, su aceleracion a A es horizontal. Se supondra que esta apun- 
ta hacia la derecha. 

Bloque B. La aceleracion a B del bloque B puede expresarse como la 
suma de la aceleracion de A y de la aceleracion de B relativa a A. Se tiene 

a B = a A + a B/A 

donde a B / A esta dirigida a lo largo de la superficie inclinada de la cuna. 

Cinetica. Se dibujan los diagramas del cuerpo libre de la cuna y del 
bloque y se aplica la segunda ley de Newton. 

Cuna A. Se denotan las fuerzas ejercidas por el bloque y la superficie 
horizontal sobre la cuna A mediante Ni y N 2 , respectivamente. 

= m A a A : Ni sen 30° = m A a A 

0.5 Ah = (W A /g)a A (1) 

Bloque B. Al utilizar los ejes de coordenadas que se muestran y des- 
componer a B y sus componentes a A y a B / A , se escribe 

+/'SF X = m B a x : ~W B sen 30° = m B a A cos 30° — m B a B / A 

-W B sen 30° = (W B /g)(a A cos 30° - a B/A ) 

ci B / A = a A cos 30° + g sen 30° (2) 

+\'ZF y = m B a y : Ni — W B cos 30° = — m B a A sen 30° 

Ni ~ W B cos 30° = — (W B /g)a A sen 30° (3) 


a) Aceleracion de la cuna A. Si se sustituye .V, de la ecuacion (1) en 
la ecuacion (3), se tiene 


2(W A /g)a A - W B cos 30° = ~(W B /g)a A sen 30° 

Al resolver para a A y sustituir los datos numericos, se escribe 

= W B cos 30° = (12 lb) cos 30° 

° A 2W a + W B sen 30° S 2(30 lb) + (12 lb) sen 30° 1 

a A = +5.07 ft/s 2 a A = 5.07 ft/s 2 —* ^ 


b) Aceleracion del bloque B relativa a A. Al sustituir el valor que 
se obtuvo para a A en la ecuacion (2), se tiene 

a B/A = (5.07 ft/s 2 ) cos 30° + (32.2 ft/s 2 ) sen 30° 

a B/A = +20.5 ft/s 2 a B/A = 20.5 ft/s 2 2^30° ◄ 
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PROBLEMA RESUELTO 12.5 

La plomada de un pendulo de 2 m describe un arco de circuit) en un piano 
vertical. Si la tension de la cuerda de estos puntos es cinco veces el peso de 
la plomada en la position que se indica, determine la velocidad y la acelera- 
cion de la plomada en esa position. 


SOLUCION 





El peso de la plomada es W = mg; la tension en la cuerda corresponde con- 
secuentemente a 2.5 mg. A1 recordar que a„ apunta hacia O y suponiendo 
que a f en la forma que se muestra, se aplica la segunda ley de Newton y se 
obtiene 


+//2F ( = rna t : mg sen 30° = ma t 

(it — g sen 30° = +4.90 m/s 

+\XF„ = ma n : 2.5 mg — mg cos 30° = ma, 

a n = 1.634 g = +16.03 m/s 2 

Puesto que a„ = v z /p, se tiene v z = pa n = (2 m)(16.03 m/s 2 ) 

v = ±5.66 m/s v = 5.66 m/s^ (arriba o abajo) 4 


a t = 4.90 m/s 2 // 4 

i„ = 16.03 m/s 2 \ ◄ 
, 2 \ 


PROBLEMA RESUELTO 12.6 

Determine la rapidez maxima de la curva de una autopista de radio p = 400 
ft que tiene un angulo de peralte 9 = 18°. La rapidez maxima de la curva 
peraltada de una autopista es aquella a la cual un automovil debe viajar para 
que no exista fuerza de rozamiento lateral en sus neumaticos. 


SOLUCION 



El automovil se traslada en una trayectoria circular horizontal de radio p. La 
componente normal a„, de la aceleracion apunta hacia el centra de la trayec¬ 
toria; su magnitud es «„ = t> 2 /p, donde v es la velocidad del automovil en ft/s. 
La masa m del auto esW/g, donde W es su peso. Puesto que no se va a ejer- 
cer fuerza de friction lateral sobre el automovil, la reaction R del camino se 
presenta perpendicular al mismo. A1 aplicar la segunda ley de Newton 
se escribe 


+ T2F,. = 0: 


-2F„ = ma„ 


R cos e - W = 0 


R = 


w 

cos 9 


W 

R sen 9 = — a n 


( 1 ) 

( 2 ) 


Al sustituir R de (1) en (2), y recordar que a n = v z /p , 

W a M' 

—sen 9 = — 

g 


= gp tan 9 


cos 9 s. p 

Al sustituir p = 400 ft y 0 = 18° en esta ecuacion, se obtiene 
v z = (32.2 ft/s 2 )(400 ft) tan 18° 


v = 64.7 ft/s 


v = 44.1 mi/h 4 
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RESOL UCION DE PROB LEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


En los problemas de esta section se aplicara la segunda ley de movimiento de New¬ 
ton, 2F = ma, para relational' las fuerzas que actuan sobre una partfcula con el mo- 
vimiento de esta misma. 


1. Escritura de las ecuaciones de movimiento. Al aplicar la segunda ley de 
Newton a los tipos de movimiento que se estudian en esta lection, se encontrara mas 
conveniente expresar los vectores F y a en terminos de sus componentes rectangula- 
res o de sus componentes tangencial y normal. 


a) Cuando se utilicen componentes rectangulares, y recordando de la sec¬ 
tion 11.11 las expresiones que se obtuvieron para a x , a y y a z , se debe escribir 

2F y = rnx EF y = my 2F Y = mz 

b) Cuando se usen las componentes tangencial y normal, y recordando de 
la section 11.13 las expresiones que se obtuvieron para a, y a n se debe escribir 


^ dv 

2F t = ni¬ 
di 


v 2 

2F„ = m — 

P 


2. El dibujo de un diagrama de un cuerpo libre que muestre las fuerzas aplica- 
das y un diagrama equivalente que indique el vector ma o sus componentes propor- 
cionara una representation grafica de la segunda ley de Newton [problemas resueltos 
12.1 a 12.6], Estos diagramas resultaran de gran ayuda cuando se escriban las ecua¬ 
ciones de movimiento. Hay que observar que cuando el problema incluye dos o mas 
cuerpos, suele ser mejor considerar cada cuerpo por separado. 


3. Aplicacion de la segunda ley de Newton. Como se observo en la section 
12.2, la aceleracion utilizada en la ecuacion 2F = ma siempre debe ser la aceleracion 
absoluta de la partfcula (es decir, es necesario medirla con respecto a un sistema de 
referencia newtoniano). Ademas, si se desconoce el sentido de la aceleracion a o no es 
facil deducirlo, hay que suponer un sentido arbitrario para la misma (por lo general la 
direction positiva de un eje de coordenada) y dejar que la solution proporcione des¬ 
pues el sentido correcto. Por ultimo, hay que advertir como las soluciones de los pro¬ 
blemas resueltos 12.3 y 12.4 se dividieron en la parte cinematica y en la parte cineti- 
ca, y como en el problema resuelto 12.4 se usaron dos sistemas de ejes coordenados 
para simpMcar las ecuaciones de movimiento. 


4. Cuando un problema incluye friccion seca, hay que cerciorarse de revisar las 
importantes secciones de Estatica [secciones 8.1 a 8.3] antes de tratar de resolverlo. 
En particular, se debe saber cuando recurrir a cada una de las ecuaciones F = p s N y 
F = /J.Z.-IV- Tambien se debe reconocer que si no se especifica el movimiento de un sis¬ 
tema, es necesario suponer primero un posible movimiento y luego verificar la vali- 
dez de la suposicion. 
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5. Solution de problemas que implican movimiento relativo. Cuando el 
cuerpo B se mueve con respecto al cuerpo A, como en el problema resuelto 12.4, a 
menudo resulta conveniente expresar la aceleracion de B como 

a B = a A + a B/A 

donde a B / A es la aceleracion de B relativa a A, esto es, la aceleracion de B segun se 
observa desde un sistema de referencia uni do a A y en traslacion. Si se observa que B 
se mueve en linea recta, a b /a estara dirigida a lo largo de esa linea. Por otro lado, si se 
observa que B se mueve en una trayectoria circular, la aceleracion relativa a b /a debe 
descomponerse en las eomponentes tangencial y normal a esta trayectoria. 


6. Por ultimo, hay que considerar siempre las implicaciones de cualquier 
suposicion que se haga. Por consiguiente, en un problema que incluya dos cuer- 
das, si supone que la tension en una de las cuerdas es igual a su maximo valor permi- 
sible, se debe verificar si algun otro requerimiento impuesto para la otra cuerda sera 
satisfecho en ese caso. Por ejemplo, <da tension T en esa cuerda cumplira la relation 
0 < T < T m ax? Esto es, ^ 1 a cuerda permanecera estirada y su tension sera menor que 
su valor maximo permisible? 
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Problemas 


12.1 El valor de g en cualquier latitud 4> puede obtenerse mediante 
la formula 

g = 32.09 (1 + 0.0053 sen 2 0) ft/s 2 

la cual toma en cuenta el efecto de la rotation de la Tierra junto con el he- 
cho de que esta no es realmente esferica. Determine con una exactitud de 
cuatro cifras significativas a) el peso en libras, b) la rnasa en libras, c) la masa 
en lb • s 2 /ft, en las latitudes de 0°, 45°, 60°, de una barra de plata, cuya masa 
se ha designado oficialmente igual a 5 lb. 

La aceleracion debida a la gravedad en la Luna es de 1.62 m/s 2 . 
Determine a) el peso en newtons y b) la masa en kilogramos en la Luna, para 
una barra de oro, cuya masa se ha designado de manera oficial igual a 2 kg. 

12.3 Un satelite de 200 kg esta en una orbita circular a 1 500 km por 
encima de la superficie de Venus. La aceleracion debida a la atraccion gra¬ 
vitational de Venus a esta altura es de 5.52 m/s 2 . Determine la magnitud de 
la cantidad de movimiento lineal del satelite, si se sabe que su rapidez orbi¬ 
tal es de 23.4 X 10 3 km/h. 

12.4 Una bascula de resorte A y una bascula de brazo B que tienen 
brazos de palanca iguales se fijan al techo de un elevador, y se les cuelgan 
paquetes identicos en la forma mostrada. Si se sabe que cuando el elevador 
se mueve hacia abajo con una aceleracion de 4 ft/s 2 la bascula de resorte in- 
dica una carga de 14.1 lb, determine a) el peso de los paquetes, b) la carga 
indicada por la bascula de resorte y la masa necesaria para equilibrar la bascu¬ 
la de brazo cuando el elevador asciende con una aceleracion de 4 ft/s 2 . 




Figura P12.4 

12.5 Un jugador de hockey golpea un disco de manera que este vuelve 
al reposo en 9 s, despues de deslizarse durante 30 m sobre el hielo. Deter¬ 
mine a) la velocidad initial del disco, b) el coeficiente de friction entre el 
disco y el hielo. 
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Problemas 707 


12.6 Determine la maxima rapidez teorica que puede alcanzar un au¬ 
tomovil, que parte desde el reposo, despues de recorrer 400 m. Suponga que 
existe un coeficiente de friction estatica de 0.80 entre las llantas y el pavi- 
mento y que a) el automovil tiene traction en las ruedas delanteras, las cua- 
les soportan 62 por ciento del peso del automovil, b) el automovil tiene trac¬ 
tion en las ruedas traseras, las cuales soportan 43 por ciento del peso del 
automovil. 

12.7 En prevision de una larga pendiente ascendente de 7°, un con¬ 
ductor de autobus acelera a una razon constante de 3 ft/s2 cuando todavia 
esta en una section plana de la carretera. Si se sabe que la rapidez del au¬ 
tobus es de 60 mi/h cuando comienza a subir la pendiente y el conductor no 
cambia la position de su acelerador ni cambia de velocidad, determine la dis- 
tancia recorrida por el autobus sobre la pendiente cuando su rapidez ha dis- 
minuido a 50 mi/h. 


12, Si la distancia de frenado de un automovil desde 60 mph es de 
150 ft sobre un pavimento piano, determine la distancia de frenado del au¬ 
tomovil desde 60 mph cuando esta a ) subiendo una pendiente de 5°, b) ba- 
jando por un piano inclinado a 3 por ciento. Suponga que la fuerza de fre¬ 
nado es independiente del grado de inclination. 

12,9 Un paquete de 20 kg se encuentra en reposo sobre un piano in¬ 
clinado cuando se le aplica una fuerza P. Determine la magnitud de P si se 
requieren 10 s para que el paquete recorra 5 m hacia arriba por el piano in¬ 
clinado. Los coeficientes de friction estatica y cinetica entre el paquete y el 
piano inclinado son iguales a 0.3. 

12 !0 La aceleracion de un paquete que se desliza en el punto A es 
de 3 m/s 2 . Si se supone que el coeficiente de friction cinetica es el mismo 
para cada section, determine la aceleracion del paquete en el punto B. 



Figura PI 2.9 



12.11 Los dos bloques que se muestran en la figura se encuentran ori- 
ginalmente en reposo. Si se desprecian las masas de las poleas y el efecto de 
friction en estas y entre el bloque A y la superficie horizontal, determine a) 
la aceleracion de cada bloque, b) la tension en el cable. 

12.12 Los dos bloques que se muestran en la figura se encuentran ori- 
ginalmente en reposo. Si se desprecian las masas de las poleas y el efecto de 
friction en estas y se supone que los componentes de friction entre el blo¬ 
que A y la superficie horizontal son fi s = 0.25 y /jl = 0.20, determine a) la 
aceleracion de cada bloque, b) la tension en el cable. 



Figura P12.11 y P12.12 





















708 12.13 Los coeficientes de friction entre la carga y la plataforma plana 

del camion que se muestra en la figura son /x s = 0.40 y /x/. = 0.30. Si se sabe 
que la rapidez del vehiculo es de 45 mi/h, determine la distancia mas corta 
en la que el camion puede detenerse por completo sin que la carga se rnueva. 


-<—10 ft—*- 



Figura PI2.13 


12.14 Un tractocamion viaja a 60 mi/h cuando el conductor aplica los 
frenos. Si se sabe que las fuerzas de frenado del tractor y el remolque son, 
respectivamente, 3 600 lb y 13 700 lb, determine a) la distancia recorrida por 
el tractocamion antes de detenerse, b) la componente horizontal de la fuerza 
en el enganche entre el tractor y el remolque mientras estos van frenando. 


17 400 lb 


CROSS COUNTRY MOVERS 


15 000 lb 
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Figura PI2.14 



Figura P12.15 y P12.16 


1 5 El bloque A tiene una masa de 40 kg y el bloque B de 8 kg. Los 

coeficientes de friction entre todas las superficies de contacto son fi, = 0.20 
y = 0.15. Si P = 0, determine a) la aceleracion del bloque B, b) la ten¬ 
sion en la cuerda. 

El bloque A tiene una masa de 40 kg y el bloque B de 8 kg. Los 
coeficientes de friction entre todas las superficies de contacto son fi s = 0.20 
y fJii, = 0.15. Si se sabe que P — 40 N —>, determine a) la aceleracion del 
bloque B, b) la tension en la cuerda. 

12.17 Las cajas Ay B estan en reposo sobre una banda transportadora 
que se encuentra inicialmente en reposo. La banda se empieza a mover de 
manera repentina en la direction ascendente de manera que ocurre desliza- 
miento entre la banda y las cajas. Si los coeficientes de friction cinetica en¬ 
tre la banda y las cajas son (/xj,)a == 0.30 y = 0.32, determine la acele¬ 
racion initial de cada caja. 



Figura P12.17 


























12.18 Si el sistema mostrado inicia desde el reposo, encuentre la ve- Problemas 709 

locidad enf = 1.2 s a) del collarfn A, b) del collarin B. No tome en cuenta 
las masas de las poleas y el efecto de la friccion. 


10 kg 



12.19 Cada uno de los sistemas que se muestran en la figura esta al 
principio en reposo. Si se ignora la friction del eje y las masas de las poleas, 
determine para cada sistema a) la aceleracion del bloque A, b ) la velocidad 
del bloque A despues de que este se ha movido 10 ft, c) el tiempo que se 
requiere para que el bloque A alcance una velocidad de 20 ft/s. 




(1) (2) (3) 

Figura P12.19 


12. Un hombre que esta parado dentro de un elevador, el cual se 
mueve con una aceleracion constante, sostiene un bloque B de 3 kg entre 
otros dos bloques de tal forma que el movimiento de B en relation con A y 
C es inminente. Si se sabe que los coeficientes de friction entre todas las su¬ 
perficies son fji s = 0.30 y = 0.25, determine a) la aceleracion del eleva¬ 
dor si se esta moviendo hacia arriba y cada una de las fuerzas ejercidas por 
el hombre sobre los bloques Ay C tiene una componente horizontal igual al 
doble del peso de B, b) las componentes horizontales de las fuerzas ejerci¬ 
das por el hombre sobre los bloques A y C si la aceleracion del elevador es 
de 2.0 m/s 2 hacia abajo. 



Figura PI 2.20 


12.21 Un paquete esta en reposo sobre una banda transportadora que 
en un principio se encuentra en reposo. La banda empieza a moverse hacia 
la derecha durante 1.3 s con una aceleracion constante de 2 m/s 2 . Despues 
la banda se mueve con una desaceleracion constante a 2 y se detiene despues 
de un desplazamiento total de 2.2 m. Si los coeficientes de friction entre el 
paquete y la banda son /a, = 0.35 y — 0.25, determine a) la desacelera¬ 
cion a 2 de la banda, b) el desplazamiento del paquete relativo a la banda 
cuando esta se detiene. 



Figura P12.21 























































710 72.22 Para transportar una serie de bultos de tejas A hasta el techo, 

un contratista utiliza un montacargas motorizado compuesto por una plata- 
forma horizontal BC que se monta sobre los rieles unidos a los lados de una 
escalera. El montacargas empieza su movimiento desde el reposo, al princi- 
pio se mueve con una aceleracion constante aj como se muestra en la figura. 
Despues se desacelera a una tasa constante a 2 y se detiene en D, cerca de 
la parte superior de la escalera. Si se sabe que el coeficiente de friction es- 
tatica entre el bulto de tejas y la plataforma horizontal es de 0.30, determine 
la aceleracion maxima permisible a!, y la desaceleracion maxima permisible 
a 2 si el bulto no debe resbalarse sobre la plataforma. 



4.4 m 


0.8 m 


Figura P12.22 



Figura P12.23 


12.23 Para bajar de un camion una pila de madera comprimida, el con¬ 
ductor primero inclina la cama del vehiculo y despues acelera desde el re¬ 
poso. Si se sabe que los coeficientes de friction entre la lamina debajo de la 
madera comprimida y la cama son /a, = 0.40 y = 0.30, determine a) la 
aceleracion minima del camion que provocara el deslizamiento de la pila de 
madera comprimida, b) la aceleracion del camion que ocasionara que la es- 
quina A de la pila de madera llegue al extremo de la cama en 0.9 s. 


12.24 Los propulsores de un barco de peso W pueden producir una 
fuerza impulsora F () ; producen una fuerza de la misma magnitud pero di¬ 
rection opuesta cuando los motores se invierten. Si se sabe que el barco se 
desplaza hacia delante a su rapidez maxima v 0 cuando los motores se pusie- 
ron en reversa, determine la distancia que recorre el barco antes de dete- 
nerse. Suponga que la resistencia a la friction del agua varfa directamente 
con el cuadrado de la velocidad. 



P 




Figura P12.25 


12.25 Se aplica una fuerza constante P al piston y a la varilla de masa 
total m para que se rnuevan en un cilindro lleno de aceite. Conforme se mueve 
el piston, se obliga a que el aceite atraviese los orificios en el piston y ejerza 
sobre este mismo una fuerza de magnitud kv en la direction opuesta al mo¬ 
vimiento del piston. Si el piston parte de reposo en t = 0 y x = 0, muestre 
que la ecuacion que relaciona a x, v y t es lineal en cada una de las variables 
donde x es la distancia recorrida por el piston y v es la rapidez del mismo. 
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12.26 Un resorte AB de constante k se une a un soporte A y a un co- 
llarfn de masa m. La longitud no alargada del resorte es l. Si se suelta el 
collarfn desde el reposo en x = x 0 y se desprecia la friccion entre el collarin 
y la varilla horizontal, determine la magnitud de la velocidad del collarin 
cuando pasa por el punto C. 



12.27 Determine la rapidez teorica maxima que puede alcanzar un au¬ 
tomovil de 2 700 lb, que parte desde el reposo, despues de recorrer un cuarto 
de milla y tomando en cuenta la resistencia del aire. Suponga que el coefi- 
ciente de friccion estatica es de 0.70 entre las llantas y el pavimento, que el 
automovil tiene traction delantera, que las ruedas delanteras soportan 62 por 
ciento del peso del automovil, y que el arrastre aerodinamico D tiene una mag¬ 
nitud D = 0.012u , donde D y v se expresan en libras y ft/s, respectivamente. 

12.28 Los coeficientes de friccion entre los bloques A y C y las su¬ 
perficies horizontales son fi s = 0.24 y ^ = 0.20. Si se sabe que m A = 5 kg, 
m B = 10 kg y m c — 10 kg, determine a) la tension en la cuerda, b) la ace- 
leracion de cada bloque. 



Retome el problema 12.28, y ahora suponga que m A = 5 kg, 
m B = 10 kg y m c = 20 kg. 

12.30 Los bloques Ay B pesan 20 lb cada uno, el bloque C pesa 14 lb 
y el bloque D 16 lb. Si se aplica una fuerza hacia abajo con una magnitud de 
24 lb sobre el bloque D, determine a) la aceleracion de cada bloque, b) la 
tension en la cuerda ABC. No tome en cuenta los pesos de las poleas ni el 
efecto de la friccion. 

12.31 Los bloques Ay B pesan 20 lb cada uno, el bloque C pesa 14 lb 
y el bloque D 16 lb. Si se aplica una fuerza hacia abajo con una magnitud de 
10 lb sobre el bloque B y el sistema inicia su movimiento desde el reposo, de¬ 
termine en t — 3 s la velocidad a) de D en relation con A, b) de C en relation 
con D. No tome en cuenta los pesos de las poleas ni el efecto de la friccion. 



















































712 12.32 El bloque B de 15 kg esta apoyado en el bloque A de 25 kg y 

unido a una cuerda a la cual se aplica una fuerza horizontal de 225 N, como 
se muestra en la figura. Sin tomar en cuenta la friction, determine a) la ace¬ 
leracion del bloque A y b) la aceleracion del bloque B relativa a A. 



Figura P12.32 


12.33 El bloque B con 10 kg de masa descansa sobre la superficie su¬ 
perior de una cuna A de 22 kg. Si se sabe que el sistema se libera desde el 
reposo y se desprecia la friccion, determine a) la aceleracion de B y b) la ve- 
locidad de B en relation con A en t = 0.5 s. 



12.34 Un panel deslizante de 40 lb se sostiene mediante rodillos en B 
y C. Un contrapeso A de 25 lb se une a un cable como se muestra en la fi¬ 
gura y, en los casos aye, esta inicialmente en contacto con un borde verti¬ 
cal del panel. Sin tomar en cuenta la friccion, determine en cada caso mos- 
trado la aceleracion del panel y la tension en la cuerda inmediatamente 
despues de que el sistema se libera desde el reposo. 



Figura P12.34 
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12 . Una caja B de 500 lb esta suspendida de un cable unido a una 
carretilla A de 40 lb que va montada sobre una viga I inclinada en la forma 
que se muestra. Si en el instante indicado la carretilla tiene una aceleracion 
de 1.2 ft/s 2 hacia arriba y a la derecha, determine a) la aceleracion de B en 
relation con Ay b) la tension en el cable CD. 

1 2.36 Durante la practica de un lanzador de martillo, la cabeza A del 
martillo de 7.1 kg gira a una velocidad constante v en un tirculo horizontal 
como se muestra en la figura. Si p = 0.93 my 6 = 60°, determine a) la ten¬ 
sion en el alambre BC, b) la rapidez de la cabeza del martillo. 




Figura PI 2.36 


Una pelota atada A de 450 g se mueve a lo largo de una tra- 
yectoria circular a una rapidez constante de 4 m/s. Determine a) el angulo 6 
que forma la cuerda con el poste BC, b) la tension en la cuerda. 



Figura PI 2.37 
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12.38 Un alambre ACB de 80 in. de longitud pasa por un anillo en C, 
el cual esta unido a una esfera que gira a una rapidez constante v en el circulo 
horizontal que se muestra en la figura. Si 0! = 60° y 0 2 = 30° y la tension es 
la misma en ambas porciones del alambre, determine la rapidez v. 

12.39 Un alambre ACB pasa por un anillo en C, el cual esta unido a 
una esfera de 12 lb que gira a una rapidez constante v en el circulo hori¬ 
zontal que se muestra en la figura. Si 0! = 50° y d = 30 in. y la tension en 
ambas porciones del alambre es de 7.6 lb, determine a) el angulo 0 2 y b) la 
rapidez v. 

12.40 Dos alambres AC y BC estan unidos a una esfera de 7 kg que 
gira a rapidez constante v en el circulo horizontal que se muestra en la fi¬ 
gura. Si 0i = 55° y 0 2 = 30° y d = 1.4 m, determine el intervalo de valores 
de v para los cuales ambos alambres se mantienen tensos. 

12.41 Una esfera D de 100 g se encuentra en reposo respecto al tam- 
bor ABC que gira a una razon constante. Sin tomar en cuenta la fried on, de¬ 
termine el intervalo de los valores permisibles de la velocidad v de la esfera, 
si ninguna de las fuerzas normales ejercidas por la esfera sobre las superfi¬ 
cies inclinadas del tambor debe exceder 1.1 N. 



Figura P12.41 


*12.42 Como parte de una exposition al aire libre, un modelo de la 
Tierra C de 12 lb se une a los alambres AC y BC y gira a rapidez constante 
v en el circulo horizontal que se muestra en la figura. Determine el inter¬ 
valo de valores permisibles de v si ambos alambres permaneceran tensos y 
la tension en cualquiera de ellos no sera mayor que 26 lb. 



Figura PI2.42 
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Las esferas volantes de 1.2 lb del regulador centrifugo giran 
con rapidez constante v en el circulo horizontal de 6 in. de radio que se mues- 
tra en la figura. Sin tomar en cuenta los pesos de los eslabones AB, BC, AD 
y DE y con la restriction de que los eslabones solo soportan fuerzas de ten¬ 
sion, determine el intervalo de valores permisibles de v de rnodo que las mag¬ 
nitudes de las fuerzas de los eslabones no excedan 17 lb. 



1 1.2 lb 


Figura P12.43 


12.44 Un nino que tiene una masa de 22 kg se sienta sobre un co- 
lumpio y un segundo nino lo mantiene en la position mostrada. Si se des- 
precia la masa del columpio, determine la tension en la cuerda AB a) mien- 
tras el segundo nino sostiene el columpio con sus brazos extendidos de 
manera horizontal, b) inmediatamente despues de soltar el columpio. 


A 



12.' Una bola para demolition B de 60 kg esta unida a un cable de 
acero AB de 15 m de largo y oscila en el arco vertical que se indica en la fi¬ 
gura. Determine la tension en el cable a) en la parte superior C de la osci- 
lacion y b) en la parte inferior D de la oseilacion, donde la rapidez de B es 
igual a 4.2 m/s. 



Figura PI 2.45 
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Figura PI 2.48 


En el transcurso de una persecution a alta velocidad, un auto- 
movil deportivo de 2 400 lb que viaja a una rapidez de 100 mi/h apenas pierde 
contacto con el camino cuando alcanza la cresta A de una colina. a) Deter¬ 
mine el radio de curvatura p del perfil vertical del camino en A.b) Utilizando 
el valor de p que se encontro en el inciso a), determine la fuerza que ejerce 
el asiento de un conductor de 160 lb que conduce un automovil de 3 100 lb, 
cuando este ultimo, viajando a rapidez constante de 50 mi/h, pasa por A. 


A 



12. La portion mostrada de una pendiente para tobogan esta con- 
tenida en un piano vertical. Las secciones AB y CD tienen los radios de cur¬ 
vatura que se in dican en la figura, mientras que la section BC es recta y forma 
un angulo de 20° con la horizontal. Si el coeficiente de friction cinetica en- 
tre el trineo y la pendiente es de 0.10 y la rapidez del trineo es de 25 ft/s 
en B, determine la componente tangential de la aceleracion del trineo a) justo 
antes de llegar a B, b) justo despues de pasar C. 


$ 

a 



12.48 Una serie de pequeiios paquetes, cada uno con una masa de 
0.5 kg, se descarga desde una banda transportadora corno se muestra en la fi¬ 
gura. Si el coeficiente de friction estatica entre cada paquete y la banda trans¬ 
portadora es de 0.4, determine a) la fuerza ejercida por la banda sobre el pa¬ 
quete justo despues de haber pasado el punto A, b) el angulo 6 que define al 
punto B donde los paquetes se deslizan por primera vez con respecto a la banda. 
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12. Una piloto de 54 kg vuela un jet de entrenamiento en una media 
vuelta veitical de 1 200 m de radio de manera que la velocidad del jet disrni- 
nuye a razon constante. Si se sabe que los pesos aparentes de la piloto en los 
puntos Ay C son respectivamente de 1 680 N y 350 N, determine la fuerza que 
ejerce sobre ella el asiento del jet cuando este se encuentra en el punto B. 


C 



A 

Figura PI 2.49 


12.50 Un bloque B de 250 g se encuentra dentro de una pequena ca- 
vidad cortada en el brazo OA, que gira en el piano vertical a razon constante 
de tal modo que v = 3 m/s. Si se sabe que el resorte ejerce una fuerza de mag- 
nitud P — 1.5 N sobre el bloque B, y sin tomar en cuenta la fuer¬ 
za de friction, determine el intervalo de valores de 9 para los cuales el bloque 
B esta en contacto con la cara de la cavidad mas cercana al eje de rotation O. 



Figura PI 2.50 

12.51 Una curva en una pista de carreras tiene un radio de 1000 ft y 
una rapidez maxima de 120 mi/h. (Vea en el problema resuelto 12.6 la defi¬ 
nition de velocidad maxima.) Si se sabe que un automovil de carreras co- 
mienza a derrapar sobre la curva cuando viaja a una rapidez de 180 mi/h, de¬ 
termine a) el angulo 9 del peralte, b) el coeficiente de friction estatica entre 
las llantas y la pista bajo las condiciones prevalecientes, c) la rapidez minima 
a la cual el mismo automovil podria pasar la curva sin dificultades. 



Figura PI2.51 











12.52 Un automovil viaja sobre un camino peraltado a una rapidez 
constante v. Determine el intervalo de valores de v para los cuales el auto¬ 
movil no patina. Exprese su respuesta en terminos del radio r de la curva, el 
angulo 0 de peralte y el angulo de friction estatica cf> s entre las llantas y el 
pavimento. 

12.53 Los trenes de inclination como el American Flyer, que viaja de 
Washington a Nueva York y Boston, estan disenados para desplazarse con se- 
guridad a altas velocidades sobre secciones curvas de las vias que fueron di- 
senadas para trenes convencionales mas lentos. Al entrar a una curva, cada 
vagon se inclina por medio de actuadores hidraulicos montados sobre sus pla- 
taformas. La caracterfstica de inclination de los vagones incrementa tambien 
el confort de los pasajeros al eliminar o reducir de manera considerable la 
fuerza lateral F s . (paralela al piso del vagon) a la cual los pasajeros se sienten 
sujetos. Para un tren que viaja a 100 mi/h sobre una section curva de la via 
con un angulo de peralte 0 = 6° y con una rapidez maxima permitida de 
60 mi/h, determine a) la magnitud de la fuerza lateral que siente un pasa- 
jero de peso W en un vagon estandar sin ninguna inclination = 0), b) el 
angulo de inclination <f> que se requiere si el pasajero no debe sentir ninguna 
fuerza lateral. (Vea en el problema resuelto 12.6 la definition de rapidez ma¬ 
xima.) 



Figura PI2.53 y PI2.54 


12 Las pruebas que se llevan a cabo con los trenes de inclina¬ 
tion descritos en el problema 12.53 revelan que los pasajeros se marean 
cuando miran a traves de la ventana del vagon si el tren recorre una curva a 
alta velocidad, incluso sin sentir una fuerza lateral. En consecueneia, los 
disenadores prefieren reducir, pero no eliminar esa fuerza. Para el caso 
del tren del problema 12.53, determine el angulo de inclination (f> que se 
requiere si los pasajeros sintieran fuerzas laterales iguales a 10% de sus 
pesos. 







12.55 Un pequeno collarin D de 300 g puede deslizarse sobre la por- Problemas y-| g 

cion AB de la barra que esta doblada en la forma que se indica en la figura. 

Si se sabe que a = 40° y que la barra gira alrededor del eje vertical AC a 
una razon constante de 5 rad/s, determine el valor de r para el cual el colla- 
rin no se deslizara sobre la barra, si se desprecia el efecto de la friction en- 
tre la barra y el collarin. 



Figura PI 2.55, 
PI 2.56 y PI 2.57 


12.56 Un pequeno collarin D de 200 g puede deslizarse sobre la por¬ 
tion AB de la barra que esta doblada en la forma que se indica en la figura. 
Si se sabe que la barra gira alrededor del eje vertical AC a una razon cons¬ 
tante y que a = 30° y r = 600 mm, determine el intervalo de valores de la 
rapidez v para el cual el collarin no se deslizara sobre la barra, si el coefi- 
ciente de friction estatica entre la barra y el collarin es 0.30. 

12.51 Un pequeno collarin D de 0.6 lb puede deslizarse sobre la por¬ 
tion AB de la barra que esta doblada en la forma que se indica en la figura. 
Si se sabe que r = 8 in. y que la barra gira alrededor del eje vertical AC a 
una razon constante de 10 rad/s, determine el valor minimo permisible del 
coeficiente de friction estatica entre el collarin y la barra si el collarin no 
debe deslizarse cuando a) a = 15°, b) a = 45°. Para cada caso indique la 
direction del movimiento inminente. 



12.58 Una ranura semicircular con 10 in. de radio se corta en una 
placa plana que gira alrededor de la vertical AD a una razon constante de 
14 rad/s. Un bloque pequeno E de 8 lb esta disenado para deslizarse en la 
ranura mientras la placa gira. Si los coeficientes de friction son /r s . = 0.35 y 
/u* = 0.25, determine si el bloque se deslizara en la ranura cuando este se 
libera en la position correspondiente a a) 6 = 80°, b) 6 = 40°. Tambien de¬ 
termine la magnitud y la direction de la fuerza de friction ejercida sobre el 
bloque inmediatamente despues de ser liberado. 

12.59 Tres segundos despues de que una pulidora empezo a moverse 
a partir del reposo, se observa el vuelo de pequenas borlas de lana que sa- 
len de la circunferencia de 225 mm de diametro de la almohadilla de pulido. 
Si la pulidora se enciende de tal manera que la lana de la circunferencia se 
somete a una aceleracion constante tangential de 4 m/s 2 , determine a) la ra¬ 
pidez v de la borla cuando esta se desprende de la almohadilla y b) la mag¬ 
nitud de la fuerza que se requiere para liberal' la borla si la masa promedio 
de esta es de 1.6 mg. 


Figura PI 2.58 



Figura P12.59 
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12.60 Sobre tin escenario se construye una plataforma giratoria A que 
se utilizara en una production teatral. En un ensayo se observa que el baul 
B empieza a deslizarse sobre la plataforma giratoria 10 s despues de que esta 
ernpezo a girar. Si el baul se somete a una aceleracion constante de 0.24 m/s 2 , 
determine el coeficiente de friction estatica entre el baul y la plataforma gi¬ 
ratoria. 



12.61 El mecanismo de eslabones paralelos ABCD se utiliza para 
transportar un componente I entre los procesos de manufacture de las esta- 
ciones E, F y G al recolectarlo con una estacion cuando 0 = 0 y depositarlo 
en la estacion siguiente cuando 6 = 180°. Si se sabe que el elemento BC 
permanecera horizontal a lo largo de su movimiento y que los enlaces AB y 
CD giran a una razon constante en un piano vertical, de manera tal que 
Vb = 2.2 ft/s, determine a) el valor mmimo del coeficiente de friction esta¬ 
tica entre el componente y BC mientras se esta transfiriendo y b) los valo- 
res de 6 para los cuales el deslizamiento es inminente. 



Figura P12.61 


12.62 Si los coeficientes de friction entre el componente I y el ele¬ 
mento BC del mecanismo del problema 12.61 son /jl s = 0.35 y /t* = 0.25, 
determine a) la rapidez maxima permitida v B si el componente no debe des¬ 
lizarse sobre BC mientras es transferido y b) el valor de 6 para el cual el 
deslizamiento es inminente. 
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12.63 En el tubo de rayos catodicos que se muestra en la figura, los 
electrones emitidos por el catodo y atraidos por el anodo pasan a traves de 
un pequeno agujero en el anodo, y luego viajan en lfnea recta con velocidad 
v 0 hasta que inciden sobre la pantalla en A. Sin embargo, si se establece una 
diferencia de potential de V entre las dos placas paralelas, los electrones es- 
taran sujetos a una fuerza F perpendicular a las placas mientras viajan entre 
estas, e incidiran en la pantalla en el punto B que esta a una distancia S de 
A. La magnitud de la fuerza F es F = eV/d, donde — e es la carga de un elec¬ 
tron y d es la distancia entre las placas. Deduzca una expresion para la de¬ 
flexion d en terminos de V, v 0 , la carga -e y la masa m de un electron, asi 
como las dimensiones d, l y L. 




12.64 En el problema 12.63 determine el valor minimo permitido del 
cociente dll en terminos de e , m, v 0 y V si en x = / la distancia minima 
permitida entre la trayectoria de los electrones y la placa positiva es igual a 
0.05 d. 

12.65 El modelo actual para un tubo de rayos catodicos se debe mo- 
dificar de manera que la longitud del tubo y el espacio entre las placas se re- 
duzcan en 40 y 20 por ciento, respectivamente. Si el tamano de la pantalla 
debe permanecer igual, determine la nueva longitud V de las placas supo- 
niendo que todas las otras caracteristicas del tubo deben conservarse sin cam- 
bio. (En el problema 12.63 se puede ver una description general del tubo 
de rayos catodicos.) 


12.7. CANTIDAD DE MOVIMIENTO ANGULAR DE UNA 
PARTICULA. RAZON DE CAMBIO DE LA CANTIDAD 
DE MOVIMIENTO ANGULAR 

Considerese una particula P de masa m que se mueve con respecto a 
un sistema de referencia newtoniano Oxyz. Como se estudio en la sec- 
cion 12.3, la cantidad de movimiento lineal de la particula en un ins- 
tante determinado se define como el vector mv obtenido al multipli- 
car la velocidad v de la particula por su masa m. El momenta alrededor 
de O del vector mv se denomina momento de la cantidad de movi¬ 
miento, o la cantidad de movimiento angular de la particula en torno 
a O en ese instante y se denota por medio de H 0 . Al recordar la defi¬ 
nition del momento de un vector (section 3.6) y denotar mediante r 
el vector de position de P, se escribe 


H 0 = r X mv 


( 12 . 12 ) 
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Figura 12.12 


se tiene que H 0 es un vector perpendicular al piano que contiene r y 
mv y de magnitud 


H 0 = rmv sen <f> 


(12.13) 


donde 4> es el angulo entre r y mv (figura 12.12). El sentido de H 0 
puede determinarse a partir del sentido de mv aplicando la regia de la 
mano derecha. La unidad de cantidad de movimiento angular se ob- 
tiene al multiplicar las unidades de longitud y de cantidad de movi- 
miento lineal (seccion 12.4). Con unidades del SI se tiene 


(m)(kg • m/s) = kg • m 2 /s 

Con unidades de uso comun en Estados Unidos, se escribe 
(ft)(lb • s) = ft • lb • s 

Al descomponer los vectores r y mv en componentes y aplicar la 
formula (3.10), se escribe 


H r 


i j k 

x y z 
mv x mv,j rnv z 


(12.14) 


Las componentes de H 0 , las cuales representan tambien los momentos 
de la cantidad de movimiento lineal mv alrededor de los ejes de coorde- 
nadas, se obtienen expandiendo el determinante en (12.14). Se tiene 


H x = m(yv z - zv y ) 

Hy = m(zv x — xv z ) (12.15) 

H z = m(xv y — yv x ) 

En el caso de una particula que se mueve en el piano xy, se tiene 
= vz = 0 y I as componentes H x y H y se reducen a cero. De tal modo, 
la cantidad de movimiento angular es perpendicular al piano xy; en ese 
caso se define por complete mediante el escalar 


H 0 = H z = m(xvy - yv x ) 


(12.16) 







que sera positivo o negativo de acuerdo con el sentido en el cual se 
observa que la partfcula se mueve desde O. Si se recurre a coordenadas 
polares, se descompone la cantidad de movimiento lineal de la partfcu- 
la en las componentes radial y transversal (figura 12.13) y se escribe 

H 0 = rmv sen </> = rmv e (12.17) 

o, al recordar de (11.45) que v g = rd, 


H 0 = m^0 


(12.18) 


A continuation se calcula la derivada con respecto a t de la canti¬ 
dad de movimiento angular H 0 de la partfcula P que se mueve en el 
espacio. Al diferenciar ambos miembros de la ecuacion (12.12), y re¬ 
cordar la regia para la diferenciacion de un producto vectorial (section 
11.10), se escribe 


12.8. Ecuaciones de movimiento en terminos 
de las componentes radial y transversal 
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H 


o 


= r X mv + r X mv = v X mv + r X raa 


Puesto que los vectores v y mv son colineales, el primer termino de la 
expresion que se obtiene es cero; y, mediante la segunda ley de New¬ 
ton, ma es igual a la suma 2F de las fuerzas que actuan sobre P. Si 
r X XF representa la suma XM 0 cle los momentos alrededor de O de 
estas fuerzas, se escribe 


2M 0 



(12.19) 


La ecuacion (12.19), que resulta direetamente de la segunda ley 
de Newton, establece que la suma de los momentos de O de las fuer¬ 
zas que actuan sobre la particida es igual a la razon de cambio del mo- 
mento de la cantidad de movimiento, o cantidad de movimiento angu¬ 
lar, de la particula alrededor de O. 


12.8. ECUACIONES DE MOVIMIENTO EN TERMINOS 
DE LAS COMPONENTES RADIAL Y TRANSVERSAL 


Considerese una partfcula P, de coordenadas polares r y 6, que se 
mueve en un piano bajo la action de varias fuerzas. Al descomponer 
las fuerzas y la aceleracion de la partfcula en las componentes radial y 
transversal (figura 12.14) y sustituir la ecuacion (12.2), se obtienen las 
dos ecuaciones escalares 

2F r = ma r 2F 0 = ma e (12.20) 

Al sustituir a r y a 0 de acuerdo con las ecuaciones (11.46), se tiene 

2F r = m(r - rd 2 ) (12.21) 

2F e = m(rd + 2 rd) (12.22) 

Las ecuaciones que se obtienen pueden resolverse para dos incognitas. 



Fotografi'a 12.4 Las fuerzas que actuan sobre la 
probeta usada en una maquina de centrifugado 
de alta velocidad pueden describirse en terminos 
de sus componentes radiales y transversales. 
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Era posible deducir la ecuacion (12.22) de la ecuacion (12.19). Al 
recordar (12.18) y notar que SM 0 = rXF w , la ecuacion (12.19) produce 

r2F e = —^(mrO) 
at 

= ?n(t~ 2 6 + 2 rfd) 

y, despues de dividir ambos miembros entre r, 

2F e = mir'e + 2 id) (12.22) 



12.9. MOVIMIENTO BAJO UNA FUERZA 
CENTRAL. CONSERVACION DE LA CANTIDAD 
DE MOVIMIENTO ANGULAR 

Cuando la unica fuerza que actua sobre una particula P es una fuerza F 
dirigida hacia O alejandose de un punto fijo O, se dice que la particula 
se esta moviendo bajo una fuerza central, y el punto O se conoce como 
el centro de fuerza (figura 12.15). Puesto que la linea de action de F 
pasa por O, se debe tener XM f; = 0 en cualquier instante. Al sustituir 
la ecuacion (12.19), se obtiene 


Ho = 0 


Figura 12.15 


para todos los valores de t e, integral' en t. 


H 0 = constante (12.23) 

Se concluye en consecuencia que la cantidad de movimiento angular 
de una particula que se mueve bajo una fuerza central es constante, 
tanto en magnitud como en direction. 

Al recordar la definition de la cantidad de movimiento angular de 
una particula (section 12.7), se escribe 


r X mv = H 0 = constante (12.24) 


de la cual se concluye que el vector de position r de la particula P debe 
ser perpendicular al vector constante H 0 . Por consiguiente, una particula 
sometida a una fuerza central se mueve en un piano fijo perpendicular a 
H 0 . El vector H 0 y el piano fijo se definen mediante el vector de position 







inicial r 0 y la velocidad inicial v 0 de la partfcula. Por conveniencia, se 
considerara que el piano de la figura coincide con el piano fijo de movi- 
miento (figura 12.16). 

Puesto que la magnitud H 0 de la cantidad de movimiento angular 
de la partfcula P es constante, el miembro del lado derecho de la ecua¬ 
cion (12.13) debe ser constante. Por lo tanto, se escribe 

rrnv sen <f) = r o mv o sen </>o (12.25) 

Esta relation se aplica al movimiento de cualquier partfcula sometida 
a una fuerza central. Puesto que la fuerza gravitacional que ejerce 
el Sol sobre un planeta es una fuerza central dirigida hacia el centra 
del Sol, la ecuacion (12.25) es fundamental para el estudio del movi¬ 
miento planetario. Por una razon similar, tambien es fundamental para 
el estudio del movimiento de vehfculos espaciales en orbita alrededor 
de la Tierra. 

De manera altemativa, al recordar la ecuacion (12.18), es posible 
expresar el hecho de que la magnitud H a de la cantidad de movimiento 
angular de la partfcula P es constante al escribir 
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Figura 12.16 


mr 2 d = H 0 = constante (12.26) 


o, dividir entre m y denotar por h el movimiento angular por masa uni- 
taria Ho/m, 


)H = h (12.27) 

Es posible dar a la ecuacion (12.27) una interpretation geometrica in- 
teresante. Si se observa en la figura 12.17 que el vector radial OP 
barre un area infinitesimal cl A = fr 2 cW conforme gira t un angulo clO, y 
si se define la velocidad de area de la partfcula como el cociente clA/dt, 
se nota que el miembro del lado izquierdo de la ecuacion (12.27) re- 
presenta el doble de la velocidad de area de la partfcula. Por consi- 
guiente, se concluye que cuando una particula se mueve bajo una fuerza 
central, su velocidad cle area es constante. 



12.10. LEY DE GRAVITACION DE NEWTON 

Como se estudio en la section anterior, la fuerza gravitacional que ejerce 
el Sol sobre un planeta o por la Tierra sobre un satelite en orbita es un 
ejemplo importante de una fuerza central. En esta section se aprendera 
como determinar la magnitud de una fuerza gravitacional. 

En su ley de la gravitacion universal, Newton postulo que dos par- 
tfculas de masa M y m a una distancia r una de la otra se atraen entre 
sf con fuerzas iguales y opuestas F y -F dirigidas a lo largo de la lfnea 
que las une (figura 12.18). La magnitud comun F de las dos fuerzas es 


F = G- 


. Mm 
r 2 



(12.28) 
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donde G es una constante universal, llamada la constante de gravita¬ 
tion. Los experimentos indiean que el valor de G corresponde a 
(66.73 ± 0.03) X 10 -12 m 3 /kg • s 2 en unidades del SI o aproximada- 
mente 34.4 X 10 -9 ft 4 /lb • s 4 en unidades del sistema de uso comun en 
Estados Unidos. Las fuerzas gravitacionales existen entre cualquier par 
de cuerpos, pero su efeeto solo es apreciable cuando uno de los cuer- 
pos tiene una masa muy grande. El efeeto de las fuerzas gravitaciona¬ 
les es patente en los casos de movimiento de un planeta alrededor del 
Sol, de satelites que orbitan alrededor de la Tierra, o de cuerpos que 
caen sobre la superficie terrestre. 

Puesto que la fuerza que ejerce la Tierra sobre un cuerpo de masa 
m localizado sobre o cerca de su superficie se define como el peso W 
del cuerpo, es posible sustituir la magnitud W = mg del peso por F, y 
el radio R de la Tierra por r, en la ecuacion (12.28). Se obtiene 

GM GM 

W - mg - r2 m o g- r2 (12.29) 

donde M es la masa de la Tierra. En virtud de que la Tierra no es ver- 
daderamente esferica, la distancia R desde el centro terrestre depende 
del punto elegido sobre su superficie, y los valores de W y g variaran 
entonces con la altura y la latitud del punto que se este considerando. 
Otra razon para la variation de W y g con la latitud es que un sistema 
de ejes unido a la Tierra no constituye un sistema de referencia new- 
toniano (vease la section 12.2). Una definition mas precisa del peso de 
un cuerpo debe, por lo tanto, incluir una componente que represente 
la fuerza centrifuga debida a la rotation terrestre. Los valores de g a 
nivel del mar varfan de 9.781 m/s 2 , o 32.09 ft/s 2 , en el ecuador, a 9.833 
m/s 2 , o 32.26 ft/s 2 , en los polos. * 

La fuerza que ejerce la Tierra sobre un cuerpo de masa rn ubicado 
en el espacio a una distancia r de su centro, puede determinarse a par- 
tir de la ecuacion (12.28). Los calculos se simplifiearan un poeo, ya que 
de acuerdo con la ecuacion (12.29), el producto de la constante de gra¬ 
vitation G y de la masa M de la Tierra puede expresarse como 

GM = gR 2 (12.30) 

donde g y el radio R de la Tierra seran dados en sus valores promedio 
g = 9.81 m/s 2 y R = 6.37 X 10 6 m en unidades del SI* y g = 
32.2 ft/s 2 y R = (3960 mi)(5280 ft/mi) en unidades de uso comun en 
Estados Unidos. 

El descubrimiento de la ley de la gravitation universal se ha atri- 
buido a menudo a la creencia de que, luego de observar la calda de 
una manzana de un arbol, Newton reflexiono que la Tierra debe atraer 
a una manzana y a la Luna de la misma manera. Si bien es dudoso que 
este ineidente haya ocurrido en la realidad, si es posible afirmar que 
Newton no habria formulado su ley si no hubiera percibido primero 
que la aceleracion de un cuerpo que cae debe ser consecuencia de la 
misma causa que la aceleracion que mantiene a la Luna en su orbita. 
El concepto basico de la continuidad de la atraccion gravitational se 
comprende mejor en la actualidad, cuando la brecha entre la manzana 
y la Luna se esta llenando de satelites terrestres artificiales. 


f Una formula que expresa g en terminos de la latitud (j> se proporciono en el problema 12.1. 

*El valor de R se encuentra facilmente si se recuerda que la circunferencia terrestre es 
2 ttR = 40 X 10 6 m. 





PROBLEMA RESUELTO 12.7 

Un bloque B de masa m se puede deslizar libremente sobre un brazo OA 
sin friction, que gira en un piano horizontal a razon constante 0 O . Si se 
sabe que B se suelta a una distancia r 0 de O, exprese como funcion de r, 
a) la componente v r de la velocidad de B a lo largo de OA, b ) la magni- 
tud de la fuerza horizontal F ejercida sobre B por el brazo OA. 


SOLUCION 


o*- 




Puesto que todas las otras fuerzas son perpendiculares al piano de la ligura, la 
unica fuerza que se muestra actuando sobre B es la fuerza F perpendicular a OA. 
Ecuaciones de movimiento. Al usar las componentes radial y transversal. 

+/ l 'ZF r = ma r : 0 = m(r — r0 2 ) (1) 

+\2F S = ma e \ F = m(rd + 2 rO) (2) 

a) Componente v r de la velocidad. Puesto que v r = r, se tiene 
dv r dv r dr dr, 


r = v r = 


dt dr dt r dr 


Al sustituir r en (1), y recordar que 0 = 0 O y separar las variables, 

v r dv r = Oq r dr 

Al multiplicar por 2 e integrar de 0 a v r y de r 0 a r, 

vr = Ooir 2 ~ r%) v r = doir 2 ~ r§) 1/2 ◄ 
b) Fuerza horizontal I Al dejar 6 = 0 O , 0 = 0 , r = v r en la ecua- 
cion (2), y sustituir la expresion para v r que se obtuvo en la parte a, 

F = 2 mUr 2 - rg) 1/z 0 o F = 2m0§(r 2 - r§) 1/2 ◄ 



PROBLEMA RESUELTO 12.8 

Se lanza un satelite en direction paralela a la superficie de la Tierra con una 
velocidad de 18 820 mi/h desde una altura de 240 mi. Determine la veloci¬ 
dad del satelite cuando este alcanza su altura maxima de 2 340 mi. Recuer- 
dese que el radio de la Tierra es de 3 960 mi. 


SOLUCION 



Puesto que el satelite se mueve bajo el efecto de una fuerza central dirigida 
hacia el centra O de la Tierra, su cantidad de movimiento angular H 0 es 
constante. De la ecuacion (12.13) se tiene 

rmv sen <f> = F[ a = constante 

que muestra que v es minima en B, donde tanto r como sen <£ son maximos. 
Al expresar la conservation de la cantidad de movimiento angular entre Ay B. 


Vb ~ v A ~ = (18820 mi/h) 

r B 


r A mv A = r B mv B 

3 960 mi + 240 mi 


3960 mi + 2 340 mi 

v B = 12550 mi/h M 
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RESOL UCION DE PROB LEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


En esta leccion se continuo el estudio de la segunda ley de Newton expresando la 
fuerza y la aceleracion en terminos de sus componentes radial y transversal, donde 
las ecuaciones de movimiento correspondientes son 

2F r = ma r : 2F r = m(r — rd 2 ) 

2F e = ma g : 2F e = m(rd + 2 rd) 

Se introdujo el momento de la cantidad de movimiento, o la cantidad de movimiento 
angular, H 0 de una partfcula alrededor de O 

H 0 = r X mv (12.12) 

y se encontro que H 0 es constante cuando la partfcula se mueve bajo una fuerza cen¬ 
tral con su centra localizado en O. 


1. Empleo de las componentes radial y transversal. Las componentes radial 
y transversal se presentaron en la ultima leccion del capftulo 11 [section 11.14]; es 
necesario que se repase dicho material antes de tratar de resolver los siguientes pro- 
blemas. Ademas, los comentarios en la leccion anterior respecto a la aplicacion de la 
segunda ley de Newton (dibujo de un diagrama de cuerpo libre y un diagrama ma, 
etc.) siguen aplicandose [problema resuelto 12.7]. Por ultimo, hay que percatarse 
de que la solution de ese problema resuelto depende de la aplicacion de las tecni- 
cas que se desarrollaron en el capftulo 11 —es necesario recurrir a tecnicas simila- 
res para resolver algunos de los problemas de esta leccion—. 


2. Resolucion de problemas que implican el movimiento de una particula so- 
metida a una fuerza central. En problemas de este tipo se conserva la cantidad de 
movimiento angular H 0 de la partfcula alrededor del centra de fuerza O. Es conve- 
niente introdutir la constante h = Ho/m, que representa la cantidad del movimiento 
angular por unidad de masa. La conservation de la cantidad del movimiento angular de 
la partfcula P en tomo a O se expresa entonces mediante alguna de las siguientes ecua¬ 
ciones 

rv sen <f> = h o r^O = h 

donde r y 6 son las coordenadas polares de P, y r/r es el angulo que la velocidad v de 
la partfcula forma con la lfnea OP (figura 12.16). La constante h se determina a partir 
de las condiciones iniciales y es posible resolver cualquiera de las ecuaciones 
anteriores para una de las incognitas. 


3. En los problemas de mecdnica celeste que implican el movimiento orbital 
de un planeta alrededor del Sol, o un satelite en torno a la Tierra, la Luna o algun 

(continuo) 
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otro planeta, la fuerza central F es la fuerza de la atraccion gravitacional; esta se di- 
rige hacia el centra de fuerza O y tiene la magnitud 


F 



(12.28) 


Adviertase que en el caso particular de la fuerza gravitacional que ejerce la Tierra, 
el producto GM puede sustituirse por g R 2 , donde R es el radio terrestre [ecuacion 


12.30], 


Con frecuencia se encuentran los siguientes dos casos de movimiento orbital: 

a) En el caso de un satelite en orbita circular ; la fuerza F es normal a la or- 
bita y se puede escribir F = ma n \ al sustituir F de la ecuacion (12.28) y observar que 
a n = v 2 /p = v 2 /r, se obtendra 

Mm v 2 _ GM 

G — — = m — o v = - 

y y 

b ) Para un satelite en una orbita eliptica, el vector del radio r y la veloci- 
dad v del satelite son perpendiculares entre si en los puntos A y B, los cuales son, 
respectivamente, el mas alejado y el mas cercano al centra de fuerza O [problema 
resuelto 12.8]. De tal manera, la conservation del momento angular del satelite en¬ 
tre estos dos puntos se expresa como 

r A mv A = r B mv B 
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Problemas 



Figura PI 2.66 y PI 2.68 


1 2.66 La varilla OA gira alrededor de O eii un piano horizontal. El 
movimiento del collarfn B de 300 g se define mediante las relaciones r = 
300 + 100 cos (0.5 irt) y 6 = v-(t 2 — 3 1), donde r se expresa en milrmetros, 
t en segundos y 9 en radianes. Determine las componentes radial y trans¬ 
versal de la fuerza ejercida sobre el collarfn cuando a) t = 0 y b) t = 0.5 s. 

Para el movimiento definido en el problema 12.66, determine 
las componentes radial y transversal de la fuerza ejercida sobre el collarfn 
cuando f = 1.5 s. 

1 2.68 La varilla OA gira alrededor de O en un piano horizontal. El mo¬ 
vimiento del collarfn B de 5 lb se define mediante las relaciones r = 10/(t + 
4) y 0 — (2/7 t) sen irt, donde r se expresa en pies, t en segundos y 9 en ra¬ 
dianes. Determine las componentes radial y transversal de la fuerza ejercida 
sobre el collarfn cuando a) t = 1 s yfo)t = 6 s. 


12.69 Un collarfn B de masa m se desliza sobre un brazo AA' sin fric- 
cion. El brazo esta unido a un tambor D y gira alrededor de O en un piano 
horizontal a una razon 9 = ct, donde c es una constante. Cuando el arreglo 
brazo-tambor gira, un mecanismo dentro del tambor libera una cuercla de 
manera que el collarfn se mueve hacia afuera a partir de O con una rapidez 
constante k. Si se sabe que en t = 0, r = r 0 , exprese como una fun cion de 
w, c, k, r 0 y t, a) la tension T en la cuerda, b ) la magnitud de la fuerza hori¬ 
zontal Q ejercida por el brazo AA' sobre B. 



Figura PI2.69 y PI2.70 


12.70 El collarfn B de 3 kg se desliza sobre un brazo AA' sin friccion. El 
brazo esta unido a un tambor D y gira alrededor de O en un piano horizontal 
a una razon 6 = 0.75f, donde 9 y t se expresan en rad/s y segundos, respecti- 
vamente. Cuando el arreglo brazo-tambor gira, un mecanismo dentro del tam¬ 
bor libera una cuerda de manera que el collarfn se mueve hacia afuera a partir 
de O con una rapidez constante de 0.5 m/s. Si se sabe que en t = 0, r = 0, de¬ 
termine el tiempo al cual la tension en la cuerda es igual a la magnitud de la 
fuerza horizontal que ejerce el brazo AA' sobre B. 
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12.71 El pasador B de 100 g se desliza a lo largo de la ranura en el 
brazo rotatorio OC y a lo largo de la ranura DE, la cual se corto en una placa 
horizontal fija. Si se ignora la friccion y se sabe que el brazo OC gira a una 
razon constante 0 O = 12 rad/s, determine para cualquier valor dado de 9 
a) las componentes radial y transversal de la fuerza resultante F que se ejerce 
sobre el pasador B, b ) las fuerzas P y Q ejercidas sobre el pasador B por el 
brazo OC y la pared de la ranura DE, respectivamente. 



Figura PI 2.71 


*12.72 El deslizador C tiene un peso de 0.5 lb y puede moverse por 
una ranura cortada en un brazo AB, el cual gira a razon constante 0 O = 10 
rad/s en un piano horizontal. El deslizador se encuentra unido a un resorte 
con razon constante k = 2.5 lb/ft que se encuentra sin estirar cuando r = 0. 
Si el deslizador se suelta desde el reposo sin velocidad radial en la position 
r = 18 in. y no se toma en cuenta la friccion, determine para la position r 
= 12 in. a) las componentes radial y transversal de la velocidad del desliza¬ 
dor, b ) las componentes radial y transversal de su aceleracion, c) la fuerza 
horizontal ejercida sobre el deslizador por el brazo AB. 



* 12.73 Retome el problema 12.72, y ahora suponga que el resorte esta 
sin estirar cuando el deslizador C se encuentra a 2 in. a la izquierda del punto 
medio O del brazo AB (r = —2 in.). 


12. Una particula de masa m se lanza desde el punto A con una ve¬ 
locidad initial v 0 perpendicular a la linea OA y se mueve bajo una fuerza 
central F a lo largo de una trayectoria semicircular de diametro OA. Si se 
observa que r = r 0 cos 9 y se usa la ecuacion (12.27), demuestre que la ra- 
pidez de la particula es v = Vq/cos 2 0. 



Figura PI2.74 






























732 12.75 Para la particula del problema 12.74, determine la componente 

tangential F t de la fuerza central F a lo largo de la tangente a la trayectoria 
de la particula para a) 9 = 0 y b) 6 = 45°. 

12.76 Una particula de masa m se lanza desde el punto A con una ve- 
locidad initial v 0 perpendicular a la linea OA y se mueve bajo la action de 
una fuerza central F que se aleja del centra de fuerza O. Si la particula si- 
gue una trayectoria definida por la ecuacion r = r 0 /Vcos 26 y se usa la ecua- 
cion (12.27), exprese las componentes radial y transversal de la velocidad v 
de la particula como funciones de 9. 

12. Para la particula del problema 12.76, demuestre a) que la velo¬ 
cidad de la particula y la fuerza central F son proporcionales a la distancia r 
de la particula al centra de fuerza O y b) que el radio de curvatura de la tra¬ 
yectoria es proportional a r 3 . 

12.7 El radio de la orbita de una luna de determinado planeta es 
igual al doble del radio de dicho planeta. Si se denota mediante p la densi- 
dad media del planeta, demuestre que el tiempo que requiere la luna para 
completar una revolution alrededor del planeta es (24ir/Gp) 1/z , donde G es 
la constante de gravitation. 

12.7 Demuestre que el radio r de la orbita de una luna de un pla¬ 
neta dado puede determinarse a partir del radio R del planeta, la aceleracion 
de la gravedad en la superficie del planeta y el tiempo t requerido por la 
luna para dar una revolution completa alrededor del planeta. Determine la 
aceleracion de la gravedad en la superficie del planeta Jupiter si se sabe que 
R = 71 492 km, r = 3.551 dias y r = 670.9 X 10 3 km en el caso de su luna 
Europa. 

12.80 Los satelites de comunicaciones se ubican en una orbita geo- 
sincronica, es decir, en una orbita circular tal que terminan una revolution 
completa alrededor de la Tierra en un dia sideral (23.934 h), y de esa ma- 
nera parecen estacionarios con respecto a la superficie terrestre. Determine 
a) la altura de estos satelites sob re la superficie de la Tierra y b) la velocidad 
con la cual describen su orbita. De su respuesta en unidades tanto del SI 
como de uso comun en Estados Unidos. 

12.81 Determine la masa de la Tierra si se sabe que el radio medio de 
la orbita de la Luna alrededor de nuestro planeta es de 238 910 mi y que la 
Luna requiere 27.32 dias para completar una vuelta completa alrededor de 
la Tierra. 

12.82 Una nave espacial se coloca en una orbita polar alrededor del 
planeta Marte a una altura de 380 km. Si se sabe que la densidad media de 
Marte es de 3.94 Mg/m 3 y que el radio de Marte es de 3 397 km, determine 
a) el tiempo t que se requiere para que la nave espacial complete una revo¬ 
lution alrededor de Marte, b) la velocidad con la que la nave espacial des¬ 
cribe su orbita. 

12.83 Un satelite se coloca en una orbita circular alrededor del pla¬ 
neta Saturno a una altura de 2 100 mi. El satelite describe su orbita con una 
velocidad de 54.7 X 10 3 mi/h. Si el radio de la orbita alrededor de Saturno 
y el periodo orbital de Atlas, una de las lunas de Saturno, son 85.54 X 10 3 
mi y 0.6017 dias, respectivamente, determine a) el radio de Saturno y b) la 
masa de Saturno. (El periodo orbital de un satelite es el tiempo que requiere 
para dar una revolution completa alrededor de un planeta.) 

12. Se ha observado que los periodos orbitales (vea el problema 
12.83) de las lunas Julieta y Titania de Urano son 0.4931 dias y 8.706 dias, 
respectivamente. Si se sabe que el radio de la orbita de Julieta es de 64 360 
km, determine a ) la masa de Urano y b) el radio de la orbita de Titania. 
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circular alrededor de la Tierra a una altura de 2 800 mi y despues se trans- 
fiere a una orbita circular alrededor de la Luna. Si se sabe que la masa de la 
Luna es 0.01230 veces la masa de la Tierra y el radio de la Luna corresponde 
a 1 080 mi, determine a) la fuerza gravitational que se ejercio sobre la nave 
espacial cuando orbitaba la Tierra, b) el radio requerido de la orbita de la 
nave espacial alrededor de la Luna si los periodos orbitales (vea el problema 
12.83) de las dos orbitas deben ser iguales y c) la aceleracion de la gravedad 
en la superficie lunar. 

Para colocar un satelite de comunicaciones en una orbita geo- 
sincronica (vea el problema 12.80) a una altura de 22 240 mi sobre la su¬ 
perficie terrestre, el satelite se libera primero de un transbordador espacial, 
el cual esta en una orbita circular a una altura de 185 mi, y despues es lan- 
zado por un impulsador de plataforma superior hasta su altura final. Cuando 
el satelite pasa por A, el motor del impulsor se enciende para incorporar al 
satelite en la orbita de transferencia eliptica. El impulsor se enciende de 
nuevo en B para incorporar al satelite en la orbita geosincronica. Si se sabe 
que el segundo encendido aumenta la velocidad del satelite en 4 810 ft/s, de¬ 
termine a) la rapidez del satelite cuando se acerca a B sobre la orbita de 
transferencia eliptica, b) el aumento en la rapidez que resulta del primer en¬ 
cendido en A. 



Figura PI 2.86 


12. Un vehiculo espacial esta en una orbita circular de 2 200 km de 
radio alrededor de la Luna. Para pasar a una orbita mas pequena de 2 080 
km de radio, el vehiculo se ubica primero en una trayectoria eliptica AB re- 
duciendo su rapidez en 26.3 m/s cuando pasa por A. Si se sabe que la masa 
de la Luna es de 73.49 X 10 21 kg, determine a) la rapidez del vehiculo cuando 
se aproxima a B sobre la trayectoria eliptica, b) la cantidad que su rapidez 
debe reducirse cuando se aproxima a B para incorporarse a la orbita circu¬ 
lar mas pequena. 
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12.81 Los planes para una mision no tripulada al planeta Marte re- 
quieren que el vehfculo de regreso a la Tierra primero describa una orbita 
circular a una altura d A = 2 200 km sobre la superficie del planeta con una 
velocidad de 2 771 m/s. Al pasar por el punto A, el vehfculo se incorporara 
a una orbita elfptica de transference encendiendo su motor y aumentando 
su velocidad en Av a = 1 046 m/s. Cuando pase por el punto B, a una altura 
d B = 100 000 km, el vehfculo debe incorporarse a una segunda orbita de 
transferencia localizada en un piano ligeramente diferente, cambiando la di¬ 
rection de su velocidad y reduciendo su rapidez en Av B = —22.0 m/s. Por 
ultimo, cuando el vehfculo pase por el punto C, a una altura d, c = 1 000 km, 
su rapidez debe aumentar en Av c — 660 m/s para ingresar a su trayectoria 
de regreso. Si se sabe que el radio del planeta Marte es R = 3 400 km, de¬ 
termine la velocidad del vehfculo despues de completar la ultima maniobra 


Segunda orbita de transferencia 



12.89 Un transbordador espacial S y un satelite A se encuentran en 
las orbitas circulares que se muestran en la figura. Para recuperar el satelite, 
el transbordador se ubica primero en una trayectoria elfptica BC incremen- 
tando su rapidez en Av B = 280 ft/s cuando pasa a traves de B. Cuando el 
transbordador se aproxima a C, su rapidez se incrementa en Av c — 260 ft/s 
para incorporarlo en la segunda orbita de transferencia elfptica CD. Si se 
sabe que la distancia de O a C es de 4 289 mi, determine la cantidad en la 
cual la rapidez del transbordador debe incrementarse cuando se aproxima a 
D para insertarlo en la orbita circular del satelite. 



Figura PI 2.89 
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12.90 Un collarin de 3 lb puede deslizarse sob re una varilla horizontal 
la cual gira libremente alrededor de un eje vertical. El collarin se sostiene ini- 
cialmente en A mediante una cuerda unida al eje y comprime un resorte con 
una constante de 2 lb/ft, el cual esta sin deformar cuando el collarin se loca- 
liza en A. Cuando el eje gira a la tasa 0 = 16 rad/s, la cuerda se corta y el co- 
llarin se rnueve hacia fuera a lo largo de la varilla. Si se desprecia la friction 
y la masa de la varilla, determine a) las componentes radial y transversal de 
la aceleracion del collarin en A, b) la aceleracion del collarin relativa a la va¬ 
rilla en A, c) la componente transversal de la velocidad del collarin en B. 



Figura PI 2.90 

12.91 Para el collarin del problema 12.90, suponga que la varilla gira 
inicialmente a una razon 0 = 12 rad/s, determine para la position B del co¬ 
llarin, a) la componente transversal de la velocidad del collarin, b) las com¬ 
ponentes radial y transversal de su aceleracion, c) la aceleracion del collarin 
respecto a la varilla. 

12.92 Una bola A de 200 g y una bola B de 400 g se montan sobre 
una varilla horizontal que gira libremente alrededor de un eje vertical. Las 
bolas se mantienen en las posiciones indicadas mediante pasadores. El pa- 
sador que sostiene a B se quita repentinamente y la bola se mueve a la po¬ 
sition C cuando gira la varilla. Si se desprecia la friction y la masa de la va¬ 
rilla, y se sabe que la rapidez initial de A es v A = 2.5 m/s, determine a) las 
componentes radial y transversal de la aceleracion de la bola B inmediata- 
mente despues de que se quita el pasador, b) la aceleracion de la bola B re¬ 
lativa a la varilla en ese instante y c) la rapidez de la bola A despues de que 
la bola B ha alcanzado el reposo en C. 



12.93 Una pequena bola gira en un tirculo horizontal en los extremos 
de una cuerda de longitud l t , la cual forma un angulo 0! con la vertical. Des¬ 
pues se jala el cordon lentamente a traves del soporte en O hasta que la lon¬ 
gitud del extremo libre es igual a Z 2 . a) Obtenga una relation entre Z 1; l 2 , 0i 
y 0 2 . b) Si la bola se pone en movimiento de manera que al principio l\ = 
0.8 m y 0j = 35°, determine el angulo 0 2 cuando l 2 — 0.6 m. 



Figura P12.93 
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*12.11. TRAYECTORIA DE UNA PARTICULA BAJO 
LA ACCION DE UNA FUERZA CENTRAL 


Considerese una partfcula P que se mueve bajo el efeeto de una fuerza 
central F. Se desea obtener la ecuacion diferencial que define su tra- 
yectoria. 

Si se supone que la fuerza F esta dirigida hacia el centra de fuerza 
O, se tiene que 2F r y se reducen, respectivamente, a — F y cero 
en las ecuaciones (12.21) y (12.22). Por lo tanto, se escribe 

m(r-rd 2 )=~F (12.31) 

mirO + 2 r6) = 0 (12.32) 

Estas ecuaciones definen el moviiniento de P. Sin embargo, se susti- 
tuye la ecuacion (12.32) por la ecuacion (12.27), la cual es equivalente 
a la ecuacion (12.32), lo cual se verifica sin dificultad al diferenciarla 
con respecto a t, pero cuyo uso es mas conveniente. Se escribe 

cl6 

r'O = h o r 2 -^- = h (12.33) 


La ecuacion (12.33) se usa para eliminar la variable independiente 
t de la ecuacion (12.31). Al resolver la ecuacion (12.33) para 0 o dd/dt, 
se tiene 


d0 h 
0= ~r = ~ 

dt r 2 


(12.34) 


de la cual se deduce que 

_ dr _ dr dO _ h dr 
dt dO dt r 2 dO 
_ dr _ dr dO _ It dr 

r ~Hi~HoHi~i 2 Ho 

o, al sustituirr de (12.35), 




h d " d /1 \“ 
r 2, dO 1 dO \ r j 

h 2 d 2 n\ 

r 2 dO' 2 \ r ) 


(12.35) 


(12.36) 


Al sustituir 0 yr de (12.34) y (12.36), respectivamente, en la ecuacion 
(12.31) e introducir la funcion u = 1/r, se obtiene despues de simpli- 
ficaciones 


d 2 u _ F 
dO 2 + “ ' mh 2 u 2 


(12.37) 


Para obtener la ecuacion (12.37), se supuso que la fuerza F estaba di¬ 
rigida hacia O. Por lo tanto, la magnitud F sera positiva si F realmente 
apunta hacia O (fuerza atractiva) y negativa si F apunta alejandose de 
O (fuerza repulsiva). Si F es una funcion conocida de r y, en conse- 
cuencia, de u, la ecuacion (12.37) es una ecuacion diferencial en u y 0 
que define a la trayectoria seguida por la partfcula bajo la action de la 
fuerza central F. La ecuacion de la trayectoria se obtiene al resolver la 
ecuacion diferencial (12.37) para u con una funcion de 0 y al determi- 
nar las constantes de integration a partir de las condiciones iniciales. 
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Despues de que ha finalizado la ultima etapa de los cohetes de lanza- 
miento, los satelites terrestres y otros vehfculos espaciales estan suje- 
tos solo a la atraccion gravitacional de la Tierra. En consecuencia, es 
posible determinar su movimiento de las ecuaciones (12.33) y (12.37), 
las cuales gobiernan el movimiento de una particula bajo una fuerza 
central, luego de que F se ha sustituido por la expresion que se obtuvo 
para la fuerza de atraccion gravitational.* Al sustituir la expresion en 
la ecuacion (12.37) 


GMm 

F = 


= GMmu 2 


donde M = masa de la Tierra 
m = masa del vehiculo 

r = distancia del centra de la Tierra al vehiculo 
u =Vr 

se obtiene la ecuacion diferencial 

d 2 u GM 

dd 2 + “ ~ h 2 


(12.38) 


donde se observa que el miembro del lado derecho es una constante. 

La solution de la ecuacion diferencial (12.38) se obtiene al sumar la 
solution particular u = GM/h 2 a la solution general u = C cos (6 — 0 O ) 
de la ecuacion homogenea correspondiente (esto es, la ecuacion que se 
obtiene al igualar a 0 el miembro del lado derecho). Si se fija el eje po¬ 
lar de manera que 6 0 = 0, se escribe 



Fotografi'a 12.5 El telescopio Hubble fue 
puesto en orbita por el transbordador espacial en 
1990 (primera geosincronica de la NASA). 


1 GM 

— = u = , P + C cos 6 
r It 


(12.39) 


La ecuacion (12.39) es la correspondiente a una section conica (elipse, 
parabola o hiperbola) en las coordenadas polares r yd. El origen O de 
las coordenadas, el cual se ubica en el centra de la Tierra, es un foco 
de esta section conica, y el eje polar es uno de sus ejes de simetria (fi- 
gura 12.19). 

El cociente entre las constantes C y GM/h 2 define la excentrici- 
dad e de la section conica; al dejar 


C _ Of 
GM/li 2 ~ GM 


(12.40) 



Figura 12.19 


puede escribirse la ecuacion (12.39) en la forma 


1 

r 


GM 

h 2 


(1 + s cos 0) 


(12.39') 


Esta ecuacion representa las tres posibles trayectorias. 

s>l,oC> GM/h 2 -. hay dos valores 8] y — 6 1 del angulo po¬ 
lar, definido cos 8 t = —GM/Ch 2 , para los cuales el miembro 


f Se supone que los vehfculos espaciales considerados aquf son atrafdos unicamente por 
la Tierra, y que sus masas son ignorables en eomparacion con la masa de la Tierra. Si un 
vehiculo se mueve muy alejado de la Tierra su trayectoria quiza sea afectada por la atrac¬ 
cion del Sol, la Luna u otro planeta. 
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Vuelo libre 


consume la 
ultima etapa 

impulsado 

Lanzamiento 


Figura 12.21 


derecho de la ecuacion (12.39) se vuelve cero. Para estos dos 
valores, el vector radio r se vuelve infinito; la seccion conica 
es una hiperbola (figura 12.20). 

s = 1, o C = GM/h 2 : el vector radio se vuelve infinito para 
6 = 180°; la seccion conica es una parabola. 

3. s < 1, o C < GM/h 2 : el vector radio permanece finito para 
todo valor de 0; la seccion conica es una elipse. En el caso par¬ 
ticular en que s = C = 0, la longitud del vector radio es cons- 
tante, la seccion conica es un circulo. 

Ahora se vera como las constantes C y GM/h 2 , que caracterizan la 
trayeetoria de un vehiculo espacial, se determinan a partir de la posi¬ 
tion y velocidad del vehiculo al principio de su vuelo libre. Se consi- 
dera que, como es en general el caso, la fase impulsada de su vuelo se 
ha programado de manera tal que al consumirse la ultima etapa del co- 
hete de lanzamiento, el vehiculo tiene una velocidad paralela a la su- 
perficie de la Tierra (figura 12.21). En otras palabras, se supondra que 
el vehiculo espacial empieza su vuelo libre en el vertice A de su tra- 
yectoria. t 

Al denotar el vector radio y la velocidad del vehiculo al principio 
de su vuelo libre, respectivamente, por r 0 y u 0 , se observa que la velo¬ 
cidad se reduce a su componente transversal y, en consecuencia, que 
v Q = r 0 6 0 . Al recordar la ecuacion (12.27), se expresa el momento an¬ 
gular por masa unitaria h como 

h = r§0 o = r o^o (12.41) 

Es posible utilizar el valor obtenido para h para determinar la cons- 
tante GM/h 2 . Tambien se tiene que el calculo de esta constante se sim- 
plificara si se usa la relation que se obtuvo en la seccion 12.10: 

GM = gR 2 (12.30) 

donde R es el radio de la Tierra (R = 6.37 X 10 6 m o 3960 mi) y g es 
la aceleracion de la gravedad en la superficie terrestre. 

La constante C se obtiene fijando 6 = 0, r = r 0 en (12.39): 

1 GM 

C = T 0 ~1F (12 - 42 > 

Al sustituir h de (12.41), es posible expresar facilmente C en terminos 
de r o y v 0 . 

Se determinaran ahora las condiciones iniciales correspondientes 
a cada una de las tres trayectorias fundamentals indicadas antes. Al 
considerar primero la trayeetoria parabolica, se hace C igual a GM/h 2 
en la ecuacion (12.42) y se elimina h entre las ecuaciones (12.41) y 
(12.42). Al resolver para v 0 , se obtiene 

/2GM 
v 0 = J - 

V r o 


Se puede verificar facilmente que un valor mayor de la velocidad inicial 
corresponde a una trayeetoria hiperbolica y que un valor mas peque- 
no corresponde a una orbita eliptica. Puesto que el valor de v 0 que se 


f Los probleinas que impliquen lanzamientos oblicuos se consideraran en la seccion 13.9. 








obtuvo para la trayectoria parabolica es el valor mas pequerio para el 
cual el vehfculo espacial no regresa a su punto de inicio, recibe el nom- 
bre de velocidad de escape. Por consiguiente, se escribe 


v 


esc 


2 GM 


r 0 



(12.43) 
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si se recurre a la ecuacion (12.30). Se advierte que la trayectoria sera 1) 
hiperbolica si v 0 > v esc , 2) parabolica si u 0 = v esc y 3) elfptica si v 0 < v esc . 

Entre las diversas orbitas elipticas posibles, la que se obtiene 
cuando C = 0, la orbita circular, resulta de interes especial. Se en- 
cuentra con facilidad que el valor de la velocidad inicial correspon- 
diente a una orbita circular es 

I GM [gR* 

Ucirc = /—- o Vcirc = (12.44) 

si se toma en cuenta la ecuacion (12.30). De la figura 12.22 se tiene que 
para valores v 0 mayores que u circ . pero mas pequenos que u esc , el punto A 
donde se inicia el vuelo libre es el punto de la orbita mas cercano a la Tie- 
rra; este punto recibe el nombre de perigeo, mientras que el punto A', 
que es el mas alejado de la Tierra, se conoce como apogeo. Para valores 
de v 0 mas pequenos que u circ , el punto A es el apogeo, en tanto que el 
punto A", en el otro lado de la orbita, es el perigeo. Pai'a valores de v 0 mu- 
cho mas pequenos que u circ , la trayectoria del vehfculo espacial intercepta 
la superlicie de la Tierra; en tal caso, el vehfculo no entra en orbita. 

Los misiles balfsticos, que se disenan para golpear contra la su- 
perficie terrestre, tambien viajan a lo largo de trayectorias elipticas. En 
realidad, se debe reconocer ahora que cualquier objeto lanzado en el 
vacfo con una velocidad inicial v 0 mas pequena que u circ se movera a 
lo largo de una trayectoria elfptica. Solo en el caso en que las distan¬ 
ces implicadas son pequerias es posible suponer que el campo gravi- 
tacional de la Tierra es uniforme, y que la trayectoria elfptica puede 
aproximarse mediante una trayectoria parabolica, como se hizo antes 
(seccion 11.11) en el caso de proyectiles convencionales. 

Periodo orbital. Una caracterfstica importante del movimiento de 
un satelite terrestre es el tiempo que este requiere para describir su or¬ 
bita. Este tiempo, conocido como el periodo orbital del satelite, se de- 
nota mediante t. Observamos primero, en vista de la definition de ve¬ 
locidad de area (seccion 12.9), que r se obtiene al dividir el area dentro 
de la orbita entre la velocidad de area. Al advertir que el area de una 
elipse es igual a irab, donde a y b denotan, respectivamente, los semi- 
ejes mayor y menor, y que la velocidad de area es igual a h/2, se escribe 


u circ <V 0 K v esc 



Figura 12.22 


27 rab 
T= h 


(12.45) 


En tanto que h puede determinarse de inmediato a partir de r 0 y 
v Q en el caso de un satelite lanzado en una direction paralela a la su- 
perficie terrestre, los semiejes a y b no se relacionan directamente con 
las condiciones iniciales. Puesto que, por otro lado, los valores de r 0 y 
rq de r correspondientes al perigeo y al apogeo de la orbita pueden de¬ 
terminarse sin dificultades a partir de la ecuacion (12.39), se expresan 
los semiejes a y b en terminos de r 0 y r : . 

Considerese la orbita elfptica que se muestra en la figura 12.23. El 
centra de la Tierra se ubica en O y coincide con uno de los dos focos de 



Figura 12.23 
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el perigeo y el apogeo de la orbita. Facilmente se conlirma que 

r 0 + ri = 2a 



y consecuentemente 

a = |(r 0 + r x ) (12.46) 

Si se recuerda que la suma de las distancias desde cada uno de los fo- 
cos hasta cualquier punto de la elipse es constante, se escribe 

O'B + BO = O'A + OA = 2a o BO = a 
Por otro lado, se tiene que CO = a — r 0 . Por lo tanto, es posible escribir 
b 2 = (BC) 2 = (BO) 2 - (CO) 2 = a 2 — (a — r 0 ) 2 
b 2 = r„(2fl - r 0 ) = r 0 n 


y, por consiguiente, 

b = V r 0 r 1 (12.47) 

Las formulas (12.46) y (12.47) indican que los semiejes mayor y me- 
nor de la orbita son iguales, respectivamente, a la media aritmetica y 
geometrica de los valores maximo y mmimo del vector radio. Una vez 
que r 0 y rq se han determinado, las longitudes de los semiejes pueden 
calcularse facilmente y sustituirse por a y b en la formula (12.45). 


*12.13. LEYES DE KEPLER DEL MOVIMIENTO PLANETARIO 

Las ecuaciones que gobiernan el movimiento de un satelite terrestre 
se pueden utilizar para describir el movimiento de la Luna alrededor 
de la Tierra. En este caso, sin embargo, la masa de la Luna no es des- 
preciable comparada con la masa terrestre, y los resultados que se ob- 
tienen no son del todo precisos. 

La teorfa que se desarrollo en las secciones precedentes tambien 
se aplican al estudio del movimiento de los planetas alrededor del Sol. 
Aunque se introduce otro error al ignorar las fuerzas que los planetas 
ejercen entre si, la aproximacion que se obtiene es excelente. De he- 
cho, incluso antes de que Newton hubiera formulado su teorfa funda¬ 
mental, las propiedades expresadas por la ecuacion (12.39), donde M 
representa la masa del Sol, y mediante la ecuacion (12.33) habian sido 
descubiertas por el astronomo aleman Johann Kepler (1571-1630) a 
partir de observaciones astronomicas del movimiento de los planetas. 

Las tres leyes del movimiento planetario de Kepler se enuncian del 
modo siguiente. 

Cada planeta describe una elipse, con el Sol ubicado en uno 
de sus focos. 

2. El vector radio trazado desde el Sol hasta un planeta barre 
areas iguales en tiempos iguales. 

3. Los cuadrados de tiempos periodicos de los planetas son pro- 
porcionales a los cubos de los ejes semimayores de sus orbitas. 

La primera ley establece un caso particular del resultado que se 
establecio en la section 12.12, y la segunda ley expresa que la veloci- 
dad de area de cada planeta es constante (vease la section 12.9). Tam¬ 
bien es posible obtener la tercera ley de Kepler de los resultados a los 
que se llego en la section 12.12. f 


Aease el problema 12.121. 















PROBLEMA RESUELTO 12.9 


Un satelite se lanza en una direction paralela a la superficie de la Tierra con 
una velocidad de 36 900 km/h desde una altura de 500 km. Determine a) la al- 
titud maxima alcanzada por el satelite, b) el periodo orbital del satelite. 


SOLUCION 




a) Altitud maxima. Despues de que se lanza el satelite, este se en- 
cuentra sujeto unicamente a la atraccion gravitacional de la Tierra; en con- 
secuencia, su movimiento lo gobierna la ecuacion (12.39), 

1 GM 

— = —rs-h C COS 6 (1) 

r h 

Puesto que la componente radial de la velocidad es cero en el punto de lan- 
zamiento A, se tiene h = r 0 v 0 . A1 recordar que para la Tierra R = 6 370 km, 
se calcula 

r 0 = 6370 km + 500 km = 6870 km = 6.87 X 10® m 

36.9 X 10® m , 

u 0 = 36900 km/h =-r— = 10.25 X 10 3 m/s 

3.6 X 10 3 s 

h = r 0 v 0 = (6.87 X 10 6 m)(10.25 X 10 3 m/s) = 70.4 X 10 9 m 2 /s 
h 2 = 4.96 X 10 21 m 4 /s 2 


Puesto que GM = g R 2 , donde R es el radio de la Tierra, se tiene 

GM = gR 2 = (9.81 m/s 2 )(6.37 X 10 6 m) 2 = 398 X 10 12 m 3 /s 2 


GM 

h 2 


398 X 10 12 m 3 /s 2 


4.96 X 10 21 m 4 /s 2 
A1 sustituir este valor dentro de (1), se obtiene 

— = 80.3 X 10 -9 m _1 + C cos 6 
r 


( 2 ) 


A1 advertir que el punto Aes0 = Oyr = r o = 6.87 X 10® m, se calcula la 
constante C: 

--— = 80.3 X 10~ 9 m _1 + C cos 0° C = 65.3 X 10~ 9 m -1 

6.87 X 10® m 


En A', el punto de la orbita mas alejado de la Tierra, se tiene 6 = 180°. Me- 
diante (2), se calcula la distancia correspondiente r,: 

— = 80.3 X 10^ 9 m _1 + (65.3 X 10^ 9 m -1 ) cos 180° 

n 

r x = 66.7 X 10® m = 66 700 km 

Altura maxima = 66 700 km — 6370 km = 60300 km M 

b) Periodo orbital, Puesto que A y A' son el perigeo y el apogeo, 
respectivamente, de la orbita eliptica, se utilizan las ecuaciones (12.46) y 
(12.47) y se calculan los semiejes mayor y menor de la orbita 

a = |(r 0 + fq) = {(6.87 + 66.7)(10 e ) m = 36.8 X 10® m 
b = = V(6.87)(66.7) X 10 6 m = 21.4 X 10 6 m 

2t rah _ 2tt(36.8 X 10 6 m)(21.4 X 10 6 m) 

T = h = 70.4 X 10 9 m 2 /s 

t = 70.3 X 10 3 s = 1171 min = 19 h 31 min ◄ 
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RESOL UCION DE PROB LEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


En esta lection se continuo el estudio del movimiento de una parttcula bajo una 
fuerza central y se aplicaron los resultados a problemas en mecanica celeste. Se en- 
contro que la trayectoria de una parttcula bajo una fuerza central se define mediante 
la ecuacion diferencial 


d 2 u F 

~d¥ + u = 


(12.37) 


donde u es el rectproco de la distancia r de la parttcula al centra de fuerza (u = 1 /r), 
F es la magnitud de la fuerza central F, y h es una constante igual a la cantidad de 
movimiento angular por unidad de masa de la parttcula. En problemas de mecanica 
celeste, F es la fuerza de atraccion gravitational ejereida sobre el satelite o nave es- 
pacial por el Sol, la Tierra u otro planeta alrededor del cual viaja. Al sustituir F = 
GMm/r 2 = GMmu 2 en la ecuacion (12.37), se obtiene para ese caso 


cl 2 u _ GM 

de 2 + “ ~ h 2 


(12.38) 


donde el miembro del lado derecho es una constante. 


1. Andlisis del movimiento de satelites y naves espaciales. La solution de la 
ecuacion diferencial (12.38) define la trayectoria de un satelite o nave espacial. Esta 
se obtuvo en la section 12.12 y se expreso en dos formas alternativas 

1 GM 1 GM, 

— = —r -5 —f- C cos 9 o — = - , ir(l + e cos $) (12.39, 12.39 ) 

r h r h 

Al aplicar estas ecuaciones recuerdese que 0 = 0 corresponde siempre al perigeo (el 
punto de maximo acercamiento) de la trayectoria (figura 12.19) y que h es una cons¬ 
tante para una trayectoria determinada. Dependiendo del valor de la excentricidad 
e, la trayectoria sera una hiperbola, una parabola o una elipse. 

a) £ > 1: La trayectoria es una hiperbola, por lo que para este caso la nave 
espacial nunca retorna a su punto de partida. 

b) e = 1: La trayectoria es una parabola. Este es el caso ltmite entre trayec- 
torias abierta (hiperbolica) y cerrada (eltptica). Para este caso la velocidad v Q en el 
perigeo es igual a la velocidad de escape t esc , 


I2GM 

v 0 = v esc =^—f— (12.43) 

Adviertase que la velocidad de escape es la velocidad mas pequena para la cual la 
nave espacial no regresa al punto de partida. 
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c) e < 1: La trayectoria es una orbita eliptica. En problemas que implican 
orbitas elipticas, tal vez se encuentre util en la solution de problemas subsecuentes 
la relacion que se obtuvo en el problema 12.102, 

1 1 _ 2GM 

r 0 + n~ h* 

Cuando se aplique esta ecuacion, hay que recordar que r 0 y r x son las distancias desde 
el centra de fuerza desde el perigeo {9 = 0) y el apogeo (6 = 180°), respectivamente; 
que h = r 0 v Q = rqui y que, para un satelite que orbita a la Tierra, GM tierra = g R 2 , 
donde R es el radio terrestre. Recuerdese tambien que la trayectoria es un circulo 
cuando s = 0. 


2. Determination del punto de impacto de una nave espatial que desciende. 

En problemas de este tipo, es posible que se suponga que la trayectoria sea eliptica, 
y que el punto inicial de la trayectoria de descenso es el apogeo de la trayectoria (fi- 
gura 12.22). Adviertase que en el punto de impacto, la distancia r en las ecuaciones 
(12.39) y (12.39') es igual al radio R del cuerpo sobre el cual la nave espacial aterriza 
o se estrella. Ademas, se tiene que h = Rvj sen </> z , donde v, es la velocidad de la nave 
espacial en el impacto y <)> 7 es el angulo que su trayectoria forma con la vertical en 
el punto de impacto. 

3. Calculo del tiempo de recorrido entre dos puntos sobre una trayectoria. Para 
el movimiento de fuerza central, el tiempo t que se requiere para que una particula 
recorra una portion de su trayectoria se determina al recordar de la section 12.9 que 
la razon a la cual el vector de position r barre el area en la unidad de tiempo es igual 
a la mitad de la cantidad de movimiento angular por masa unitaria h de la particula: 
dA/dt = hi2. Se concluye que, dado que h es constante para una trayectoria dada, que 


2A 



donde A es el area total barrida en el tiempo t. 


a) En el caso de una trayectoria eliptica, el tiempo que se requiere para com- 
pletar una orbita recibe el nombre de periodo orbital y se expresa como 


T = 


2(7 rab) 

h 


(12.45) 


donde a y b son los semiejes mayor y menor, respectivamente, de la elipse, y se re- 
lacionan con las distancias r 0 y r 1 mediante 

1 -- 

a = 2 ( r o + ti) y b = Vr 0 r 1 (12.46, 12.47) 


b) La tercera ley de Kepler proporciona una relacion conveniente entre los pe- 
riodos orbitales de dos satelites que describen orbitas elipticas alrededor del mismo 
cuerpo [section 12.13]. Al denotar los semiejes mayores de las dos orbitas de a 1 y a 2 , 
respectivamente, y los periodos orbitales correspondientes por t x y t 2 se tiene 


T 2 «! 


c) En el caso de una trayectoria parbolica, es posible que se recurra a la ex- 
presion dada en la portada del libra para un area parabolica o un area semiparabo- 
lica con el fin de calcular el tiempo que se requiere para viajar entre los dos puntos 
de la trayectoria. 
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Problemas 


12.9 Una particula de masa m describe el cardioide r = r 0 (l + 
cos 9)1 2 bajo una fuerza central F dirigida hacia el centra de fuerza 0. Me- 
diante la ecuacion (12.37), demuestre que F es inversamente proporcional a 
la cuarta potencia de la distancia r desde la particula hasta O. 




Figura PI 2.99 



Figura P12.94 


12.95 Una particula de masa m se proyecta desde el punto A con una 
velocidad initial v 0 perpendicular a OA y se rnueve bajo una fuerza central F a 
lo largo de una trayectoria eliptica definida por la ecuacion r = r ( /( 2 — cos 9). 
Mediante la ecuacion (12.37), demuestre que F es inversamente proporcional 
al cuadrado de la distancia r desde la particula hasta el centra de fuerza O. 

12.96 Una particula de masa m describe la trayectoria definida por la 
ecuacion r = r 0 sen 9 bajo la action de una fuerza central F dirigida hacia 
el centra de fuerza O. Mediante la ecuacion (12.37), demuestre que F es in¬ 
versamente proporcional a la quinta potencia de la distancia r desde la par¬ 
ticula hasta O. 

12.91 Para la particula del problema 12.76, utilice la ecuacion (12.37) 
para demostrar que la fuerza central F es proporcional a la distancia r desde 
la particula hasta el centra de fuerza O. 

12.9 Se observo que durante el primer vuelo sobre la Tierra de la 
nave espacial Galileo, la altura minima fue de 960 km sobre la superficie te- 
rrestre. Suponiendo que la trayectoria de la nave espacial fue parabolica, de¬ 
termine su velocidad maxima durante este primer vuelo sobre la Tierra. 

12.99 Cuando una sonda espacial que se aproxima al planeta Venus 
en una trayectoria parabolica alcanza el punto A de maximo acercamiento al 
planeta, su velocidad se reduce para incorporarla a una orbita circular. Si se 
sabe que la masa y el radio de Venus son 4.87 X 10 24 kg y 6 052 km, res- 
pectivamente, determine a) la velocidad de la sonda cuando se aproxima a 
A, b) la reduction de velocidad que se requiere para incorporarla en una or¬ 
bita circular. 
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12.100 Se observo que durante su segundo vuelo sobre la Tierra, la 
nave espacial Galileo tuvo una velocidad de 46.2 X 10 3 ft/s cuando alcanzo 
su altura minima de 188.3 mi sobre la superficie terrestre. Determine la ex- 
centricidad de la trayectoria de la nave espacial durante esta parte de su vuelo. 

12.101 Se observo que cuando la nave espacial Galileo alcanzo el 
punto de su trayectoria mas proximo a Io, una de las lunas del planeta Jupi¬ 
ter, se ubicaba a una distancia de 1 750 mi desde el centra de este satelite 
que tenia una velocidad de 49.4 X 10 3 ft/s. Si se sabe que la masa de Io es 
0.01496 veces la masa de la Tierra, determine la excentricidad de la trayec¬ 
toria de la nave espacial cuando se aproximaba a Io. 

12.102 Un satelite describe una orbita eliptica alrededor de un pla¬ 
neta de masa M. Si se denota por medio de r 0 y r 1; respectivamente, los va- 
lores minimo y maximo de la distancia r desde el satelite hasta el centra del 
planeta, deduzca la relation 

J_ J_ 2 GM 

r 0 + n - h 2 

donde h es la cantidad de movimiento angular por unidad de masa del sate¬ 
lite. 



12.103 En el corte del motor principal de su decimotercer vuelo, el 
transbordador espacial Discovery mantuvo una orbita eliptica de 40.3 mi de 
altura minima y 336 mi de altura maxima sobre la superficie terrestre. Si se 
sabe que en el punto A el transbordador tuvo una velocidad v 0 paralela a la 
superficie de la Tierra y que el vehiculo espacial se transfirio a una orbita 
circular cuando paso por el punto B, determine a) la velocidad v 0 del trans¬ 
bordador espacial en A, b) el aumento en la rapidez requerido en B para 
incorporar al transbordador en la orbita circular. 



40.3 mi 


= 3 960 mi 


336 mi 


Figura P12.103 
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12.104 Una sonda espacial describe una orbita circular alrededor de 
un planeta de radio R. La altura de la sonda sobre la superficie del planeta 
es aR y su velocidad es v Q . Para colocar a la sonda en una orbita eliptica que 
la acercara mas al planeta, su rapidez se reduce desde v 0 hasta f}v 0 , donde 
/3 < 1, al encender su motor durante un intervalo corto de tiempo. 
Determine el valor rninimo permisible de (3 si la sonda no debe chocar con la 
superficie del planeta. 

12.105 Mientras describe una orbita eliptica alrededor del Sol, una 
nave espacial alcanza una distancia maxima de 202 X 10 6 mi desde el centra 
del Sol en el punto A (llamado afelio) y una distancia minima de 92 X 10 6 mi 
en el punto B (llamado perihelio). Para colocar la nave espacial en una orbi¬ 
ta eliptica mas pequena con afelio A' y perihelio B ', donde A' y B' se locali- 
zan, respectivamente, a 164.5 X 10 6 mi y 85.5 X 10 6 mi, desde el centra del 
Sol, la rapidez de la nave espacial se reduce primero cuando pasa por A y des¬ 
pues se reduce mas cuando pasa por B'. Si se sabe que la masa del Sol es de 
332.8 X 10 3 veces la masa de la Tierra, determine a) la rapidez de la nave 
espacial en Ay b) la cantidad que la rapidez de la nave espacial debe redu- 
cirse en A y B' para que ingrese en la orbita eliptica deseada. 

12 106 Una sonda espacial se colocara en una orbita circular con 5 600 
mi de radio alrededor del planeta Venus en un piano especificado. Cuando la 
sonda alcanza A, el punto de su trayectoria original mas cercano a Venus, se 
inserta en una primera orbita de transferencia eliptica al reducir su rapidez 
en Au a . Esta orbita lo lleva al punto B con una velocidad mas baja. Alii, la 
sonda se inserta en una segunda orbita de transferencia ubicada en el piano 
especificado al cambiar la direction de su velocidad y ademas al reducir su 
rapidez en Av B . Por ultimo, cuando la sonda llega al punto C, se inserta en 
la orbita circular deseada al reducir su rapidez en Au c . Si se sabe que la masa 
de Venus es 0.82 veces la masa de la Tierra, que r A = 9.3 X 10 3 mi y r B — 
190 X 10 3 mi y que la sonda se aproxima a A en una trayectoria parabolica, 
determine en cuanto debe reducirse la velocidad de la sonda a) en A, b) en 
B, c) en C. 


Trayectoria de aproximacion 



12.107 Para la sonda espacial del problema 12.106, se sabe que r A = 
9.3 X 10 3 mi y que la velocidad de la sonda se reduce hasta 20 000 ft/s cuan¬ 
do pasa por A. Determine a) la distancia desde el centra de Venus hasta el 
punto B,b) la cantidad en la que debe reducirse la velocidad de la sonda en 
ByC. 

12.108 Determine el tiempo necesario para que la sonda espacial del 
problema 12.106 viaje de A a B sobre su primera orbita de transferencia. 




























12.109 La nave espacial Clementina describio una orbita elfptica de Probiemas 747 

altura minima h A = 400 km y una altura maxima de h B = 2 940 km sobre la 
superficie de la Luna. Si el radio de esta ultima es de 1 737 km y su masa 
corresponde a 0.01230 veces la masa de la Tierra, determine el periodo or¬ 
bital de la nave espacial. 



12.110 Una sonda espacial en una orbita terrestre baja se inserta en 
una orbita de transferencia elfptica al planeta Venus. Si se sabe que la masa 
del Sol es 332.8 X 10 3 veces la masa de la Tierra y se supone que la sonda 
esta sujeta solo a la atraccion gravitatoria del Sol, determine el valor de <t>, 
que define la position relativa de Venus con respecto a la Tierra, en el mo¬ 
menta que la sonda se inserta a la orbita de transferencia. 



Figura P12.110 


12.111 Con base en las observaciones efectuadas durante el avista- 
miento en 1996 del cometa Hyakutake, se concluyo que su trayectoria es una 
elipse sumamente alargada para la cual la excentricidad es casi de e = 
0.999887. Si se sabe que para el avistamiento de 1996 la distancia minima 
entre el cometa y el Sol era de 0.230R E , donde R E es la distancia media desde 
el Sol hasta la Tierra, determine el periodo orbital del cometa. 


12.112 El cometa Halley viaja en una orbita elfptica alargada para la 
cual la distancia minima desde el Sol es de aproximadamente jr E , donde 
r E = 150 X 10 6 km es la distancia media del Sol a la Tierra. Si se sabe que 
el periodo orbital del cometa Halley es de alrededor de 76 aftos, determine 
la distancia maxima desde el Sol alcanzada por el cometa. 


Determine el tiempo necesario para que la sonda espacial del 
problema 12.99 viaje desde B hasta C. 


12.114 Una sonda espacial describe una orbita circular de radio nR 
con una velocidad v 0 alrededor de un planeta de radio R y centra O. Cuando 
la sonda pasa por un punto A, su velocidad se reduce de v 0 a /3v 0 , donde 
/3 < 1, para poner la sonda en una trayectoria de impacto. Exprese en ter- 
minos de n y j8 el angulo AOB, donde B denota el punto de impacto de la 
sonda sobre el planeta. 

Antes de las misiones Apolo a la Luna, se utilizaron varios or- 
bitadores lunares para fotografiar la superficie del satelite y obtener infor¬ 
mation relativa a posibles sitios de alunizaje. Al final de cada mision, se ajusto 
la trayectoria de cada nave de manera que estas se estrellaran a fin de efec- 
tuar estudios adicionales de las caracterfsticas de la superficie lunar. En la fi¬ 
gura se muestra la orbita elfptica del Orbitador Lunar 2. Si se sabe que la 
masa de la Luna es 0.01230 veces la masa de la Tierra, determine la canti- 
dad que debe reducirse la rapidez del orbitador en el punto B de modo que 
choque con la superficie lunar en el punto C. ( Sugerencia: El punto B es el 
apogeo de la trayectoria de impacto elfptica.) 




1 790 km 


3 600 km - 


Figura P12.115 













748 12.116 Mientras una nave espacial se aproxima al planeta Jupiter, li¬ 

bera una sonda que debe entrar a la atmosfera del planeta en el punto B a 
una altitud de 450 km sobre la superficie de Jupiter. La trayectoria de la 
sonda es una hiperbole de excentricidad e = 1.031. Si se sabe que el radio 
y la masa de Jupiter son 71.492 X 10 3 y 1.9 X 10 27 kg, respectivamente, y 
que la velocidad v B de la sonda en B forma un angulo de 82.9° con la di¬ 
rection de OA, determine a) el angulo AOB, b ) la velocidad v B de la sonda 
en B. 


350 mi 



R = 3 960 mi 


Figura P12.117 


\ 



70.8 X 10 3 km 


Figura P12.116 


12.117 Un transbordador espacial describe una orbita circular a una al- 
tura de 350 mi sobre la superficie de la Tierra. Cuando pasa por el punto A, 
enciende su motor durante un breve intervalo de tiempo para reducir su ra- 
pidez en 500 ft/s y empezar su descenso hacia la Tierra. Determine el angulo 
AOB de manera que la altura del transbordador en el punto B sea 75 mi. ( Su- 
gerencia-. El punto A es el apogeo de la trayectoria descendente eliptica.) 



Figura P12.118 y P12.119 


12.118 Un satelite describe una orbita eliptica alrededor de un pla¬ 
neta. Denotando por r 0 y r ] las distancias correspondientes, respectivamente, 
al perigeo y al apogeo de la orbita, demuestre que la curvatura de esta ul¬ 
tima en cada uno de los dos puntos indicados puede expresarse como 

M(- + -) 

P 1 \ r 0 r Y ) 

12.119 a) Exprese la excentricidad s de la orbita eliptica descrita por 
un satelite alrededor de un planeta en terminos de las distancias r 0 y r x co¬ 
rrespondientes al perigeo y al apogeo de la orbita, b ) Utilice el resultado que 
se obtuvo en el inciso a) y los datos dados en el problema 12.111, donde 
It /, = 149.6 X 10 fi km, para determinar la distancia maxima apropiada desde 
el Sol que alcanza el cometa Hyakutake. 

12.120 1 Demuestre que el movimiento angular de masa unitaria h de 
un satelite que describe una orbita eliptica del semieje mayor a y excentri¬ 
cidad e alrededor de un planeta de masa M puede expresarse como 


h = VGMa(l - s 2 ) 

Deduzca la tercera ley del movimiento planetario de Kepler a 
partir de las ecuaciones (12.39) y (12.45). 

















REPASO Y RESUMEN 
DEL CAPITULO 12 


Este capftulo se dedico a la segunda ley de Newton y su aplicacion 
al analisis del movimiento de partfculas. 

Al denotar mediante m la masa de una partfcula, por XF la suma, Segunda ley de Newton 
o resultante, de las fuerzas que actuan sobre la partfcula, y por a la 
aceleraeion de la partfcula relativa a un sistema de referenda new- 
toniano [seccion 12.2], se escribe 

XF = ma (12.2) 

Al presentar la cantidad de movimiento lineal de una partfcula, Cantidad de movimiento lineal 
L = mx [seccion 12.3], se vio que la segunda ley de Newton tam¬ 
bien puede escribirse en la forma 

XF = L (12.5) 

la cual expresa que la resultante de la fuerza que actua sobre una 
particula es igual a la razon de cambio de la cantidad de movimiento 
lineal de la particula. 

La ecuacion (12.2) se cumple solo si se usa un sistema consis- Sistemas de unidades consistentes 
tente en unidades. Con unidades del SI, las fuerzas se expresaran 
en newtons, las masas en kilogramos y las aceleraciones en m/s 2 ; con 
unidades de uso comun en Estados Unidos las fuerzas deben ex- 
presarse en libras, las masas en lb • s 2 /ft (conocidas tambien como 
slugs), y las aceleraciones en ft/s 2 [seccion 12.4], 


Para resolver un problema que implica el movimiento de una Ecuaciones de movimiento de una partfcula 
partfcula, la ecuacion (12.2) debe sustituirse por ecuaciones que con- 
tengan cantidades escalares [seccion 12.5]. Al usar componentes rec- 
tangulares de F y a, se escribe 

XF* = rna x XF y = ma y XF, = ma z (12.8) 

Mediante las componentes tangencial y normal, se tiene 

dv v 2 

XF f = m —r XF„ = m 12.9') 

clt P 

Tambien se senalo [seccion 12.6] que las ecuaciones del movi- Equilibrio dinamico 
miento de una partfcula pueden sustituirse por ecuaciones similares 
a las de equilibrio que se usan en estatica si un vector — ma de mag- 
nitud ma pero de sentido opuesto al de la aceleraeion, se anade a las 
fuerzas aplicadas a la partfcula; en ese caso se dice que la partfcula 
esta en equilibrio dinamico. Sin embargo, por uniformidad, todos los 
problemas resueltos se solucionaron utilizando las ecuaciones de mo¬ 
vimiento, primero con componentes reetangulares [problemas re¬ 
sueltos 12.1 a 12.4] y despues con las componentes tangencial y nor¬ 
mal [problemas resueltos 12.5 y 12.6]. 
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Cantidad de movimiento angular 


En la segunda parte del capitulo se definio la cantidad de mo¬ 
vimiento angular H 0 de una particula alrededor de un punto O como 
el momento alrededor de O de la cantidad de movimiento lineal mx 
de esa particula [section 12.7]. Se escribe 



Figura 12.24 


H 0 = r X mx (12.12) 

y se tiene que H 0 es un vector perpendicular en el piano que con- 
tiene r y mx (figura 12.24) y de magnitud 

Hq = nnv sen f (12.13) 

Al descomponer los vectores r y mx en componentes rectan- 
gualres, se expresa la cantidad de movimiento angular H 0 en la 
forma determinada 


H 0 = 


mv x 


j 

y 

mVy 


k 

z 

mv z 


(12.14) 


En el caso de una particula que se mueve en el piano xy, se tiene 
z = v z = 0. La cantidad de movimiento angular es perpendicular al 
piano xy y esta completamente definida por su magnitud. Se escribe 


Ho = H z = m{xvy - yv x ) (12.16) 

Al calcular la tasa de cambio H 0 de la cantidad de movimiento 
angular H 0 , y al aplicar la segunda ley de Newton, se escribe la ecua- 
cion 

2M 0 = H 0 (12.19) 

la cual establece que la sunw de los momentos alrededor de O de las 
fuerzas que actuan sobre una particula es igual a la razon de cambio 
de la cantidad del movimiento angular de la particula en tomo a O. 


Componentes radial y transversal En muchos problemas que implican el movimiento piano de una 

particula, se encontro conveniente utilizar las componentes radial y trans¬ 
versal [section 12.8, problema resuelto 12.7] y escribir las ecuaciones 

1F r = m(r - r0 2 ) (12.21) 

1F e = m(rb + 2r6) (12.22) 

Movimiento bajo una fuerza central Cuando la unica fuerza que actua sobre una particula P es la 

fuerza F dirigida hacia o alejandose de un punto fijo O, se dice que 
la particula se mueve bajo la action de una fuerza central [section 
12.9], Puesto que XM 0 = 0 on cualquier instante dado, se concluye 
de la ecuacion (12.19) queH 0 = 0 para todos los valores de t y, en 
consecuencia, que 


H 0 = constante (12.23) 

Se concluye que la cantidad de movimiento angular de una particula 
que se mueve bajo uno fuerza central es constante, tanto en magni¬ 
tud como en direction, y que la particula se mueve en un piano per¬ 
pendicular al vector H 0 . 
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Al recordar la ecuacion (12.13), se escribe la relation 

rmv sen <j> = r 0 mv 0 sen 4> 0 (12.25) 

para el movimiento de cualquier partfcula bajo una fuerza central 
(figura 12.25). Mediante coordenadas polares y recordando la ecua¬ 
cion (12.18), se obtuvo tambien 

i^d = h (12.27) 

donde h es una constante que representa la cantidad de movimiento 
angular por unidad de masa, H 0 /m, de la partfcula. Se senalo (fi¬ 
gura 12.26) que el area infinitesimal clA que barre el radio vector 
OP cuando gira un angulo dO es igual a jr 2 dd y, en consecuencia, 
que el miembro del lado izquierdo de la ecuacion (12.27) representa 
el doble de la velocidad del area dA/dt de la partfcula. Por lo tanto, 
la velocidad de area de una particula que se mueve bajo una fuerza 
central es constante. 



Figura 12.25 



Una aplicacion importante del movimiento bajo una fuerza cen¬ 
tral la ofrece el movimiento orbital de cuerpos sometidos a la atrac- 
cion gravitacional [seccion 12.10]. De acuerdo con la ley de Newton 
de la gravitacion universal, dos partfculas a una distancia r una de 
la otra y de masas M y m, respectivamente, se atraen entre sf con 
fuerzas iguales y opuestas F y — F dirigidas a lo largo de la lfnea que 
une las partfculas (figura 12.27). La magnitud comun F de las dos 
fuerzas es 

Mm 

F = G-^r (12.28) 

donde G es la constante de gravitacion. En el caso de un cuerpo de 
masa m sujeto a la atraccion gravitacional de la Tierra, el producto 
GM, donde M es la masa de la Tierra, puede expresarse como 

GM = g R 2 (12.30) 

donde g = 9.81 m/s 2 = 32.2 ft/s 2 y R es el radio de la Tierra. 


Ley de Newton de la gravitacion universal 



M 

Figura 12.27 


Se demostro en la seccion 12.11 que una partfcula que se mueve Movimiento orbital 
bajo una fuerza central describe una trayectoria definida por la ecua¬ 
cion diferencial 

d 2 u _ F 
eld' 2 + U mh 2 u 2 


(12.37) 
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Figura 12.28 


donde F > 0 corresponde a una fuerza atraetiva y u = 1/r. En el caso 
de una particula que se mueve bajo la accion de una fuerza de atrac- 
cion gravitacional [seccion 12.12], se sustituye F por la expresion dada 
en la ecuacion (12.28). Midiendo d a partir del eje OA que une el 
foco O con el punto A de la trayectoria mas cercano a O (figura 12.28), 
se encuentra que la solution de la ecuacion (12.37) era 

1 GM , 

— = u = , , + C cos 6 (12.39) 

r hr 

Esta es la ecuacion de una conica de excentricidad s = Ch 2 /GM. 
La conica es una elipse si s < 1, una parabola si s = 1, y una hi- 
perbola si s > 1. Es posible determinar las constantes Cy/i de las 
condieiones iniciales; si la particula se proyecta desde el punto A 
(6 = 0, r = r 0 ) con una velocidad initial v 0 perpendicular a OA, te- 
nemos h = r Q v 0 [problema resuelto 12.9]. 


Se indieo tambien que los valores de la velocidad inicial co- 
rrespondientes, respectivamente, a una trayectoria parabolica y a una 
circular eran 




2GM 





(12.43) 

(12.44) 


y que el primero de estos valores, denominado la velocidad de es¬ 
cape, es el valor mas pequeno de v 0 para el cual la particula no re- 
gresara a su punto de partida. 


El periodo orbital r de un planeta o satelite se definio como el 
tiempo requerido por el cuerpo para describir su orbita. Se mostro 
que 


27 rab 
T= h 


(12.45) 


donde It = r 0 v 0 y donde ayb representan los semiejes mayor y me- 
nor de la orbita. Se indieo ademas que estos semiejes son iguales res¬ 
pectivamente a las medias aritmetica y geometrica de los valores ma- 
ximo y minimo del vector radio r. 


La ultima seccion del capitulo [seccion 12.13] presento las le- 
yes de Kepler del movimiento planetario y mostro que estas leyes 
empiricas, obtenidas a partir de antiguas obseivaciones astronomi- 
cas, confirman las leyes de movimiento de Newton, asi como su ley 
de gravitation. 









Problemas de repaso 


12.122 Un automovil de 3 000 lb es conducido hacia abajo sobre un 
piano inclinado de 5° a una rapidez de 50 mi/h cuando se aplican los frenos, 
lo que ocasiona la aplicacion de una fuerza de frenado total de 1 200 lb so¬ 
bre el automovil. Determine la distancia recorrida por el automovil antes de 
detenerse. 

12.123 Un bloque B de 6 kg descansa, como se muestra en la figura, 
sobre una mensula A de 10 kg. Los coeficientes de friccion son fju s = 0.30 y 
/u* = 0.25 entre el bloque B y la mensula A, y no existe friccion en la polea 
o entre la mensula y la superficie horizontal, a) Determine la masa maxima 
del bloque C si el bloque B no debe deslizarse sobre la mensula A. b) Si la 
masa del bloque C es 10% mas grande que la respuesta obtenida en a, de¬ 
termine las aceleraciones de A, B y C. 



Figura PI2.123 


12.124 El bloque A pesa 20 lb y los bloques B y C pesan 10 lb cada 
uno. Si se sabe que los bloques se encuentran inicialmente en reposo y que 
B recorre 8 ft en 2 s, determine a) la magnitud de la fuerza P, b ) la tension 
en la cuerda AD. Desprecie las masas de las poleas y el efecto de la friccion. 



Figura P12.124 


Un bloque B de 12 lb descansa sobre la superficie superior de 
una cuna A de 30 lb, como se muestra en la figura. No tome en cuenta la 
friccion y determine, inmediatamente despues de que el sistema se libera 
desde el reposo, a) la aceleracion de A, b ) la aceleracion de B en relation 
con A. 


121b 



Figura P12.125 
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754 12.126 La pista de la montana rusa que se muestra esta contenida en 

un piano vertical. La parte de la via entre A y B es recta y horizontal, en 
tanto que las porciones a la izquierda de A y a la derecha de B tienen los ra¬ 
dios de curvatura que se indican. Un carro viaja a la rapidez de 72 km/h 
cuando se aplican repentinamente los frenos, lo que provoca que las ruedas 
del carro se deslicen sobre la via (ju* = 0.25). Determine la desaceleracion 
inicial del carro si los frenos se aplican cuando este ultimo a) casi ha llegado 
a A, b) esta viajando entre Ay B, c) acaba de pasar por B. 




Figura PI2.126 


12.127 Un pequeno collarfn C de 200 g se puede deslizar sobre una 
varilla semicircular que esta disenada para girar alrededor de la vertical AB 
a una razon constante de 6 rad/s. Determine el valor minimo requerido del 
coeficiente de friction estatica entre el collarin y la varilla si el collarfn no 
debe deslizarse cuando a) 0 = 90°, b) 0 = 75°, c) 6 = 45°. Indique en cada 
caso la direction del movimiento inminente. 



El pasador B que pesa 4 oz se desliza libremente en un piano 
horizontal a lo largo de la ranura en el brazo rotatorio OC y a lo largo de la 
ranura DE con radio b = 20 in. Si se desprecia la friction y se sabe que 6 = 
15 rad/s y 0 = 250 rad/s 2 para la position 6 = 20°, determine para esa posi¬ 
tion a) las componentes radial y transversal de la fuerza resultante que se 
ejerce sobre el pasador B, b ) las fuerzas P y Q ejercidas sobre el pasador B 
por el brazo OC y la pared de la ranura DE, respectivamente. 

12.129 Una particula de masa m se proyecta desde el punto A con una 
velocidad inicial v 0 perpendicular a la linea OA y se mueve bajo la action de 
una fuerza central F que se aleja del centra de fuerza O. Si la particula si- 
gue una trayectoria definida por la ecuacion r = rj cos 20 y usa la ecuacion 
(12.27), exprese las componentes radial y transversal de la velocidad v de la 
particula como funciones del angulo 9. 
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12.130 Demuestre que el radio r de la orbita de la Luna puede de- 
terminarse a partir del radio R de la Tierra, la aceleracion de la gravedad g 
en la superficie de la Tierra y el tiempo t requerido por la Luna para com- 
pletar una revolution alrededor del planeta. Calcule r si se sabe que r = 27.3 
dias, de la respuesta en unidades del SI y de uso comun de Estados Unidos. 

* 12.131 El disco A gira en un piano horizontal alrededor de un eje 
vertical a razon constante de 0 o = 12 rad/s. La corredera B pesa 8.05 oz y se 
mueve en una ranura sin friction del disco. La corredera se line a un resorte 
de constante k, el cual se mantiene sin deformar cuando r = 0. Si la corre¬ 
dera se libera sin velocidad radial en la position r = 15 in., determine la po¬ 
sition de la corredera y la fuerza horizontal ejercida sobre esta por el disco 
cuando t = 0.1 s para a) k = 2.25 lb/ft, b ) k = 3.25 lb/ft. 



Se observo que cuando la nave espacial Voyager I alcanzo el 
punto de su trayectoria mas proximo a Satumo, se ubicaba a una distancia 
de 185 X 10 3 km desde el centra del planeta y tenia una velocidad de 21.0 
km/s. Si se sabe que Tethys, una de las lunas de Saturno, describe una or¬ 
bita circular con radio de 295 X 10 3 km a una rapidez de 11.35 km/s, de¬ 
termine la excentricidad de la trayectoria del Voyager I cuando se aproxi- 
maba a Saturno. 

12.133 Mediante la ignition de su motor, un transbordador alcanzo el 
punto A a una altitud de 40 mi sobre la superficie de la Tierra y tenia una 
velocidad horizontal v 0 . Si su primera orbita era eliptica y el transbordador 
se transfirio a una orbita circular cuando paso por el punto B a una altura de 
170 mi, determine a) el tiempo necesario para que el transbordador viaje 
desde A hasta B sobre su orbita eliptica original, b) el periodo orbital del 
transbordador en su orbita circular final. 



R = 3 960 mi 


50 mi 170 mi 


Figura PI2.133 













Problemas de computadora 


12.Cl El bloque B que tiene una masa de 10 kg esta inicialmente en 
reposo, como se indica en la figura, sobre la superficie superior de una cuna 
A de 20 kg, la cual se sostiene por medio de una superficie horizontal. Un 
bloque C de 2 kg se conecta al bloque B mediante una cuerda, que pasa so¬ 
bre una polea de masa despreciable. Si se recurre al software y se denota 
mediante /jl al coeficiente de friction de todas las superficies, calcule las ace- 
leraciones para los valores de /jl 3 = 0. Utilice incrementos de 0.01 para /jl , 
hasta que la cuna no se mueva y luego use incrementos de 0.1 hasta que no 
haya movimiento. 



Figura PI 2.Cl 


Un pequeno bloque de 1 lb esta en reposo en la parte superior 
de una superficie cilmdrica. Al bloque se le da una velocidad initial v 0 hacia 
la derecha de magnitud 10 ft/s la cual provoca que se deslice sobre la su- 
perficie cilmdrica. Utilizando software calcule y grafique los valores de 6 para 
los cuales el bloque pierde contacto con la superficie con valores de /JL k , 
el coeficiente de friction cinetica entre el bloque y la superficie, desde 0 
hasta 0.4. 
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Figura P12.C2 
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12.C3 Un bloque de masa m esta unido a un resorte de constante k. 
El bloque se suelta desde el reposo cuando el resorte esta en position hori¬ 
zontal y no deformada. Utilice software para determinar, para diversos valo- 
res seleccionados de k/m y r 0 , a) la longitud del resorte y la magnitud y la 
direction de la velocidad del bloque cuando este pasa directamente bajo el 
punto de suspension del resorte, b) el valor de k/m para el cual la velocidad 
es horizontal si rg — 1 m. 


i* - r 0 - 

Figura P12.C3 



12.C4 Use software para determinar los intervalos de valores de 0 para 
los cuales el bloque E del problema 12.58 no se deslizara en la ranura semi¬ 
circular de la placa plana. Si se supone un coeficiente de friction estatica de 
0.35, determine los intervalos de valores cuando la razon constante de rota¬ 
tion de la placa es a) 14 rad/s, b) 2 rad/s. 

12.C5 Con software determine el tiempo requerido por una nave es- 
pacial para viajar entre dos puntos de su trayectoria, dada la distancia al apo- 
geo o al perigeo de la trayectoria y la rapidez de la nave espacial en ese punto. 
Use este programa para determinar a) el tiempo requerido por el Orbitador 
Lunar 2 del problema 12.115 para viajar entre los puntos B y C de su tra¬ 
yectoria de impacto, si se sabe que la velocidad del orbitador es de 869.4 m/s 
cuando comienza a descender en B, b) el tiempo requerido por el transbor- 
dador espacial del problema 12.117 para viajar entre los puntos A y B de su 
trayectoria de aterrizaje, si se sabe que la rapidez del transbordador es de 
24 371 ft/s cuando comienza a descender en A. 




Una pelota de golf se deforma despues 
de un impacto, como lo muestra 
esta fotografia de alta velocidad. La 
deformacion maxima ocurrira cuando 
la velocidad de la cabeza del baston y la 
velocidad de la pelota sean iguales. En 
este capitulo se analizaran los impactos 
utilizando el coeficiente de restitucion y la 
conservacion de la cantidad de movimiento 
lineal. El tema de este capitulo es la 
cinetica de particulas a partir de los 
metodos de energia y cantidad de 
movimiento. 
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13.1. INTRODUCCION 


CAPITULO 13 CINETICA 
DE PARTICULAS: METODOS DE 
LA ENERGIA Y LA CANTIDAD 



DE MOVIMIENTO 

13.1 

Introduccion 

13.2 

Trabajo de una fuerza 

13.3 

Energia cinetica de una particula. 
Principio del trabajo y la energia 

13.4 

Aplicaciones del principio del 
trabajo y la energia 

13.5 

Potencia y eficiencia 

13.6 

Energia potential 

13.7 

Fuerzas conservativas 

13.8 

Conservation de la energia 

13.9 

Movimiento bajo una fuerza 
central conservativa. Aplicacion 
a la mecanica celeste 

13.10 

Principio del impulso y la 
cantidad de movimiento 

13.11 

Movimiento impulsivo 

13.12 

Impacto 

13.13 

Impacto central directo 

13.14 

Impacto central oblicuo 

13.15 

Problemas en los que interviene 
la energia y la cantidad de 
movimiento 


En el capitulo anterior la mayor paite de los problemas relacionados eon 
el movimiento de particulas se resolvieron mediante el uso de la ecuacion 
fundamental del movimiento F = ma Dada una particula sobre la que se 
ejerce una fuerza F, se podrfa resolver esta ecuacion para la aceleracion a, 
luego, aplicando los principios de la cinematica serfa posible determinar a 
paitir de a la veloeidad y la position de la particula en cualquier tiempo. 

El uso de la ecuacion F = ma junto con los principios de la cinematica 
permiten obtener dos metodos de analisis adicionales, el metodo del tra- 
bajo y la energia y el metodo del impulso y la cantidad de movimiento. La 
ventaja de estos metodos radica en el hecho de que hacen que resulte in- 
necesaiia la determination de la aceleracion. En realidad, el metodo del 
trabajo y la energia relaciona direetamente la fuerza, la masa, la veloeidad 
y el desplazamiento, en tanto que el metodo del impulso y la cantidad de 
movimiento relaciona la fuerza, la masa, la veloeidad y el tiempo. 

Primero se considera el metodo del trabajo y la energia. En las sec- 
ciones 13.2 a 13.4 se analizan el trabajo de una fuerza y la energia cinetica 
de una particula y se aplica el principio del trabajo y la energia a la solu¬ 
tion de problemas de ingenierfa. Los conceptos de potencia y eficiencia 
de una maquina se presentan en la section 13.5. 

Las secciones 13.6 a 13.8 se dedican al concepto de energia po¬ 
tential de una fuerza conservativa y a la aplicacion del principio de la 
conservation de energia a diversos problemas de interes practico. En 
la section 13.9, los principios de la conservation de la energia y de la 
conservation del momenta angular se emplean en forma conjunta para 
resolver problemas de mecanica celeste. 

La segunda parte del capitulo se dedica al principio del impulso y 
la cantidad de movimiento y a su aplicacion en el estudio del movi¬ 
miento de una particula. Como se vera en la section 13.11, este prin¬ 
cipio es en particular eficaz en el estudio del movimiento impulsivo de 
una particula, en el cual se aplican fuerzas muy grandes durante un in- 
tervalo de tiempo muy corto. 

En las secciones 13.12 a 13.14 se considera el impacto central de 
dos cuerpos y se muestra que existe cierta relation entre las veloci- 
dades relativas de los dos cuerpos en colision antes y despues del im¬ 
pacto. Esta relation, junto con el hecho de que se conserva la cantidad 
de movimiento total de los dos cuerpos, puede utilizarse para resolver 
varios problemas de interes practico. 

Por ultimo, en la section 13.15 se aborda la selection de los tres 
metodos fundamentales que se presentan en los capitulos 12 y 13 y el 
mas adecuado para la solution de un problema dado. Tambien se vera 
como es posible combinar el principio de conservation de la energia y 
el metodo del impulso y la cantidad de movimiento para resolver pro¬ 
blemas que implican unicamente fuerzas conservativas, con exception 
de la fase de corto impacto durante la cual tambien deben tomarse en 
cuenta las fuerzas impulsivas. 


13.2. TRABAJO DE UNA FUERZA 

Se definen primero los terminos desplazamiento y trabajo en la forma 
que se utilizan en mecanica/ Considere una particula que se mueve de 


f La definition de trabajo se presento en la section 10.2 y las propiedades basicas del tra¬ 
bajo de una fuerza se detallaron en las secciones 10.2 y 10.6. Por conveniencia, se repiten 
aqui las partes de este material que se relacionan con la cinetica de particulas. 
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13.2. Trabajo de una fuerza 761 


un punto A a un punto cercano A' (figura 13.1). Si r denota el vector 
de position correspondiente al punto A, el vector que une a A y a A' 
puede denotarse mediante la diferencial dr; el vector dr se denomina 
el desplazamiento de la particula. Suponga ahora que una fuerza F ac- 
tua sobre la particula. El trabajo de la fuerza F correspondiente al des¬ 
plazamiento dr se define como la cantidad 

dU = F • dr (13.1) 

obtenida al formar el producto escalar de la fuerza F y el desplaza- 
miento dr. Denotando por medio de F y ds, respectivamente, las mag¬ 
nitudes de la fuerza y el desplazamiento, y mediante a el angulo for- 
mado por F y dr, y recordando la definition de producto escalar de 
dos vectores (section 3.9), se escribe 

dU = F ds cos a (13.1') 

Utilizando la formula (3.30), es posible expresar tambien el trabajo dU 
en terminos de las componentes rectangulares de la fuerza y del des¬ 
plazamiento: 

dU = F x dx + F y dy + F z dz (13.1") 

Al ser una cantidad escalar, el trabajo tiene magnitud y signo, pero no 
direction. Tambien se vio que el trabajo debe expresarse en unidades 
que se obtienen al multiplicar unidades de longitud por unidades de 
fuerza. Asi, si se recurre a las unidades de uso comun en Estados 
Unidos, el trabajo debe expresarse en ft • lb o in. • lb. Si se emplean 
unidades del SI, el trabajo se expresara en N • m. La unidad de trabajo 
N • m se denomina como joule (J). + Al recordar los factores de con¬ 
version indieados en la section 12.4, se escribe 

1 ft • lb = (1 ft)(l lb) = (0.3048 m)(4.448 N) = 1.356 J 

Se deduce de (13.1') que el trabajo dU es positivo si el angulo a es agudo 
y negativo si a es obtuso. Son tres los casos de interes particular. Si 

f El joule (J) es la unidad de energia del SI, ya sea en forma mecanica (trabajo, energia 
potential, energia cinetica) o en forma quimica, electrica o termica. Se debe senalar que 
aim cuando N ■ m = J, el momenta de una fuerza debe expresarse en N ■ m y no en joules, 
ya que el momenta de una fuerza no es una forma de energia. 
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la fuerza F tiene la misma direccion que dr, y el trabajo dU se reduce 
a F ds. Si F tiene direccion opuesta a la de dr, el trabajo es dU = — F 
ds. Si F es perpendicular a dr, el trabajo dU es cero. 

El trabajo de F durante un desplazamiento finito de la particula 
de Ai a A 2 (figura 13.2a) se obtiene al integrar la ecuacion (13.1) a lo 
largo de la trayectoria que describe la particula. Este trabajo, denotado 
por U i_> 2 , es 


U 1^2 — 


fF • dr 

d A 


(13.2) 


Al utilizar la expresion alternativa (13.1') para el trabajo elemental dU 
y observar que F cos a representa la componente tangencial F t de la 
fuerza, es posible expresar el trabajo U^ 2 como 



Figura 13.2 


Ui _ ,2 = f (F cos a) ds = f F t ds (13.2') 

J ^ s 

donde la variable de integration s mide la distancia recorrida por la 
particula a lo largo de la trayectoria. El trabajo C/i_ >2 se representa por 
medio del area bajo la curva que se obtiene al graficar F t = F cos a 
contra s (figura 13.2b). 

Cuando la fuerza F se define por medio de sus componentes rec- 
tangulares, la expresion (13.1") puede utilizarse para el trabajo ele¬ 
mental. En ese caso se escribe 


2 = J A2 (F x dx + F y dy + F z dz) (13.2") 

A i 

donde la integration se va a realizar a lo largo de la trayectoria descrita 
por la particula. 



Figura 13.3 



Trabajo de una fuerza constante en movimiento rectili- 

neo. Cuando una particula que se mueve en una linea recta se somete 
a una fuerza F de magnitud constante y direccion constante (figura 
13.3), la formula (13.2') produce 

17^2 = (F cos a) Ax (13.3) 

donde a = angulo que forma la fuerza con la direccion de movimiento 
Ax = desplazamiento de Ai a A 2 

Trabajo realizado por la fuerza de la gravedad. El tra¬ 
bajo del peso W de un cuerpo, esto es, de la fuerza que la gravedad 
ejerce sobre ese cuerpo, se obtiene al sustituir las componentes de W 
en (13.1") y (13.2"). Al elegir el eje y hacia arriba (figura 13.4), se tiene 


W y F z = 0, y se escribe 


dU= -Wdy 


U^ 2 = ~ [' 2 Wdy = Wyi ~ Wy 2 

J Vi 

(13.4) 

Hi— >2 = ~W(y 2 ~ y i) = ~W Ay 

(13.4') 


donde Ay es el desplazamiento vertical de Ai a A 2 . En consecuencia, el 
trabajo del peso W es igual al producto deWyel desplazamiento vertical 


Figura 13.4 













del centro de gravedad del cuerpo. El trabajo es positivo cuando Ay < 0, 
esto es, cuando el cuerpo se mueve hacia abajo. 

Trabajo realizado por la fuerza que ejerce un resorte o 
muelle. Considere un cuerpo A unido a un punto fijo B por medio 
de un resorte; se supone que este ultimo no esta deformado cuando el 
cuerpo se encuentra en A 0 (figura 13.5 a). La evidencia experimental 
muestra que la magnitud de la fuerza F ejercida por el resorte sobre 
un cuerpo A es proporcional a la deformation x del resorte medida a 
partir de la position A 0 . Se tiene 

F = kx (13.5) 

donde k es la constante del resorte, expresada en N/m o kN/m si se 
usan unidades del SI y en lb/ft o lb/in. si se recurre a las unidades de 
uso comun en Estados Unidos.* 

El trabajo de la fuerza F ejercido por el resorte durante un des- 
plazamiento finito del cuerpo de A](x = xq) a A 2 (x = x 2 ) se obtiene al 
escribir 
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Resorte sin deformar 



a) 


dU = —F dx = ~kx dx 

L 7 ,^ = - f ' 2 kx dx = \kx f - \kxl (13.6) 

Debe tenerse cuidado de expresar k y x en unidades consistentes. Por 
ejemplo, si se utilizan unidades de uso comun en Estados Unidos, k 
debe expresarse en lb/ft y x en pies, o k en lb/in. y x en pulgadas; en el 
primer caso, el trabajo se obtiene en ft ■ lb, en el segundo, en in. • lb. 
Adviertase que el trabajo de la fuerza F ejercida por el resorte sobre 
el cuerpo es positivo cuando x 2 < x h esto es, cuando el resorte esta re- 
gresando a la posicion no deformada. 

Puesto que la ecuacion (13.5) es la de una linea recta de pendien- 
te k que pasa por el origen, el trabajo Lj_, 2 de F durante el desplaza- 
miento de Ax a A 2 puede obtenerse al evaluar el area del trapezoide 
que se muestra en la figura 13.5 b. Esto se hace al calcular Fi y F 2 y 
multiplicar la base Ax del trapezoide por medio de su altura media 
7 t(F| + F 2 ). Puesto que el trabajo de la fuerza F ejercido por el resor¬ 
te es positivo para un valor negativo de Ax, se escribe 

l/r -2 = “lOti + F 2 ) Ax (13.6') 


F 




Figura 13.5 



La formula (13.6') suele ser mas conveniente que la (13.6), pues son 
menores las posibilidades de confundir las unidades que se utilizan. 

Trabajo realizado por una fuerza gravitacional. En la sec- 
cion 12.10 se vio que dos particulas de masa Mytna una distancia r 
una de la otra se atraen entre si con fuerzas iguales y opuestas F y — F, 
dirigidas a lo largo de la linea que une a las particulas y de magnitud 


F 



Suponga que la particula M ocupa una posicion fija O mientras la particula 
m se mueve a lo largo de la trayectoria indicada en la figura 13.6. El tra- 


*La relacion F = kx es correcta unicamente bajo condieiones estaticas. Bajo condiciones 
dinamicas, la formula (13.5) debe modificarse para tomar en cuenta la inercia del resorte. 
Sin embargo, el error que se introduce al utilizar la relacion F = kx en la solucion de pro- 
blemas de cinetica es nnnimo si la masa del resorte es pequena comparada con las demas 
masas en movimiento. 
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X 



Figura 13.6 


bajo de la fuerza F ejercida sobre la particula m durante un desplazamiento 
infinitesimal de la particula de A a A' puede obtenerse al multiplicar la 
magnitud F de la fuerza por la componente radial dr del desplazamiento. 
Puesto que F esta dirigida hacia O, el trabajo es negativo y se escribe 


dU 


-F dr 



dr 


El trabajo realizado por la fuerza gravitational F durante un desplaza¬ 
miento finito de A x (r = r x ) a A 2 (r = r 2 ) es por tanto 


U 1—>2 =~f 

J.. 


'a GMm 


dr 


GMm 

r 2 


GMm 
r i 


(13.7) 


donde M es la masa de la Tierra. Es posible utilizar esta formula pa¬ 
ra determinar el trabajo de la fuerza ejercida por la Tierra sobre un 
cuerpo de masa m a una distancia r del centra de la misma, cuando r 
es mas grande que el radio R terrestre. Al recordar la primera de las 
relaciones (12.29), se puede sustituir el producto GMm en la ecuacion 
(13.7) por WR 2 , donde R es el radio de la Tierra (R = 6.37 X 10 6 m o 
3 960 mi) y W es el peso del cuerpo en la superficie terrestre. 

Varias fuerzas que se encuentran con frecuencia en problemas de ci¬ 
netica no realizan trabajo. Se trata de fuerzas aplieadas en puntos fijos 
(ds = 0) o actuando en una direction perpendicular al desplazamiento 
(cos a = 0). Entre las fuerzas que no realizan trabajo se encuentran las si- 
guientes: la reaction en un pasador sin friction cuando el cuerpo que se 
soporta gira alrededor del pasador, la reaction en una superficie sin fric¬ 
tion cuando el cuerpo en contacto se mueve a lo largo de la superficie, la 
reaction en un rodillo que se desplaza a lo largo de su pista y el peso de 
un cuerpo cuando el centra de gravedad se mueve en forma horizontal. 



13.3. ENERGIA CINETICA DE UNA PARTICULA. 
PRINCIPIO DEL TRABAJO Y LA ENERGIA 


Considere una particula de masa m que se somete a una fuerza F y 
que se mueve a lo largo de una trayectoria que es rectilinea o curva 
(figura 13.7). Al expresar la segunda ley de Newton en terminos de las 
componentes tangenciales de la fuerza y de la aceleracion (vease la sec- 
cion 12.5), se escribe 


F t = ma t o 


F t = m 


dv 

dt 


donde v es la velocidad de la particula. Al recordar de la section 11.9 
que v = ds/dt , se obtiene 


„ d v ds dv 

b t = m ——— = mv — 
ds dt ds 

F t ds = mv dv 


Al integrar desde Ai, donde s = «i y v = iq, hasta A 2 , donde s = s 2 y 
v = v 2> se escribe 



(13.8) 


El miembro de la izquierda de la ecuacion (13.8) representa el trabajo 
U i_> 2 de la fuerza F ejercida sobre la particula durante el desplazamiento 
de A x a A 2 ; como se indica en la seccion 13.2, el trabajo C/ 1 _ >2 es una 
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cantidad escalar. La expresion \mv 2 es tambien una cantidad escalar; 
se define como la energfa cinetica de la partfcula y se denota mediante 
T. Se escribe 

T = \mv 2 (13.9) 

Al sustituir en (13.8), se tiene 

Hi —>2 = T 2 - Tj (13.10) 

la cual expresa que, cuando la partfcula se mueve de .4 1 a A 2 bajo la ac¬ 
tion de una fuerza F, el trabajo de la fuerza F es igual al cambio de la 
energia cinetica de la particula. Lo anterior se eonoce como el principio 
del trabajo ij la energia. Al rearreglar los terminos en (13.10), se escribe 

2 = T 2 (13.11) 

Asf, la energia cinetica de una particula en A 2 puede obtenerse agre- 
gando a su energia cinetica en Ax el trabajo realizado durante el des- 
plazamiento de A\ a A 2 que lleva a cabo la fuerza F ejercida sob re la 
particula. Al igual que la segunda ley de Newton de la cual se deriva, 
el principio del trabajo y la energfa se aplica solo con respecto a un 
marco de referencia newtoniano (section 12.2). La rapidez v que se 
ernplea para determinar la energfa cinetica T debe, por tanto, medir- 
se con respecto a un marco de referencia newtoniano. 

Puesto que tanto el trabajo como la energfa cinetica son cantida- 
des escalares, su suma puede calcularse como una suma algebraica or- 
dinaria, considerandose el trabajo Lj_ >2 positivo o negativo de acuer- 
do con la direction de F. Cuando varias fuerzas actuan sob re la 
partfcula, la expresion Ui^ 2 representa el trabajo total de las fuerzas 
que actuan sobre la partfcula; esta se obtiene sumando algebraicamen- 
te el trabajo de las diversas fuerzas. 

Como se senalo antes, la energfa cinetica de una partfcula es una can¬ 
tidad escalar. Ademas, por la definition T = jmv 2 , la energfa cinetica siem- 
pre es positiva, independientemente de la direction de movimiento de la 
partfcula. Al considerar el caso particular cuando ui = 0yu 2 = u, yal sus¬ 
tituir 7\ = 0 y T 2 = T en (13.10) se observa que el trabajo realizado por 
las fuerzas que actuan sobre la partfcula es igual a T. En consecuencia, la 
energfa cinetica de una partfcula que se mueve con una rapidez v repre- 
senta el trabajo que debe efectuarse para llevar la partfcula desde el re- 
poso hasta la rapidez v. Si se sustituye Ti = T y T 2 = 0 en (13.10), tam¬ 
bien se advierte que cuando una partfcula que se mueve con una rapidez 
v se lleva al reposo, el trabajo ejecutado por las fuerzas que actuan sobre 
la misma es — T. Suponiendo que no se disipa energfa en forma de calor, 
la conclusion es que el trabajo realizado por las fuerzas ejercidas por la 
particula sobre los cuerpos que provocan que quede en reposo es igual 
a T. Por consiguiente, la energfa cinetica de una partfcula representa tam¬ 
bien la capacidad para realizar trabajo asociado con la velotidad de la 
particula. 

La energfa cinetica se mide en las mismas unidades que el trabajo, 
esto es, en joules si se usan unidades del SI y en ft ■ lb si se emplean uni¬ 
dades de uso comun en Estados Unidos. Se confirma que, en unidades 
del SI, 

T = fmv 2 = kg(m/s) 2 = (kg • m/s 2 )m = N • m = J 

en tanto que, en unidades de uso corniiri en Estados Unidos, 

T = \mv 2 = (lb • s 2 /ft)(ft/s) 2 = ft • lb 


13.3. Energia cinetica de una particula. 
Principio del trabajo y la energia 
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13.4. APLICACIONES DEL PRINCIPIO DEL TRABAJO 
Y LA ENERGIA 



La aplicacion del principio del trabajo y la energia simplifica en forma 
considerable la solution de muchos problemas que implican fuerzas, 
desplazamientos y velocidades. Considere, por ejemplo, el pendulo OA 
compuesto por una plomada A de peso W unida a una cuerda de lon- 
gitud 1 (figura 13.8a). El pendulo se suelta sin velocidad inicial desde 
una position horizontal OAi y se deja que oscile en un piano vertical. 
Se desea determinar la rapidez de la plomada cuando pasa por A 2 , di- 
rectamente abajo de O. 

Primero se determina el trabajo realizado durante el desplazamien- 
to desde Ai hasta A 2 por las fuerzas que actuan sobre la plomada. Se di- 
buja un diagrama de cuerpo libre de esta ultima, indicando todas las fuer¬ 
zas reales que actuan sobre ella, esto es, el peso W y la fuerza P ejercida 
por la cuerda (figura 13.8 b). (Un vector de inercia no es una fuerza real 
y no debe incluirse en el diagrama de cuerpo libre.) Adviertase que la 
fuerza P no realiza trabajo, ya que es normal a la trayectoria; la unica fuer¬ 
za que efectua trabajo es eonsecuentemente el peso W. El trabajo de W 
se obtiene al multiplicar su magnitud W por el desplazamiento vertical l 
(section 13.2); en vista de que el desplazamiento es hacia abajo, el traba¬ 
jo es positivo. Por lo tanto, se escribe U i _ >2 = Wl. 

Si se considera aliora la energia cinetica de la plomada, se encuen- 
tra que Ti = 0 en A x y que T 2 = -|(W/g)u 2 en A 2 . Despues de esto es 
posible aplicar el principio del trabajo y la energia; al recordar la formu¬ 
la (13.11), se escribe 



Figura 13.9 


T 1 + 17^2 = T 2 0 + Wl=\~vl 

2 g 

Al resolver para v 2 , se encuentra v 2 = V2gZ. Adviertase que la rapidez 
que se obtiene es la de un cuerpo que cae libremente desde una altura l. 

El ejemplo considerado ilustra las siguientes ventajas del metodo 
del trabajo y la energia: 

Con el fin de encontrar la rapidez en A 2 , no hay necesidad de 
determinar la aceleracion en una position intermedia A y 
de integrar la expresion que se obtuvo de Ai a A 2 . 

2. Todas las cantidades implicadas son escalares y pueden sumar- 
se de manera directa, sin utilizar las componentes x y y. 

3. Las fuerzas que no realizan trabajo se eliminan de la solution 
del problema. 

Lo que es una ventaja en un problema, sin embargo, quiza sea una 
desventaja en otro. Es evidente, por ejemplo, que no es posible utili¬ 
zar el metodo del trabajo y la energia para determinar de manera di¬ 
recta una aceleracion. Igualmente es evidente que al determinar una 
fuerza que es normal a la trayectoria de la particula, una fuerza que no 
realiza trabajo, el metodo del trabajo y la energia debe complementar- 
se mediante la aplicacion directa de la segunda ley de Newton. Supon- 
gase, por ejemplo, que interesa determinar la tension en la cuerda del 
pendulo de la figura 13. 8a cuando la plomada pasa por A 2 . Se dibuja 
un diagrama de cuerpo libre de la plomada en esa position (figura 13.9) 
y se expresa la segunda ley de Newton en terminos de las componen¬ 
tes tangencial y normal. Las ecuaciones 2F f = ma t y = ma n pro- 
ducen, respectivamente, a t = 0 y 





P — W = ma 
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Wv I 
g 1 

Sin embargo, la rapidez en A 2 se determino antes por el metodo del 
trabajo y la energia. Al sustituir uf = 2g l y resolver para P, se escribe 


P = W+—^=3W 
Z I 


Cuando un problema implica dos o mas particulas, es factible apli- 
car el principio del trabajo y la energia a cada particula por separado. 
Al sumar las energias cineticas de las diversas particulas y considerar 
el trabajo de todas las fuerzas que actuan sobre ellas, es posible escri- 
bir una sola ecuacion del trabajo y la energia para todas las particulas 
implicadas. Se tiene 


7\ + U^ 2 = T 2 (13.11) 

donde T representa la suma aritmetica de las energias cineticas de las 
particulas que se consideran (todos los terminos son positivos) y es 
el trabajo de todas las fuerzas que actuan sobre las particulas, inclmjen- 
clo las fuerzas de action y reaction que ejercen las particulas entre si. Sin 
embargo, en problemas que implican cuerpos eonectados mediante cuer- 
das o eslabones inextensibles, se cancela el trabajo de las fuerzas ejerti- 
das por una cuerda o eslabon determinado sobre los dos cuerpos que co- 
necta, ya que los puntos de aplicacion de estas fuerzas se mueven a traves 
de distancias iguales (vease el problema resuelto 13.2). f 

Puesto que las fuerzas de friction tienen una direction opuesta a 
la del desplazamiento del cuerpo sobre el cual actuan, el trabajo de 
las fuerzas de friction siempre es negativo. Este trabajo representa la 
energia disipada en calor y siempre da por resultado una diminution 
de la energia cinetica del cuerpo que se considera (vease el problema 
resuelto 13.3). 


13.5. POTENCIA Y EFICIENCIA 

La potencia se define como la tasa en el tiempo a la cual se efectua el 
trabajo. En la selection de un motor o maquina, la potencia es un crite- 
rio mucho mas importante que la eantidad real de trabajo que se lleva a 
cabo. Es posible utilizar un motor pequeno o una gran planta electrica 
para realizar una eantidad determinada de trabajo; sin embargo, el mo¬ 
tor pequeno quiza requiera un mes para efectuar el trabajo que la plan¬ 
ta electrica realizarfa en unos cuantos minutos. Si AL es el trabajo reali- 
zado durante el intervalo At, entonces la potencia promedio durante ese 
intervalo es 

t, ■ AL 

Potencia promedio = 

al dejar que At tienda a cero, se obtiene en el limite 

Potencia = (13.12) 

at 

*La aplicacion del metodo del trabajo y la energia a un sistema de particulas se estudia 
en detalle en el capitulo 14. 



Al sustituir el producto escalar F • dr por dU, se puede escribir tambien 


Potencia = 


dU 

dt 


F-dr 

dt 


y, al recordar que dr/dt representa la velocidad v del pun to de aplica- 
cion de F, 


Potencia = F • v (13.13) 


Puesto que la potencia se definio como la tasa en el tiempo a la 
cual se realiza el trabajo, esta debe expresarse en unidades que se ob- 
tienen al dividir unidades de trabajo entre la unidad de tiempo. De tal 
modo, si se usan unidades del SI, la potencia debe expresarse en J/s; 
esta unidad se conoce como watt (W). Se tiene 

1 W = 1 J/s = 1 N • m/s 

Si se emplean unidades de uso comun en Estados Unidos, la potencia 
debe expresarse en ft • lb/s o en caballos de potencia (hp), con esta ul¬ 
tima unidad definida como 


1 hp = 550 ft • lb/s 


Al recordar de la section 13.2 que 1 ft • lb = 1.356 J, se verifica que 


1 ft • lb/s = 1.356 J/s = 1.356 W 
1 hp = 550(1.356 W) = 746 W = 0.746 kW 


La eficiencia mecanica de una maquina se definio en la section 10.5 
como la relacion entre el trabajo de salida y el trabajo de entrada: 


trabajo de salida 
trabajo de entrada 


(13.14) 


Esta definition se basa en la suposicion de que el trabajo se realiza a 
una tasa constante. La relacion entre el trabajo de salida y el de entra¬ 
da es, por tanto, igual a la relation de las tasas a las cuales se realiza el 
trabajo de salida y de entrada, y se tiene 


potencia de salida 

potencia de entrada (KU5) 


Debido a las perdidas de energia resultado de la friction, el trabajo de 
salida siempre es mas pequeno que el trabajo de entrada y, en conse- 
cuencia, la salida de potencia es siempre menor que la entrada de po¬ 
tencia. La eficiencia mecanica de una maquina es entonces siempre 
menor que 1. 

Cuando se usa una maquina para transformar la energia mecanica 
en energia electrica, o la energia termica en energia mecanica, su efi¬ 
ciencia o rendimiento total puede obtenerse de la formula (13.15). La 
eficiencia total de una maquina es siempre menor que 1; proporciona 
una medida del total de las diversas perdidas de energia implicadas (per¬ 
didas de energia electrica o termica, asi como perdidas por friction). 
Advierta que es necesario expresar la salida de potencia y la entrada de 
potencia en las mismas unidades antes de utilizar la formula (13.15). 








PROBLEMA RESUELTO 13.1 

Un automovil que pesa 4 000 lb desciende por una pendiente de 5° de inclina¬ 
tion a una rapidez de 60 mi/h cuando se aplican los frenos, lo que provoca una 
fuerza de frenado total constante (aplicada por el camino sobre las llantas) de 
1 500 lb. Determine la distancia que recorre el automovil antes de detenerse. 


vj = 60 mi/li 


4 000 lb 


Vo = 0 



SOLUCION 

Energia cinetica 



Position 1: «, = ( 60 —^— 


mi \/ 5280 ft 


1 h 


= 88 ft/s 


1 mi /\ 3 600 s 
Tj = {mu? = {(4000/32.2)(88) 2 = 481000 ft • lb 
Position 2: v 2 = 0 T 2 — 0 

U,^ 2 = -1500a- + (4000 sen 5°)x = -1151x 
Principio del trabajo y la energia 


T i + C/i —*2 — T 2 
481000 - 1151% = 0 


= 418 ft ◄ 


200 kg 



PROBLEMA RESUELTO 13.2 

Dos bloques estan unidos por un cable inextensible en la forma que se mues- 
tra. Si el sistema se suelta desde el reposo, determine la velocidad del blo- 
que A despues de que este se ha movido 2 m. Suponga que el coefieiente 
de friccion cinetica entre el bloque A y el piano es fi k = 0.25 y que la polea 
no tiene peso ni friccion. 


Vi = 0 


W A 

1 


Vo = V 


N 

-2 m- 


F 


\m A 


vj = 0 


c 


"] 


W B t ' 


2 m 


SOLUCION 

Trabajo y energia del bloque A. A1 detonar la fuerza de friccion F A 
y la fuerza ejercida por el cable mediante F c , se escribe 

m A = 200 kg W A = (200 kg)(9.81 m/s 2 ) = 1962 N 
F a = W/V A = tx k W A = 0.25(1 962 N) = 490 N 
Ti + t/i _»2 = T 2 : 0 + F c (2 m) — F a (2 m) = \in A v z 

F c (2 m) - (490 N)(2 m) = {(200 kg)u 2 (1) 

Trabajo y energia del bloque B. Se escribe 

m B = 300 kg W B = (300 kg)(9.81 m/s 2 ) = 2 940 N 
T j + U^ 2 = T 2 : 0 + W b (2 m) - F c (2 m) = bn B v 2 

(2940 N)(2 m) - F c (2 m) = {(300 kg)u 2 (2) 

A1 sumar los miembros izquierdo y derecho de (1) y (2), se observa que 
se cancela el trabajo de las fuerzas ejercidas por el cable sobre Ay B: 

(2940 N)(2 m) - (490 N)(2 m) = {(200 kg + 300 kg)u 2 

4900 J = {(500 kg)u 2 v = 4.43 m/s ◄ 
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PROBLEMA RESUELTO 13.3 



Se utiliza un resorte para detener un paquete de 60 kg que se desliza sobre una 
superficie horizontal. El resorte tiene una constante k = 20 kN/m y se sostiene 
mediante cables de manera que se encuentre inicialmente comprimido 120 mm. 
Sabiendo que el paquete tiene una velocidad de 2.5 m/s en la position que se 
indica y que la maxima compresion adicional del resorte es de 40 mm, deter¬ 
mine a) el eoeficiente de friction cinetica entre el paquete y la superficie, b) la 
velocidad del paquete cuando este pasa otra vez por la position mostrada. 


SOLUCION 


v 9 = 0 


a 


- 600 mm 




40 mm 



a) Movimiento desde la position 1 hasta la position 2 
Energia cinetica. Position 1: Vi = 2.5 m/s 

T 1 = jmvf = |(60 kg)(2.5 m/s) 2 = 187.5 N • m = 187.5 J 

Posicion 2: (deformation maxima del resorte): v 2 = 0 T 2 = 0 

Trabajo 

Fuerza de friction F. Se tiene 

F = p k N = p k W = p k mg = p k (60 kg)(9.81 m/s 2 ) = (588.6 N)/u* 

El trabajo de F es negativo e igual a 

(U^ff = -Fx = -(588.6 N)p*(0.600 m + 0.040 m) = -(377 J)p* 

Fuerza del resorte P. La fuerza variable P ejercida por el resorte realiza una 
cantidad de trabajo negativa igual al area bajo la curva (uerza-deformacion 
de la fuerza del resorte. Se tiene 

P m£n = kx 0 = (20 kN/m)(120 mm) = (20000 N/m)(0.120 m) = 2400 N 
P m4x = P mfn + k Ax = 2400 N + (20 kN/m)(40 mm) = 3200 N 
(U^ 2 ) e = -|(P mta + P m& ) Ax = -^(2 400 N + 3200 N)(0.040 m) = -112.0 J 


El trabajo total es entonces 

Ur_* 2 = (t/i-* a )/+ (Ui-b), = “(377 J)p, - 112.0 J 
Principio del trabajo y la energia 
Ti + L',^2 = T 2 - 187.5 J - (377 pju* - 112.0 J = 0 


v 3 


v 2 = 0 




b) Movimiento desde la posicion 2 hasta la position 3 
Energia cinetica. Posicion 2: t; 2 = 0 T 2 = 0 

Posicion 3: T 3 = pnv§ = ~|(60 kg)u| 

Trabajo. Puesto que las distancias implicadas son las mismas, los va- 
lores numericos del trabajo de la fuerza de friction F y de la fuerza del re¬ 
sorte P son los mismos que antes. Sin embargo, mientras que el trabajo F 
sigue siendo negativo, el trabajo de P es en este caso positivo. 

= -(377 J )p k + 112.0 J = -75.5 J + 112.0 J = +36.5 J 

Principio del trabajo y la energia 

T 2 + 14^3 = T 3 : 0 + 36.5 J = 1(60 kg)t>! 

v 3 = 1.103 m/s v 3 = 1.103 m/s<^ ^ 
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PROBLEMA RESUELTO 13.4 



Un vehiculo de 2 000 lb parte del reposo en el punto 1 y desciende sin friccion 
por la pista que se indica. a) Determine la fuerza que ejerce la pista sobre el 
vehiculo en el punto 2, donde el radio de curvatura de la pista es de 20 ft. 
b ) Determine el valor mini mo seguro del radio de curvatura en el punto 3. 



w 

' 


i 

N 



W 

1 

' 

1 

V- 


ma„ 

+ 



m a„ 


SOLUCION 


a) Fuerza ejercida por pista en el punto 2. Se utiliza el principio 
del trabajo y la energfa para determinar la velocidad del vehiculo cuando es- 
te pasa por el punto 2. 


Energia cinetica. T 1 = 0 


To = 


jmv z : 


1 W , 


Trabajo. La unica fuerza que efectua trabajo es el peso W. Puesto que 
el desplazamiento vertical desde el punto 1 hasta el punto 2 es de 40 ft ha- 
cia abajo, el trabajo del peso es 

17 X _*. 2 = +W(40 ft) 


Principio del trabajo y la energia 

Ti + t/^a = T 2 0 + W(40 ft) = — v\ 

2 g 

«! = 80g = 80(32.2) v z = 50.8 ft/s 

Segunda ley de Newton en el punto 2. La aceleracion a„ del vehfcu- 
lo en el punto 2 tiene una magnitud a n = uf/p y esta dirigida hacia arriba. 
Puesto que las fueizas extemas que actuan sobre el vehiculo son W y N, se 
escribe 


+ t 2F„ = ma„ : —W + N = ma n 

= W u| 

g P 

_ W 80g 
" g 20 

N = 5W N = 10000 lb t ◄ 

b) Valor minimo de p en el punto 3. Principio del trabajo y de 
la energia. A1 aplicar el principio del trabajo y la energfa entre el punto 1 
y el punto 3, se obtiene 

1 W o 

r x + (7^3 = T 3 0 + W(25 ft) = - — u| 

2 g 

t>! = 50g = 50(32.2) u 3 = 40.1 ft/s 

Segunda ley de Newton en el punto 3. El valor minimo seguro de p 
ocurre cuando N = 0. En este caso, la aceleracion a„ de magnitud a n = uf/p, 
esta dirigida hacia abajo, y se escribe 


+ 12F„ = ma n : 


W = ^ 

g P 

_ W 50g 
g P 


p = 50 ft ◄ 
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PROBLEMA RESUELTO 13.5 



El montacargas Dysu carga tienen un peso combinado de 600 lb, en tanto 
que el contrapeso C pesa 800 lb. Determine la potencia entregada por el mo¬ 
tor electrico M cuando el montacargas a) se rnueve hacia arriba a una rapi- 
dez constante de 8 ft/s, b) tiene una velocidad instantanea de 8 ft/s y una ace- 
leracion de 2.5 ft/s 2 , ambas dirigidas hacia arriba. 


2T T F 



2T 

fr 

800 lb m c a c 

T F 



600 lb 


SOLUCION 

Puesto que la fuerza F ejercida por el cable del motor tiene la misma direc¬ 
tion que la velocidad v D del montacargas, la potencia es igual a Fv D , donde 
v D — 8 ft/s. Para obtener la potencia, se debe determinar primero F en ca- 
da una de las dos situaciones indicadas. 

a) Movimiento uniforme. Se tiene que a c = a D = 0; ambos cuer- 
pos se encuentran en equilibrio. 

Cuerpo libre C: + f 2F y = 0: 2 T - 800 lb = 0 T = 400 lb 

Cuerpo libre D: + j = 0: F + T — 600 lb = 0 

F = 600 lb - T = 600 lb - 400 lb = 200 lb 
Fv D = (200 lb)(8 ft/s) = 1 600 ft ■ lb/s 

Potencia = (1600 ft • lb/s) A? 1 !* = 2.91 hp A 

550 ft • lb/s 

b ) Movimiento acelerado. Se tiene 

a D = 2.5 ft/s 2 | a c = — = 1.25 ft/s 2 1 

Las ecuaciones de movimiento son 

Cuerpo libre C: +1 ^F y = rn c a c : 800 -2T = (1.25) T = 384.5 lb 

Cueq^o libre D: + f 2F y = nii/i/y. F + T — 600 = (2.5) 

F + 384.5 - 600 = 46.6 F = 262.1 lb 
Fv n = (262.1 lb)(8 ft/s) = 2 097 ft • lb/s 

Potencia = (2097 ft • Ib/s) AAA = 3-81 hp A 

550 ft • Ib/s 
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RESOL UCION DE PROB LEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


En el capitulo anterior se resolvieron problemas relacionados con el movimiento de 
una particula utilizando la ecuacion fundamental F = ma para determinar la acelera- 
cion a. Al aplicar los principios de la cinematica se pudo determinar a partir de a la 
velocidad y el desplazamiento de la particula en cualquier tiempo. En esta lection se 
combino F = ma y los principios de la cinematica para obtener un metodo de analisis 
adicional que se conoce como el metodo del trabajo y la energia. Este elimina la ne- 
cesidad de calcular la aceleracion y permite relacionar las velocidades de la particula 
en dos puntos a lo largo de su trayectoria de movimiento. Para resolver un problema 
mediante el metodo del trabajo y la energia se deben seguir los siguientes pasos: 

1. Calcular el trabajo de cada una de las fuerzas. El trabajo t/|^ 2 de una 
fuerza dada F durante un desplazamiento finito de la particula desde Ai hasta A 2 se 
define como 

U= I F • dr o U i _ 2 = J(F cos a) ds (13.2, 13.2') 

donde a es el angulo entre F y el desplazamiento dr. El trabajo Lj^ 2 es una canti- 
dad escalar y se expresa en ft ■ lb o in. ■ lb en el sistema de unidades de uso comun 
en Estados Unidos y en N • m o joules (J) en el SI. Hay que observar que el traba¬ 
jo efectuado es cero para la fuerza perpendicular al desplazamiento (a = 90°). El tra¬ 
bajo negativo se realiza para 90° < a < 180° y en particular para una fuerza de fric¬ 
tion, la cual siempre se opone en direction al desplazamiento (a = 180°). 

El trabajo [/i _»2 puede evaluarse facilmente en los siguientes casos: 

a) Trabajo de la fuerza constante en movimiento rectilmeo 

17^2 = (F cos a) Ax (13.3) 

donde a = angulo que forma la fuerza con la direction del movimiento 
Ax = desplazamiento de A x a A 2 (figura 13.3) 

b) Trabajo de la fuerza de gravedad 

I7i_*a = -W Ay (13.4') 

donde Ay es el desplazamiento vertical del centra de gravedad del cuerpo de peso 
W. Advierta que el trabajo es positivo cuando Ay es negativo, esto es, cuando el cuer¬ 
po desciende (figura 13.4). 

c) Trabajo de la fuerza ejercida por un resorte 

Hi —>2 = ~zkx\ ~ -zkxt (13.6) 

donde k es la constante de resorte y X| y x 2 son las elongaciones del resorte corres- 
pondientes a las posiciones Ai y A 2 (figura 13.5). 

( continua) 
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cl) Trabajo de una fuerza gravitational 

TJ _ GMm GMm 

U ]_>£ — 

r 2 n 

para un desplazamiento del cuerpo A\(r = r t ) a A 2 (r = r 2 ) (figura 13.6). 


(13.7) 


2. Calcular la energia cinetica en A l y A. 2 . La energia cinetica T es 

T=imv 2 (13.9) 

donde m es la masa de la partfcula y v es la magnitud de su velocidad. Las unidades 
de la energia cinetica son las mismas que las unidades del trabajo, esto es, ft • lb o 
in. • lb si se usan unidades de uso comun en Estados Unidos y N • m o joules (J) si 
se usan unidades del SI. 


3. Sustituir los valores para el trabajo realizado ?/ las energias cineti- 
cas Ti y T 2 en la ecuacion 

Ti + 1/^2 = T z (13.11) 

Habra una ecuacion que puede resolver para una incognita. Hay que observar que 
esta ecuacion no proporciona directamente el tiempo de recorrido o la aceleracion. 
Sin embargo, si se conoce el radio de curvatura p de la trayectoria de la partfcula en 
el punto donde se ha obtenido la velocidad v, puede expresar la componente normal 
de la aceleracion como a n = v 2 /p y obtener la componente normal de la fuerza ejer- 
cida sobre la partfcula al escribir F„ = mv 2 /p. 

4. La potencia se presento en esta lection como la tasa en el tiempo a la 
cual se realiza el trabajo, P = dU/dt. La potencia se mide en ft • Ib/s o caballos 
de potencia (hp) en el sistema de unidades de uso comun en Estados Unidos y J/s o 
watts (W) en el sistema de unidades del SI. Para calcular la potencia, puede usar la 
formula equivalente, 

P = F-v (13.13) 

donde F y v denotan la fuerza y la velocidad, respectivamente, en un tiempo deter- 
minado [problema resuelto 13.5], En algunos problemas [vease, por ejemplo, el pro- 
blema 13.50] se pedira la potencia promedio, la cual es posible obtener al dividir el 
trabajo total entre el intervalo durante el cual se efectua el trabajo. 
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Problemas 


Un pequeno automovil hfbrido de 1 300 kg viaja a 108 km/h. De¬ 
termine a) la energia cinetica del vehiculo, b) la rapidez requerida para que 
un camion de 9 000 kg tenga la misma energia cinetica. 

13.2 Un satelite de 870 lb se pone en una orbita circular a 3 973 mi 
sobre la superficie de la Tierra. A esta altura la aceleracion de la gravedad es 
igual a 8.03 ft/s 2 . Si la rapidez orbital del satelite es de 12 500 mi/h, deter¬ 
mine su energia cinetica. 

Una piedra de 2 lb se deja caer desde una altura h y golpea el 

suelo con una velocidad de 50 ft/s. a) Encuentre la energia cinetica de la 

piedra cuando golpea el suelo y la altura h desde la cual se dejo caer. b ) Re- 
suelva el inciso a) suponiendo que la misma piedra se deja caer sobre la Luna. 
(La aceleracion de la gravedad sobre la Luna = 5.31 ft/s 2 .) 

13.4 Una piedra de 4 kg se deja caer desde una altura h y golpea el 

suelo con una velocidad de 25 m/s. a) Encuentre la energia cinetica de la 

piedra cuando golpea el suelo y la altura h desde la cual se dejo caer. b) Re- 
suelva el inciso a ) suponiendo que la misma piedra se deja caer sobre la Luna. 
(La aceleracion de la gravedad sobre la Luna = 1.62 m/s 2 .) 


13,E Determine la maxima rapidez teorica que puede alcanzar un au¬ 
tomovil, en una distancia de 360 ft, si este parte desde el reposo y se supone 
que no sufre deslizamiento. El coeficiente de friction estatica entre las llan- 
tas y el pavimento es de 0.75 y 60 por ciento del peso del automovil esta dis- 
tribuido en las llantas delanteras, mientras que 40 por ciento lo esta en los 
neumaticos traseros. Suponga que el automovil tiene a) traction delantera, 
b) traction trasera. 

13.6 Las marcas que se dejaron sobre una pista de carreras indican 
que las ruedas traseras (las de la traction) de un automovil patinaron en los 
primeros 60 ft de la pista de 1 320 ft. a) Si se sabe que el coeficiente de fric¬ 
tion cinetica es de 0.60, determine la rapidez del automovil al final de los 
primeros 60 ft de la pista si este parte desde el reposo y las llantas delanteras 
se levantan un poco del suelo. b) ,jCual es la maxima rapidez teorica del 
automovil en la linea de meta si, despues de patinar 60 ft, este no vuelve a 
patinar en el resto de la pista? Suponga que mientras el automovil avanza sin 
patinar, 60 por ciento de su peso esta sobre las llantas traseras y que el coefi¬ 
ciente de friction estatica es de 0.85. No tome en cuenta la resistencia del 
aire y la resistencia al rodamiento. 

13.7 En una operation para mezclar minerales, un perol lleno de ma¬ 
terial esta suspendido de una grua movil que se traslada a lo largo de un 
puente estacionario. El perol no debe oscilar horizontalmente mas de 4 m 
cuando la grua se detiene en forma subita. Determine la maxima rapidez v 
permisible para la grua. 

13.8 En una operation para mezclar minerales, un perol lleno de ma¬ 
terial esta suspendido de una grua movil que se traslada a lo largo de un 
puente estacionario. La grua se mueve a una rapidez de 3 m/s cuando se de¬ 
tiene de subito. Determine la maxima distancia horizontal a traves de la cual 
oscilara el perol. 



Figura PI 3.6 



Figura P13.7 y PI 3.8 
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y la cantldad de movimiento 


13.9 Un paquete se proyecta 10 m hacia arriba sobre un piano incli- 
nado de 15° de modo que alcanza la parte superior del piano con una ve- 
locidad cero. Si se sabe que el coeficiente de friccion cinetica entre el pa¬ 
quete y el piano inclinado es de 0.12, determine a) la velocidad initial del 
paquete en A, b ) la velocidad del paquete cuando este regrese a su posicion 
original. 



Figura P13.9 y P13.10 


13 0 Un paquete se proyecta hacia arriba sobre un piano inclinado 
de 15° con una velocidad initial de 8 m/s en A. Si se sabe que el coeficiente 
de friccion cinetica entre el paquete y el piano inclinado es de 0.12, deter¬ 
mine a) la distancia maxima d que se movera el paquete sobre el piano in¬ 
clinado, b) la velocidad del paquete cuando este regrese a su posicion origi¬ 
nal. 


13.11 Se transportan cajas sobre una banda transportadora con una 
velocidad v 0 hasta una pendiente fija en A donde se deslizan y al final caen 
en B. Si se sabe que jJ-/ ; = 0.40, determine la velocidad de la banda trans¬ 
portadora si las cajas dejan la pendiente en B con una velocidad de 8 ft/s. 



13.12 Se transportan cajas sobre una banda transportadora con una 
velocidad v 0 hasta una pendiente fija en A donde se deslizan y al final caen 
en B. Si se sabe que = 0.40, determine la velocidad de la banda trans¬ 
portadora si la velocidad de las cajas en B es igual a cero. 



Los paquetes que se muestran en la figura se lanzan hacia abajo 
sobre un piano inclinado en A con una velocidad de 1 m/s. Los paquetes se 
deslizan a lo largo de la superficie ABC hacia una banda transportadora que 
se mueve con una velocidad de 2 m/s. Si se sabe que /u* = 0.25 entre los pa¬ 
quetes y la superficie ABC, determine la distancia d si los paquetes deben 
llegar a C con una velocidad de 2 m/s. 

13.1 Los paquetes que se muestran en la figura se lanzan hacia abajo 
sobre un piano inclinado en A con una velocidad de 1 m/s. Los paquetes se 
deslizan a lo largo de la superficie ABC hacia una banda transportadora que 
se mueve con una velocidad de 2 m/s. Si se sabe que d = 7.5 m y = 0.25 
entre los paquetes y todas las superficies, determine a) la rapidez del paquete 
en C, b) la distancia que se deslizara un paquete sobre la banda transporta¬ 
dora antes de llegar al reposo con respecto a la banda. 














Problemas 


13.15 El tren subterraneo que se muestra en la figura viaja a una rapi- 
dez de 30 mi/h cuando se aplican por completo los frenos en las ruedas de 
los carros B y C, lo que causa que estos se deslicen sobre la via, pero los 
frenos no se aplican en las ruedas del carro A. Si se sabe que el coeficiente 
de friction cinetica es de 0.35 entre las ruedas y la via, determine a) la dis- 
tancia requerida para que el tren se detenga, b) la fuerza en cada 
acoplamiento. 


777 


30 mi/h 

< 

40 tons 50 tons 40 tons 



C 


A 


B 


Figura PI 3.15 


13.16 Retome el problema 13.15, y ahora suponga que los frenos se 
aplican solo sobre las ruedas del carro A. 

13.1 7 Un tractocamion entra a una pendiente descendente de 2 por 
ciento viajando a 108 km/h y debe bajar su velocidad a 72 km/h en 300 m. 
La cabina tiene una masa de 1 800 kg y el remolque de 5 400 kg. Determine 
a) la fuerza de frenado promedio que se debe aplicar, b) la fuerza promedio 
ejercida sobre el acoplamiento si 70 por ciento de la fuerza de frenado la 
proporciona el remolque y 30 por ciento la cabina. 


108 km/h 



Pendiente descendente 
de 2%\ 


72 km/h 


mviLmn& 


-OP _ PQ o 


300 m - 


Figura P13.17 


13.18 Un tractocamion ingresa a una pendiente ascendente de 2 por 
ciento mientras viaja a 72 km/h y alcanza una rapidez de 108 km/h en 
300 m. La cabina tiene una masa de 1 800 kg y el remolque de 5 400 kg. De¬ 
termine a) la fuerza promedio en las ruedas de la cabina, b ) la fuerza prome¬ 
dio en el acoplamiento entre la cabina y el remolque. 


72 km/h 



108 km/h 



300 m 


Figura PI3.18 
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L 


h 


13.19 Los dos bloques identicos que se muestran en la figura se sueltan 
desde el reposo. Si se ignoran las masas de las poleas y el efecto de la fric¬ 
tion, determine a) la velocidad del bloque B despues de que este se ha movido 
2 m, b) la tension en el cable. 



13.20 Los dos bloques identicos que se muestran en la figura se sueltan 
desde el reposo. Si se ignoran las masas de las poleas y se sabe que los coefi- 
cientes de friccion estatica y cinetica son /x, = 0.30 y fi= 0.20, determine 
a) la velocidad del bloque B despues de que este se ha movido 2 m, b) la 
tension en el cable. 

13.21 El sistema que se muestra en la figura esta en reposo cuando 
se aplica una fuerza constante de 150 N al collarfn B. a) Si la fuerza actua a 
traves de todo el movimiento, determine la rapidez del collarfn B al golpear 
al soporte en C. b) ^Despues de que distancia d deberfa retirarse la fuerza 
de 150 N si el collarfn debe llegar al soporte C con velocidad cero? 



Los bloques A y B tienen masas de 11 kg y 5 kg, respectiva- 
mente, y se encuentran a una altura h = 2 m sobre el suelo cuando el sis¬ 
tema se suelta desde el reposo. Justo antes de que A golpee el suelo se mueve 
a una rapidez de 3 m/s. Determine a) la cantidad de energia que se disipa 
por la friccion en la polea, b) la tension en cada portion de la cuerda durante 
el movimiento. 


Figura PI 3.22 
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13.23 El sistema que se muestra, compuesto por un collarm A de 
40 lb y un contrapeso B de 20 lb esta en reposo cuando se aplica una fuerza 
constante de 100 lb al collarfn A. a) Determine la rapidez de A justo antes 
de que golpee el soporte en C. b) Resuelva el inciso a) suponiendo que el 
contrapeso B se sustituye por una fuerza hacia abajo de 20 lb. No tome en 
cuenta la friccion ni las masas de las poleas. 



13.24 Cuatro paquetes, cada uno con un peso de 6 lb, se mantienen 
fijos por la friccion sobre una banda transportadora que esta desacoplada de 
su motor. Cuando el sistema se suelta desde el reposo, el paquete 1 deja la 
banda en A justo cuando el paquete 4 ingresa a la parte inclinada de la banda 
en B. Determine a) la rapidez del paquete 2 cuando deja la banda en A, b) 
la rapidez del paquete 3 cuando deja la banda en A. No tome en cuenta las 
masas de la banda ni los rodillos. 



Figura PI3.24 


Dos bloques A y B, de 4 y 5 kg de rnasa, respectivamente, es- 
tan conectados por una cuerda que pasa sobre las poleas en la forma que se 
muestra en la figura. Un collarm C de 3 kg se coloca sobre el bloque A y el 
sistema se suelta desde el reposo. Despues de que los bloques se rnueven 
0.9 nr, se retira el collarm C y los bloques Ay B continuan nroviendose. De¬ 
termine la rapidez del bloque A justo antes de que golpee el suelo. 



Figura PI 3.25 
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1 26 Un bloque de 10 lb esta unido a un resorte sin estirar con una 

constante k = 12 lb/in. Los coeficientes de friction estatica y cinetica entre 
el bloque y el piano son 0.60 y 0.40, respectivamente. Si se aplica lentamente 
una fuerza F al bloque hasta que la tension en el resorte alcance 20 lb y 
luego, de manera subita, se retira la fuerza determine a) la rapidez del bloque 
cuando regresa a su position initial, b) la rapidez maxima alcanzada por el 
bloque. 


k = 12 lb/in. 

MM 


10 II) 


F 


Figura PI3.26 y PI3.27 



Un bloque de 10 lb esta unido a un resorte sin estirar con una 
constante k = 12 lb/in. Los coeficientes de friction estatica y cinetica entre 
el bloque y el piano son 0.60 y 0.40, respectivamente. Si se aplica una fuerza 
F al bloque hasta que la tension en el resorte alcance 20 lb y luego, de mane¬ 
ra subita, se retira la fuerza determine a) a que distancia se movera el bloque 
hacia la izquierda antes de llegar al reposo y b) si el bloque se movera des¬ 
pues de nuevo a la derecha. 

13.28 Un bloque de 3 kg descansa sobre la parte superior de un bloque 
de 2 kg soportado pero no unido a un resorte con una constante de 40 N/m. 
El bloque superior se retira de manera repentina. Determine a) la rapidez 
maxima alcanzada por el bloque de 2 kg, b) la altura maxima alcanzada por 
el bloque de 2 kg. 


Figura PI3.28 1 3.29 Retome el problema 13.28, y ahora suponga que el bloque de 

2 kg esta unido al resorte. 


13.30 Un collarin C de 8 lb se desliza sobre una varilla horizontal en¬ 
tre los resortes A y B. Si se empuja el collarin hacia la derecha hasta que el 
resorte B se comprime 2 in. y se suelta, determine la distancia que recorre 
el collarin, suponiendo a) ninguna friction entre el collarin y la varilla, b) un 
coeficiente de friction /xj. = 0.35. 


v 



-16 in. 


A 


6 in. 




B 




k = 18 lb/in. 


/ 

k = 12 lb/in. 


Figura P13.30 


1 Un bloque de 6 lb esta unido a un cable y a un resorte como se 

muestra en la figura. La constante del resorte es k = 8 lb/in. y la tension en 
el cable es de 3 lb. Si se corta el cable, determine a) el desplazamiento maxi- 
mo del bloque, b) la rapidez maxima del bloque. 


Figura PI 3.31 













































Problemas 


781 


13.32 Un automovil fuera de control que viaja a 65 rni/li golpea en 
forma perpendicular un amortiguador de impactos de una autopista en el 
que el automovil se detiene al aplastar en forma sucesiva a los barriles de 
acero. La magnitud F que se requiere para aplastar los barriles se muestra 
corno una funcion de la distancia x que el automovil se ha desplazado den- 
tro de la zona de amortiguamiento. Si se sabe que el automovil tiene un peso 
de 2 250 lb y se desprecia el efecto de la friccion, determine a) la distancia 
que el automovil se desplazara en el amortiguador antes de detenerse, b) la 
desaceleracion maxima del automovil. 



13.33 Un piston de masa m y area de seccion transversal A esta en 
equilibrio bajo la presion p en el centra de un cilindro cerrado en ambos ex- 
tremos. Si se supone que el piston se mueve hacia la izquierda una distan¬ 
cia a/2 y se suelta, y si se sabe que la presion sobre cada lado del piston varia 
inversamente con el volumen, determine la velocidad del piston cuando re- 
gresa al centra del cilindro. Desprecie la friccion entre el piston y el cilindro 
y exprese su respuesta en terminos de m, a, p y A. 



Figura PI3.33 


13.34 Exprese la aceleracion de la gravedad g t, a una altura h sobre la 
superficie de la Tierra en terminos de la aceleracion de la gravedad g 0 en la su- 
perficie terrestre, la altura h y el radio R de la Tierra. Determine el error por- 
centual si el peso que un objeto tiene sobre la superficie de la Tierra se usa 
como su peso a una altura de a) 1 km, b) 1 000 km. 

13.3? Un cohete se dispara verticalmente desde la superficie de la Luna 
con una rapidez v 0 . Deduzca una formula para el cociente h n /h u de las alturas 
alcanzadas con una rapidez v, si se usa la ley de Newton de la gravitacion para 
calcular h n y se recurre a un campo gravitacional uniforme para calcular /;„. Ex¬ 
prese su respuesta en terminos de la aceleracion de la gravedad g m sobre la su¬ 
perficie de la Luna, el radio R m de la Luna y las velocidades v y u 0 - 
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H Jf Trayecti 
/ de la Ti 


__.^Trayectoria de la Luna 

N \ 

N 


Trayectoria 

de la Tierra N s 


\ "T 

\ h, = 200 ft 

' i 

Jv t 


13.36 Una pelota de golf golpeada en la Tierra alcanza una altura maxi¬ 
ma de 200 pies y choca en el suelo a 250 yardas de distancia. ^Que distan- 
cia recorrera la misma pelota en la Luna si la magnitud y direction de su ve- 
locidad son iguales que en la Tierra, inmediatamente despues de haber sido 
golpeada? Suponga que la pelota se golpea y choca con la superficie a la 
misma altura y que se desprecia el efecto de la atmosfera en la Tierra, de 
manera que en arnbos casos la trayectoria es una parabola. La aceleracion de 
la gravedad en la Luna es 0.165 veces la de la Tierra. 


250 yd — 

- R m 


Figura PI3.36 


J 


13.37 Tin bloque A de laton (no magnetico) de 300 g y un iman B de 
acero de 200 g estan en equilibrio en un tubo de laton bajo la action de la 
fuerza repelente magnetica de otro iman de acero C ubicado a una distan¬ 
cia x = 4 mm de B. La fuerza es inversamente proportional al cuadrado de 
la distancia entre B y C. Si el bloque A se quita repentinamente, determine 
a) la velocidad maxima de B, b) la aceleracion maxima de B. Suponga que la 
resistencia del aire y la friction son despreciables. 



Figura P13.37 


13.38 Los resortes no lineales se clasifican como duros o suaves, de- 
pendiendo de la curvatura de su funcion fuerza-deflexion (vea la figura). Si 
un instrumento delicado que tiene una masa de 5 kg se coloca sobre un re- 
sorte de longitud 1 de manera que su base justo toca el resorte sin deformar 
y despues de manera inadvertida se libera desde esa position, determine la 
deflexion maxima x rn del resorte y la fuerza maxima F m ejercida por el re¬ 
sorte, suponiendo a) un resorte lineal de constante k = 3 kN/m, b) un 
resorte duro, no lineal, para el cual F = (3 kN/m)(x + 160.x 3 ). 




Figura PI 3.38 
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13.39 A una esfera en A se le da una velocidad hacia abajo v 0 y oscila 
en un cfrculo vertical de radio I y centro O. Determine la velocidad mas baja 
v 0 para la cual la esfera alcanzara el punto B cuando esta gire en torno al 
punto O a) si AO es una cuerda, b) si AO es una varilla delgada de masa des- 
preciable. 

13.40 A la esfera en A se le da una velocidad hacia abajo v 0 de mag- 
nitud igual a 5 m/s y oscila en un piano vertical en el extremo de una cuerda 
de longitud l = 2 m unida a un soporte en O. Determine el angulo 6 al cual 
se rompera la cuerda, si se sabe que esta puede resistir una tension maxima 
igual al doble del peso de la esfera. 



13.41 Una section de la pista de una montana rusa esta compuesta 
por dos arcos circulares AB y CD unidos por una portion recta BC. El radio 
de AB es de 90 ft y el radio de CD es de 240 ft. El carro y sus ocupantes, 
con un peso total de 560 lb, llega al punto A practicamente sin velocidad y 
luego cae libremente a lo largo de la pista. Determine la fuerza normal ejer- 
cida por la pista sobre el carro cuando este alcanza el punto B. Desprecie la 
resistencia del aire y la resistencia al rodamiento. 

13.42 Una section de la pista de una montana rusa esta compuesta 
por dos arcos circulares AB y CD unidos por una portion recta BC. El radio 
de AB es de 90 ft y el radio de CD es de 240 ft. El carro y sus ocupantes, 
con un peso total de 560 lb, llega al punto A practicamente sin velocidad y 
luego cae libremente a lo largo de la pista. Determine los valores maxirno y 
minirno de la fuerza normal ejercida por la pista sobre el carro mientras este 
viaja desde A hasta D. Desprecie la resistencia del aire y la resistencia al ro¬ 
damiento. 

13. Una pequena esfera B de masa m se libera desde el reposo en 
la position mostrada y oscila libremente en un piano vertical, primero alrede- 
dor de O y luego alrededor de la clavija A despues de que la cuerda entra 
en contacto con la clavija. Determine la tension en la cuerda a) justo antes 
de que la cuerda entre en contacto con la clavija, b) justo despues de que la 
cuerda hace contacto con la clavija. 




Figura P13.43 
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Un pequeno bloque se desliza a una rapidez v = 8 ft/s sobre 
una superficie horizontal a una altura h = 3 ft sobre el suelo. Determine 

a) el angulo 9 al cual el bloque abandonara la superficie cilindrica BCD, 

b) la distancia x a la cual golpeara el suelo. No tome en cuenta la friction ni 
la resistencia del aire. 

13.45 Un pequeno bloque se desliza a una rapidez v sobre una su- 
perficie horizontal. Se sabe que h = 2.5 m, determine la rapidez requerida 
del bloque si este debe dejar la superficie cilindrica BCD cuando 9 = 40°. 

a) Una mujer de 120 lb conduce una bicicleta de 15 lb hacia 
arriba por una pendiente de 3 por ciento a una rapidez constante de 5 ft/s. 
(iCuanta potencia debe generar la mujer? b) Un hombre de 180 lb sobre una 
bicicleta de 18 lb empieza a desplazarse hacia abajo por la misma pendiente 
y mantiene una rapidez constante de 20 ft/s accionando los frenos. <jCuanta 
potencia disipan los frenos? No tome en cuenta la resistencia del aire ni la 
resistencia al rodamiento. 



13.47 Se va a deducir una formula para especificar la potencia de un 
motor electrico que acciona una banda transportadora que mueve material 
solido a diferentes velocidades y a distintas alturas y distancias. Si se denota 
la eficiencia de los motores mediante 17 y no se toma en cuenta la potencia 
que se necesita para accionar la propia banda, obtenga una formula a) en el 
sistema de unidades del SI, para la potencia P en kW, en terminos de la tasa 
del flujo de rnasa m en kg/h, la altura b y la distancia horizontal I en metros, 
y b) en unidades de uso comun en Estados Unidos, para la potencia en hp, 
en terminos de la razon de flujo de masa iv en tons/h y la altura b y la dis¬ 
tancia horizontal l en pies. 



T 

b 


Figura P13.47 
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13.41 Un transportador de sillas esta disenado para trasladar 900 
esquiadores por hora desde la base A hasta la cumbre B. El peso promedio 
de un esquiador es de 160 lb y la rapidez promedio del transportador es de 
250 ft/min. Determine a) la potencia promedio requerida, b) la capacidad 
requerida del motor si la eficiencia mecanica es de 85 por ciento y se per- 
mite una sobrecarga de 300 por ciento. 



13.49 En una carrera de automoviles, las llantas traseras (de traction) 
de un automovil de 1 000 kg patinan los primeros 20 m y ruedan sin patinar 
los restantes 380 m. Las ruedas delanteras del automovil se despegan un poco 
del piso durante los primeros 20 m y para el resto de la carrera 80 por ciento 
del peso del automovil esta sobre las ruedas traseras. Si se sabe que los coefi- 
cientes de friction son /x s . = 0.90 y /ji k = 0.68, determine la potencia desa- 
rrollada por el automovil en las llantas de traction a) al final de los primeros 
20 m de la carrera, b) al final de la carrera. De su respuesta en kW y en hp. 
No tome en cuenta el efecto de la resistencia del aire ni la resistencia al ro- 
damiento. 



Figura PI 3.49 


13.50 Se requieren 15 s para levantar un automovil de 1 200 kg y la 
plataforma de soporte de 300 kg del elevador de automoviles hidraulico hasta 
una altura de 2.8 m. Si se sabe que la eficiencia de conversion total de po¬ 
tencia electrica en mecanica para el sistema es de 82 por ciento, determine 
a) la potencia de salida promedio entregada por la bomba hidraulica para 
elevar el sistema, b) la potencia electrica promedio que se requiere. 



Figura PI 3.50 


La velocidad del elevador del problema 13.50 aumenta de ma- 
nera uniforme desde cero hasta su valor maxi mo en 7.5 s y despues dismi- 
nuye uniformemente hasta cero en 7.5 s. Si se sabe que la salida de poten¬ 
cia maxima de la bomba hidraulica es de 6 kW cuando la velocidad es maxima, 
determine la fuerza de elevation maxima proporcionada por la bomba. 
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Figura PI 3.54 


13.52 Un tren de 100 ton que viaja sobre una pista horizontal requiere 
400 hp para mantener una rapidez constante de 50 mi/h. Determine a) la 
fuerza total necesaria para contrarrestar la friction del eje, la resistencia al 
rodamiento y la resistencia del aire, b) los caballos de fuerza adicionales re- 
queridos si el tren debe mantener la misma rapidez cuando asciende por una 
pendiente de 1 por ciento. 

13.53 Se sabe que la resistencia de friccion de un barco varfa direc- 
tamente como la potencia 1.75 de la velocidad v del barco. Un solo remol- 
cador a maxima potencia puede jalar al barco a una rapidez constante de 4.5 
km/h, ejerciendo una fuerza constante de 300 kN. Determine a ) la potencia 
desarrollada por el remolcador, b) la rapidez maxima a la que dos remol- 
cadores, capaces de entregar la misma potencia, pueden arrastrar al barco. 

El elevador E tiene una masa de 3 000 kg cuando esta com- 
pletamente cargado y se conecta como se muestra a un contrapeso W de 
1 000 kg de masa. Determine la potencia en kW que entrega el motor 

a) cuando el elevador se mueve hacia abajo a una rapidez constante de 3 m/s, 

b) cuando tiene una velocidad hacia arriba de 3 m/s y una desaceleracion de 
0.5 m/s 2 . 


13.6. ENERGIA POTENCIAL* 



Figura 13.4 ( repetida ) 


Considere de nuevo un cuerpo de peso W que se mueve a lo largo de 
una trayectoria curva desde un punto A 1 de elevation y , hasta un pun- 
to A 2 de elevacion y 2 (figura 13.4). En la section 13.2 se estudio que 
el trabajo de la fuerza de gravedad W durante este desplazamiento es 

l/i-a = Wyi ~ Wy 2 (13.4) 

El trabajo de W puede obtenerse entonces al restar el valor de la fun- 
cion Wy, correspondiente a la segunda position del cuerpo, del valor 
que corresponde a su primera position. El trabajo de W es indepen- 
diente de la trayectoria real seguida; depende solo de los valores ini¬ 
tial y final de la funcion Wy. Esta funcion recibe el nombre de ener¬ 
gia potential del cuerpo respecto a fuerza de gravedad W, y se denota 
mediante V g . Se escribe 

2 = (Vg)! - (V g ) 2 con Vg = Wy (13.16) 


Se observa que si (V g ) 2 > (V g )i, esto es, si la energia potential aumen- 
ta durante el desplazamiento (como en el caso considerado aqui), el 
trabajo U!_» 2 es negativo. Si, por otro lado, el trabajo de W es positi- 
vo, disminuye la energia potencial. Por lo tanto, la energia potencial V g 
del cuerpo proporciona una medida del trabajo que puede realizarse 
mediante su peso W. Puesto que en la formula (13.16) unicamente es¬ 
ta implicado el cambio en la energia potencial, y no el valor real de V g , 
puede agregarse una constante arbitraria a la expresion obtenida para 
Vg. En otras palabras, el nivel de referencia desde el cual es medida la 
elevacion y se puede elegir de manera arbitraria. Advierta que la ener¬ 
gia potencial se expresa en las mismas unidades que el trabajo, esto es, 
en joules si se usan unidades SI y en ft .lb o in. .lb si se utilizan uni¬ 
dades de uso coimin en Estados Unidos. 


f Parte del material de esta seccion ya se considero en la seccion 10.7. 

























Hay que observar que la expresion que se acaba de obtener para 
la energfa potencial de un cuerpo con respecto a la gravedad solo es va- 
lida mientras es posible suponer que el peso W del cuerpo permanece 
constante. Esto es, siempre y cuando los desplazamientos del cuerpo 
sean pequenos comparados con el radio de la Tierra. Sin embargo, en 
el caso de un vehfculo espacial debemos tomar en consideration la va¬ 
riation de la fuerza de la gravedad con la distancia r desde el centra de 
la Tierra. Con base en la expresion que se obtuvo en la section 13.2 pa¬ 
ra el trabajo de una fuerza gravitational, se escribe (figura 13.6) 


TT GMm GMm 
C 1—>2 ~ 

r 2 n 


(13.7) 


El trabajo de la fuerza de gravedad puede entonces obtenerse al sus- 
traer el valor de la funcion —GMm/r correspondiente a la segunda po¬ 
sition del cuerpo de su valor correspondiente a la primera position. 
En consecuencia, la expresion que debe usarse para la energfa poten¬ 
cial V g cuando la variation en la fuerza de la gravedad no puede igno- 
rarse es 
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Figura 13.6 ( repetida ) 


GMm 



(13.17) 


Si se toma la primera de las relaciones (12.29) en cuenta, se escribe V g 
en la forma altemativa 


V, = - 


WK 


(13.17') 


donde R es el radio de la Tierra y W es el valor del peso del cuerpo en 
la superficie terrestre. Cuando cualquiera de las relaciones (13.17) o 
(13.17') se usa para expresar V g , la distancia r debe, desde luego, me- 
dirse desde el centra de la Tierra. 1 Advierta que V g siempre es negati- 
va y que se aproxima a cero para valores muy grandes de r. 

Considere ahora un cuerpo unido a un resorte y que se mueve de 
una position A\, correspondiente a una deformation x\ del resorte, a 
una posicion A 2 , correspondiente a una deformation x 2 del resorte (fi¬ 
gura 13.5). llecuerdese de la section 13.2 que el trabajo de la fuerza F 
ejercida por el resorte sobre el cuerpo es 

I/r-a = I**! - (13.6) 

El trabajo de la fuerza elastica se obtiene de tal modo al sustraer el va¬ 
lor de la funcion ^kx 2 correspondiente a la segunda posicion del cuer¬ 
po de su valor correspondiente a la primera posicion. Esta funcion se 
denota mediante V e y se denomina la energia potencial del cuerpo con 
respecto a la fuerza elastica F. Se escribe 

U i — >2 = (v e ), - (VJ 2 con V e = \kx 2 (13.18) 

y se observa que durante el desplazamiento considerado, el trabajo de 
la fuerza F ejereido por el resorte sobre el cuerpo es negativo y que au- 
menta la energfa potencial V e . Hay que observar que la expresion que 


Resorte sin deformar 



f Las expresiones dadas para V g en (13.17) y (13.17') son validas solo cuando r > R, esto 
es, cuando el cuerpo considerado esta sobre la superficie de la Tierra. 
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den a partir de su posicion no derormada. ror otro lado, es posible uti- 

lizar la formula (13.18) incluso cuando el resorte se gira alrededor de 
su extremo fijo (figura 13.10a). El trabajo de la fuerza elastica depen- 
de unicamente de las deformaciones inicial y final del resorte (figura 
13.10b). 




Figura 13.10 


Es posible recurrir al concepto de energia potencial cuando estan 
implicadas fuerzas diferentes a las de la gravedad y elasticas. En reali¬ 
dad, sigue siendo valido siempre que el trabajo de la fuerza considera- 
da sea independiente de la trayectoria seguida por su punto de aplica- 
cion cuando este punto se mueve de una posicion dada Aj a una posicion 
dada A 2 . Este tipo de fuerzas se dice que son fuerzas conservatives-, las 
propiedades generales de las fuerzas conservativas se estudian en la si- 
guiente section. 



*13.7. FUERZAS CONSERVATIVAS 

Como se indica en la section precedente, una fuerza F que actua so- 
bre una particula A se dice que es conservativa si su trabajo U i^ 2 es 
independiente de la trayectoria seguida por la particula A cuando se 
mueve de Ai a A 2 (figura 13.11a). Se puede escribir entonces 


U i^ 2 = V(*!, y i, zx) ~ V(x 2 , y 2 , z 2 ) (13.19) 

o, en forma resumida, 

U^ 2 = V 1 ~V 2 (13.19') 

La funcion V(x, y, z ) recibe el nombre de energia potencial, o funcion 
potencial de F. 

Note que si A 2 se elige para coincidir con A h esto es, si la particula 
describe una trayectoria cerrada (figura 13.11b), Vi = V 2 y el trabajo es 
cero. De tal modo, es posible escribir para una fuerza conservativa F 

F • dr = 0 (13.20) 

donde el circulo sobre el signo integral indica que la trayectoria es ce¬ 
rrada. 
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Al aplicar ahora (13.19) entre dos puntos vecinos Aix, y, z) y A'(x + 
dx, y + dy, z + dz). El trabajo elemental dU correspondiente al des- 
plazamiento dr de A a A' es 

dU = V(x, y, z) - V(x + dx, y + dy, z + dz) 
o 


dU = -dV(x, y, z) (13.21) 

Asi, el trabajo elemental de una fuerza conservativa es una diferencial 
exact a. 

Alsustituir parade/en (13.21) la expresion que se obtuvo en (13.1") 
y recordar la definition de la diferencial de una funcion de varias va¬ 
riables, se escribe 



de la cual se sigue que 





(13.22) 


Es claro que las componentes de F deben ser funciones de las coor- 
denadas x, y y z. En consecuencia, una condition necesaria para una 
fuerza conservativa es que esta solo depende de la position de su pun- 
to de aplicacion. Las relaciones (13.22) pueden expresarse de manera 
mas concisa si se escribe 


F = F x i + F y j + F z k 


^i + 

dx 


-j + 



El vector entre parentesis se conoce como el gradiente de la funcion 
escalar V y se denota por grad V. Se escribe entonces para cualquier 
fuerza conservativa 


F = -grad V (13.23) 

Se demostro que las relaciones (13.19) a (13.23) seran satisfechas 
por cualquier fuerza conservativa. Tambien se mostro que si una fuerza 
F satisface una de estas relaciones, F debe ser una fuerza conservativa. 


13.8. CONSERVACION DE LA ENERGIA 

En las dos secciones anteriores se ha visto que el trabajo de una fuer¬ 
za conservativa, tal como el peso de una particula o la fuerza ejercida 
por un resorte, puede expresarse como un cambio en la energia poten¬ 
tial. Cuando una particula se mueve bajo la action de fuerzas conser- 
vativas, el principio del trabajo y la energia enunciado en la section 
13.3 puede expresarse en forma modifieada. Al sustituir U i_, 2 de 
(13.19') en (13.10), se escribe 

v 1 -v 2 = t 2 - Tj 

Ti + Vi = T 2 + V 2 


(13.24) 
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La formula (13.24) indica que cuando una particula se mueve bajo la ac¬ 
tion de fuerzas conservativas, la suma de la energia cinetica y de la ener- 
gi'a potential de la particula permanece constante. La suma T + V se de- 
nomina la energia mecanica total de la particula y se denota por medio 
de E. 

Considere, por ejemplo, el pendulo que se analizo en la section 
13.4, el cual se suelta sin veloeidad desde A\ y se permite que se ba- 
lancee en un piano vertical (figura 13.12). Al medir la energia poten¬ 
tial desde el nivel de A 2 , hay, en A 1; 

T\ = 0 V, = Wl T 1 + V 1 = Wl 


Al recordar que en A 2 la rapidez del pendulo es u 2 


se tiene 


T 2 = \mv\ = “(2gZ) = Wl 
T z + V z = Wl 


v 2 = 0 


Inicio 



Se verifica de ese modo que la energia mecanica total E = T + V del pen¬ 
dulo es la misma en Ai y en A 2 . En tan to que la energia es enteramente 
potential en A 1; esta se vuelve por completo cinetica en A 2 , y cuando el 
pendulo se mantiene oscilando hacia la derecha, la energia cinetica se 
transforma de nuevo en energia potential. En A 3 , T 3 = 0 y V 3 = Wl. 

Puesto que la energia mecanica total del pendulo permanece cons¬ 
tante y debido a que la energia potencial depende exclusivamente de 
su elevation, la energia cinetica del pendulo tendra el mismo valor en 
cualesquiera dos puntos ubicados al mismo nivel. De tal rnanera, la 
rapidez del pendulo es la misma en A y en A' (figura 13.12). Este re- 
sultado puede extenderse al caso de una particula que se mueve a lo 
largo de cualquier trayeetoria determinada, independientemente de la 
forma de la trayeetoria, siempre y cuando las unicas fuerzas que ac- 
tuen sobre la particula sean su peso y la reaction normal de la trayec- 
toria. La particula de la figura 13.13, por ejemplo, la cual desliza sobre 
un piano vertical a lo largo de una pista sin friction, tendra la misma 
veloeidad en A, A' y A". 

Si bien el peso de una particula y la fuerza ejercida por un resor- 
te son fuerzas conservativas, las fuerzas de friction son fuerzas no con¬ 
servativas. En otras palabras, el trabajo de la fuerza de friction no pue¬ 
de expresarse como un cambio en la energia potencial. El trabajo de la 
fuerza de friction depende de la trayeetoria seguida por su punto de 
aplicacion; y mientras el trabajo U i_ 2 definido por (13.19) es positivo 
o negativo de acuerdo con el sentido de movimiento, el trabajo de una 
fuerza de friction, como se senalo en la section 13.4, siempre es nega¬ 
tivo. Hay que eoncluir que cuando un sistema mecanico implica fric¬ 
tion, su energia mecanica total no permanece constante, sino que dis- 
minuye. Sin embargo, la energia del sistema no se pierde; se transforma 
en calor, y la suma de la energia mecanica y de la energia termica del 
sistema permanece constante. 

Otras formas de energia tambien pueden estar implicadas en un sis¬ 
tema. Por ejemplo, un generador convierte energia mecanica en energia 
electrica; un motor a gasolina convierte energia quimica en energia me¬ 
canica; un reactor nuclear convierte masa en energia termica. Si se to¬ 
man en cuenta todas las formas de energia, la energia de cualquier sis¬ 
tema puede considerarse como constante y el principio de conservation 
de la energia sigue siendo valido bajo todas las condiciones. 
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En la section 12.9 se analizo que cuando una partfcula P se mueve ba- 
jo la action de una fuerza central F, la cantidad de movimiento angu¬ 
lar H 0 de la partfcula alrededor del centra de fuerza O es constante. 
Si la fuerza F es tambien conservativa, existe ahf una energia potencial 
V asociada con F, y la energia total E = T + V de la partfcula es cons¬ 
tante (section 13.8). Asi, cuando una partfcula se mueve bajo una fuer¬ 
za central conservativa, tanto el principio de conservation de la canti¬ 
dad de movimiento angular como el principio de conservation de la 
energia pueden utilizarse para estudiar su movimiento. 

Considere, por ejemplo, un vehfculo espacial de masa m que se 
mueve bajo la fuerza gravitational de la Tierra. Suponga que inicia su 
vuelo libre en el punto P 0 a una distancia r 0 del centra de la Tierra, 
con una velocidad Vo formando un angulo <j> 0 con el radio vector OP 0 
(figura 13.14). Sea P un punto de la trayectoria descrita por el vehfcu¬ 
lo; denote por r la distancia de O a P, por v la velocidad del vehfculo 
en P, y por <l> el angulo formado por v y el radio vector OP. Al aplicar 
el principio de la conservation de la cantidad de movimiento angular 
alrededor de O entre P 0 y P (section 12.9), se escribe 



Figura 13.14 


r 0 mv 0 sen <^ 0 = rmv sen 4> (13.25) 

Al recordar la expresion (13.17) que se obtuvo para la energia poten¬ 
cial debida a una fuerza gravitational, se aplica el principio de conser¬ 
vation de la energia entre P 0 y P y se escribe 


T 0 + V 0 = T + V 


i 9 GMm 

jmvo - 

r o 


1 2 


GMm 

r 


(13.26) 


donde M es la masa de la Tierra. 

La ecuacion (13.26) puede resolverse para la magnitud v de la ve¬ 
locidad del vehfculo en P cuando se conoce la distancia r de O a P; es 
posible entonces utilizar la ecuacion (13.25) para determinar el angu¬ 
lo (j> que forma la velocidad con el radio vector OP. 

Las ecuaciones (13.25) y (13.26) tambien se emplean para deter¬ 
minar los valores maximo y mfnimo de r en el caso de un satelite lan- 
zado desde P 0 en una direction que forma un angulo </> 0 con la verti¬ 
cal OP 0 (figura 13.15). Los valores deseados de r se obtienen haciendo 
</> = 90° en (13.25) y eliminando v entre las ecuaciones (13.25) y 
(13.26). 

Debe notarse que la aplicacion de los principios de conservation 
de la energia y de la conservation de la cantidad de movimiento angu¬ 
lar conducen a una formulation mas fundamental de los problemas de 
la mecanica celeste que con el metodo indicado en la section 12 . 12 . 
En todos los casos que implican lanzamientos oblicuos, tambien pro- 
ducira calculos mucho mas simples. Y si bien es necesario usar el me¬ 
todo de la section 12.12 cuando se van a determinar la trayectoria real 
o el periodo orbital del vehfculo espacial, los calculos se simplificaran 
si se usan primero los principios de conservation para calcular los va¬ 
lores maximo y mfnimo del radio vector r. 









PROBLEMA RESUELTO 13.6 



Un collarm de 20 lb desliza sin friction a lo largo de una varilla vertical en 
la forma que se indica. El resorte unido al collarm tiene una longitud no de- 
formada de 4 in. y una constante de 3 lb/in. Si el collarm se suelta desde el 
reposo en la position 1 , determine su velocidad despues de que se ha movi- 
do 6 in. hasta la position 2. 


SOLUCION 


Position 1. Energia potencial. El alargamiento del resorte es 
X] = 8 in. — 4 in. = 4 in. 



y se tiene 

V e = \kxi = -|(3 lb/in.)(4 in .) 2 = 24 in. ■ lb 

Al elegir el nivel de referenda como se muestra, se tiene V„ = 0. Por lo tanto, 

Vi = V e + V g = 24 in. • lb = 2 ft • lb 

Energia cinetica. Puesto que la velocidad en la position 1 es cero, 
T 1 = 0. 

Position 2. Energia potencial. El alargamiento del resorte es 
x 2 — 10 in. — 4 in. = 6 in. 



y se tiene 

V e = \k.x\ = -|(3 lb/in. )(6 in .) 2 = 54 in. • lb 
V g = Wy = (20 lb )(—6 in.) = -120 in. ■ lb 

Por lo tanto, 

v 2 = V e + Vg = 54 - 120 = -66 in. ■ lb 
= -5.5 ft • lb 


Energia cinetica 


12 1 20 

22 = *™*=- — 


vi 


0.311«! 


Conservacion de la energia. Al aplicar el principio de la conserva¬ 
tion de la energia entre las posiciones 1 y 2 , se escribe 


T) + V, 
0 + 2 ft • lb 

«2 


r 2 +v 2 

0.311ol - 5.5 ft • lb 
±4.91 ft/s 

v 2 = 4.91 ft/s J, M 
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PROBLEMA RESUELTO 13.7 

Un objeto de 0.5 lb se empuja contra el resorte en A y se suelta desde el re- 
poso. Ignorando la friction, determine la deformation minima del resorte 
para la cual el objeto viajara alrededor del aro ABCDE y pennanecera en 
contacto con el todo el tiernpo. 


SOLUCION 


n 

W ma„ 


Rapidez necesaria en el punto D. Cuando el objeto pasa por el 
punto mas alto D, su energia potential con respecto a la gravedad es maxi¬ 
ma y consecuentemente su energia cinetica y su rapidez son minimas. Pues- 
to que el objeto debe permanecer en contacto con el aro, la fuerza N ejer- 
cida sobre el objeto por el aro debe ser igual o mayor que cero. Al dejar 
N = 0, se calcula la rapidez minima posible v D . 

+ |XF„ = ma n : W = ma n mg = ma n a n = g 

a n = v% = ra n = rg = (2 ft)(32.2 ft/s 2 ) = 64.4 ft 2 /s 2 


Position 1. Energia potencial. Si se denota por x la deformation 
del resorte y se advierte que k = 3 lb/in. = 36 Ib/ft, se escribe 



V e = {fee 2 = {(36 lb/ft)x 2 = 18x 2 

Al elegir el nivel de referenda en A, tenemos que V g = 0; por lo tanto 

Vi = V e + V g = 18x 2 

Energia cinetica. Puesto que el objeto se suelta desde el reposo, v A = 0 
y Tj = 0 . 

Position 2. Energia potencial. El resorte ahora no esta deforma- 
do; de tal rnodo, V e = 0. Puesto que el objeto esta 4 ft arriba del nivel de re¬ 
ferenda, se tiene 


V g = Wy = (0.5 lb)(4 ft) = 2 ft • lb 
V 2 = V e + Vg = 2 ft • lb 

Energia cinetica. Al utilizar el valor de v% que se obtuvo antes, se 
escribe 


r 2 = k nlv% = (64.4 ft 2 /s 2 ) = 0.5 ft • lb 

Conservation de la energia. Al aplicar el principio de conservation 
de energia entre las posiciones 1 y 2, se escribe 

Ti + V x = T 2 + V 2 
0 + 18x 2 = 0.5 ft • lb + 2 ft • lb 

x = 0.3727 ft x = 4.47 in. ◄ 
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PROBLEMA RESUELTO 13.8 



Una esfera de masa in = 0.6 kg se une a un cordon elastico de constante k = 
100 N/m, el cual no esta deformado cuando la esfera se localiza en el origen 
O. Si se sabe que la esfera puede deslizarse en friction sobre la superficie ho¬ 
rizontal y que en la position indicada su velocidad v A tiene una magnitud de 
20 m/s, determine a) las distancias maxima y minima de la esfera al origen O, 
b ) los valores correspondientes de su rapidez. 



SOLUCION 

La fuerza que ejerce la cuerda sobre la esfera pasa por el punto fijo O, y su 
trabajo puede expresarse como el cambio en la energia potential. Por lo tan- 
to, es una fuerza central conservativa, y se conservan tanto la energia total 
de la esfera como su cantidad de movimiento angular alrededor de O. 

Conservation de la cantidad de movimiento angular alrededor 

de O, En el punto B, donde la distancia desde O es maxima, la velocidad 
de la esfera es perpendicular a OB y la cantidad de movimiento angular es 
r m nw m . Una propiedad similar se cumple en el punto C, donde la distancia 
desde O es minima. Al expresar la conservation de la cantidad de movimien¬ 
to angular entre Ay B, se escribe 

r A mvA sen 60° 

(0.5 m)(0.6 kg)(20 m/s) sen 60° 

v m 

Conservacion de la energia 

En el punto A: T A = \mv\ = ^(0.6 kg)(20 m/s) 2 = 120 J 
V A = \kr\ = |(100 N/m)(0.5 m) 2 = 12.5 J 
En el punto B-. T B = bnv^ = -|(0.6 kg)«^ = 0.3uf„ 

V B = \krt = |(100 N/m)r 2 , = 50r 2 

Al aplicar el principio de conservacion de la energia entre los puntos Ay B, 
se escribe 


r m rnv m 

rJ0.6 kg)v„ 
8.66 


( 1 ) 


t a + v a = t b + v b 

120 + 12.5 = 0.3u 2 + 50r 2 (2) 

a) Valores maximo y minirno de la distancia. Al sustituir v m de la 
ecuacion (1) en la ecuacion (2) y resolver para i, n , se obtiene 

r 2 = 2.468 o 0.1824 r m = 1.571 m, r' m = 0.427 m ◄ 


b) Valores de velocidad correspodientes. Al sustituir los valores 
que se obtuvieron para r m y r' m en la ecuacion (1), se tiene 


v m 


v 


in 


8.66 

1.571 

8.66 

0.427 


v m = 5.51 m/s A 
v' m = 20.3 m/s ^ 


Nota. Puede mostrarse que la trayectoria de la esfera es una elipse de 
centro O. 
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PROBLEMA RESUELTO 13.9 



Se lanza un satelite en direction paralela a la superficie de la Tierra con una 
velocidad de 36 900 km/h desde una altura de 500 km. Determine a) la al- 
tura maxima alcanzada por el satelite, b) el error maximo permisible en la 
direccion de lanzamiento si el satelite va a entrar a una orbita en la que su 
maximo acercamiento a la superficie terrestre va a ser de 200 km. 




SOLUCION 


a) Altura maxima. Se denota por A' el punto de la orbita mas aleja- 
do de la Tierra y por r, la distancia correspondiente desde el centra de nues- 
tro planeta. Puesto que el satelite se encuentra en vuelo libre entre Ay A', 
se aplica el principio de conservation de la energia 


T A + v A = t a . + V A . 


i 9 GMm 

jmv o- 

r 0 


— 1 2 
= j»lB i — 


GMm 

n 


(l) 


Puesto que la unica fuerza que actua sobre el satelite es la fuerza de la gra- 
vedad, que es una fuerza central, se conserva la eantidad de movimiento an¬ 
gular del satelite alrededor de O. Al considerar los puntos A y A', se escribe 


r 0 mv 0 = riinvi Vi = v 0 — ( 2 ) 

r i 

Al sustituir esta expresion para Ui en la ecuacion (1), y dividir cada termino 
entre la masa m y reagrupar los terminos, se obtiene 


Al recordar que el radio de la Tierra es R = 6 370 km, se calcula 

r 0 = 6 370 km + 500 km = 6 870 km = 6.87 X 10® m 
v 0 = 36 900 km/h = (36.9 X 10® m)/(3.6 X 10 3 s) = 10.25 X 10 3 m/s 
GM = gfl 1 2 = (9.81 m/s 2 )(6.37 X 10 6 m ) 2 = 398 X 10 12 m 3 /s 2 

Al sustituir estos valores en (3), se obtiene = 66.8 X 10 6 m. 


1 _l_ £o _ 2 GM 


n 


r 0 v o 


(3) 


_L,2 / 1 _ £o 

2^0 ( 1 r 2 


GM 

r 0 


1 — — 
n 


Altura maxima = 66.8 X 10 fi m — 6.37 X 10 6 m = 60.4 X 10 6 m = 

60 400 km ◄ 


b) Error permisible en la direccion de lanzamiento. El satelite 
se lanza desde P 0 en una direccion que forma un angulo r /> 0 con la vertical 
OP Q . El valor de <f> 0 corresponde a r m£n = 6 370 km + 200 km = 6 570 km 
se obtiene aplicando el principio de conservation de la energia y de la con¬ 
servation de la eantidad de movimiento angular entre P 0 y A: 


1 2 GMm i 2 GMm 

2 WWq ~ — 2 ^max 

r 0 r mm 


r 0 mv o sen </> 0 


— r mm rau max 


(4) 

(5) 


Al resolver (5) para y luego sustituir n mSx en (4), se puede resolver (4) 
respecto a sen <f> 0 . Utilizando los valores de v 0 y GM calculados en el inciso 
a) y al advertir que r 0 /r m£n = 6 870/6 570 = 1.0457, se encuentra 

sen <f>o = 0.9801 <^ 0 = 90° ± 11.5° Error permisible = ± 11.5° A 
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RESOL UCION DE PROB LEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


En esta leccion se aprendio que cuando el trabajo realizado por una fuerza F que 
actua sobre una particula A es independiente de la trayectoria que sigue la particula 
cuando se mueve de una position dada Aj a una position dada A 2 (figura 13.11a), 
entonces es posible definir para la fuerza F una funcion V, llamada energia poten¬ 
tial. Este tipo de fuerzas se dice que son fuerzas conservativas, y se puede escribir 


U^ 2 = Vfo, y lt zd - V(x 2 , y 2j z 2 ) (13.19) 


o, en forma breve, 


u ^ 2 = v 1 -v 2 


(13.19') 


Hay que observar que el trabajo es negativo cuando el cambio en la energia poten- 
cial es positivo, esto es, cuando V 2 > Vi. 

Al sustituir la expresion anterior en la ecuacion para el trabajo y la energia, se pue¬ 
de escribir 


Ti + Vi = T 2 + V 2 (13.24) 

que muestra que cuando una particula se mueve bajo la action de una fuerza eonser- 
vativa la suma de las energias cinetica y potential de la particula permanece constante. 

La solution de problemas en los que se use la formula anterior consistira de los si- 
guientes pasos. 


1. Determine si todas las fuerzas implicadas son conservativas. Si algunas de 
las fuerzas no son conservativas, por ejemplo, si esta implicada la friction, se debe 
usar el metodo del trabajo y la energia de la leccion anterior, ya que el trabajo efec- 
tuado por tales fuerzas depende de la trayectoria seguida por la particula y no exis- 
te una funcion potencial. Si no hay friction y si todas las fuerzas son conservativas, 
se puede proceder de la manera siguiente. 

2. Determinar la energia cinetica T = \mv 2 en cada extremo de la trayectoria. 

3. Calcular la energia potencial de todas las fuerzas implicadas en cada ex¬ 
tremo de la trayectoria. Recuerdese que las siguientes expresiones para la energia 
potencial se obtuvieron en esta leccion. 

a) La energia potencial del peso W cerca de la superficie de la Tierra y a una 
altura y sobre un nivel de referenda dado, 

V g = Wy (13.16) 

( continue) 
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b) La energia potencial de una masa m localizada a una distancia r del 
centro de la Tierra, suficientemente grande de manera que la variation de la fuer- 
za de la gravedad deba tomarse en cuenta, 



(13.17) 


donde la distancia r se mide desde el centro de la Tierra y V g es igual a cero en r = °° 


F = 


c) La energia potencial de un cuerpo con respecto a una fuerza elastica 
kx. 


V e = ikx 2 (13.18) 

donde la distancia x es la deformacion del resorte elastico medida desde su position 
no deformada y k es la constante de resorte. Advierta que V e depende exclusivamen- 
te de la deformacion x y no de la trayectoria del cuerpo unido al resorte. Ademas, V e 
siempre es positiva, ya sea que el resorte este comprimido o extendido. 

4. Sustituir las expresiones para las energias cinetica y potencial en la ecua- 
cion (13.24) anterior. Se puede resolver esta ecuacion para una incognita, por ejem- 
plo, para una velocidad [problema resuelto 13.6]. Si esta implicada mas de una in¬ 
cognita, se tendra que buscar otra condition o ecuacion, tal como una velocidad 
minima [problema resuelto 13.7] o la energia potencial minima de la particula. En 
el caso de problemas que impliquen una fuerza central, puede obtenerse una segun- 
da ecuacion utilizando la conservation de la cantidad de movimiento angular [pro¬ 
blema resuelto 13.8]. Esto es en especial util en las aplicaciones a la mecanica celes¬ 
te [section 13.9], 
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Problemas 


Una fuerza P se aplica lentamente a una placa que esta unida 
a dos resortes y provoca una deflexion x 0 . En cada uno de los dos casos 
indicados, obtenga una expresion para la constante k e , en terminos de k\ 
y k 2 , del resorte unico equivalente al sistema dado, esto es, de un resorte 
que experimentarfa la misma deformation x 0 si se sometiera a la misma fuer¬ 
za P. 




a) 

Figura PI3.55 


b) 


C 



Figura P13.57 


13.56 Un bloque de masa m esta unido a dos resortes como se mues- 
tra en la figura. Si se sabe que en cada caso indicado el bloque se jala a traves 
de una distancia x 0 desde su position de equilibrio y despues se suelta, de¬ 
termine la maxima rapidez del bloque en el movimiento subsecuente. 



■12 in. 



Figura PI 3.58 


Figura PI3.56 

13.57 Un collarin C de 1.2 kg puede deslizarse sin friction a lo largo 
de una varilla horizontal. Esta unido a tres resortes, cada uno de constante 
k = 400 N/m y con una longitud no deformada de 150 mm. Si se sabe que 
el collarin se suelta desde el reposo en la posicion mostrada, determine la 
rapidez maxima que alcanzara con el movimiento resultante. 

13.58 Un collarin B de 10 lb puede deslizarse sin friction a lo largo 
de una varilla horizontal y esta en equilibrio en A cuando se le empuja 5 in. 
hacia la derecha y se le suelta desde el reposo. La longitud sin deformar de 
los resortes es de 12 in. y la constante de cada uno es k = 1.6 lb/in. Deter¬ 
mine a) la rapidez maxima del collarin, b) la aceleracion maxima del collarin. 
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Problemas 799 


13.59 Una cuerda elastica esta estirada entre dos puntos Ay B, sepa- 
rados por una distancia de 16 in. en el mismo piano horizontal. Cuando se 
estira directamente entre Ay B, la tension es de 10 lb. Despues la cuerda se 
estira corno se muestra en la figura hasta que su punto medio C se ha movido 
6 in. hasta C'; se requiere una fuerza de 60 lb para mantener la cuerda en 
C'. Si se coloca un perdigon de 0.2 lb en C' y luego se suelta la cuerda, de¬ 
termine la rapidez del perdigon cuando pasa por C. 

13.60 Un collarfn de 1.5 kg esta unido a un resorte y se desliza sin 
friccion a lo largo de una varilla circular en un piano horizontal. El resorte 
tiene una longitud no deformada de 150 mm y una constante k = 400 N/m. 
Si se sabe que el collarfn esta en equilibrio en A y se le da un ligero impulso 
para ponerlo en movimiento, determine la velocidad del collarfn a) cuando 
pasa por B, b) cuando pasa por C. 




Figura P13.60 


13.61 Un collarfn de 500 g se puede deslizar sin friccion sob re la vari¬ 
lla curva BC en un piano horizontal. Si la longitud no deformada del resorte 
es de 80 mm y k = 400 kN/m, determine a) la velocidad que se le debe im- 
primir al collarfn en el punto A para llegar a B con velocidad nula, b) la ve¬ 
locidad del collarfn cuando llegue al punto C. 

1 3.62 Un collarfn de 3 kg puede deslizarse sin friccion sobre una vari¬ 
lla vertical y descansa en equilibrio sobre un resorte. Se empuja hacia abajo, 
comprimiendo el resorte 150 mm, y se suelta. Si se sabe que la constante del 
resorte es k = 2.6 kN/m, determine a) la altura maxima h que alcanza el co- 
llarfn sobre su position de equilibrio, b) la rapidez maxima del collarfn. 



T 


h 


3 kg 


; it = 2.6 kN/m 


Figura PI3.62 
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Figura P13.63 


I D 



13.63 En mecanica de materiales se ha demostrado que cuando una 
viga elastica AB soporta a un bloque de peso W en un punto dado B, la de¬ 
flexion y st (llamada deflexion estatica) es proportional a W. Demuestre que 
si el misrno bloque se deja caer desde una altura h sobre el extremo B de 
una viga en voladizo AB y no rebota, la deflexion ma xima y m en el movimiento 
resultante puede expresarse como ij m = y st (1 + Vl + 2h/y st ). Observe que 
esta formula es aproximada, puesto que se basa en el supuesto de que no hay 
energia disipada en el impacto y en que el peso de la viga es pequeno en 
comparacion con el peso del bloque. 

13.64 Una varilla circular delgada se mantiene en un piano vertical 
mediante una brida en A. Unido a la brida y enrollado holgadamente alrede- 
dor de la varilla esta un resorte de constante k = 3 lb/ft y longitud no de- 
formada igual al arco de circulo AB. Un collarfn C de 8 oz, que no esta unido 
al resorte, puede deslizarse sin friction a lo largo de la varilla. Si se sabe que 
el collarfn se suelta desde el reposo cuando 6 = 30°, determine a) la altura 
maxima sobre el punto B que alcanza el collarfn, b) la rapidez maxima del 
collarfn. 

13.65 Una varilla circular delgada se mantiene en un piano vertical 
por medio de una brida en A. Unido a la brida y enrollado holgadamente 
alrededor de la varilla esta un resorte de constante k = 3 Ib/ft y longitud no 
deformada igual al arco de circulo AB. Un collarfn C de 8 oz, que no esta 
unido al resorte, puede deslizarse sin friction a lo largo de la varilla. Si se 
sabe que el collarfn se suelta desde el reposo a un angulo 6 con respecto a 
la vertical, determine a) el valor minimo de 6 para el cual el collarfn pasara 
a traves de D y llegara al punto A, b) la velocidad del collarfn cuando este 
llega al punto A. 


13.66 Un collarfn de 2.7 lb puede deslizarse a lo largo de la varilla 
que se muestra en la figura. El collarfn esta unido a una cuerda elastica an- 
clada en F, con una longitud sin deformar de 0.9 ft y una constante de re¬ 
sorte de 5 lb/ft. Si se sabe que el collarfn se suelta desde el reposo en A y si 
no se toma en cuenta la friction, determine la rapidez del collarfn a) en B , 
b) en E. 



Figura P13.66 


























13.67 El sistema que se muestra esta en equilibrio cuando <f> = 0. Si 
se sabe que inicialmente <fi = 90° y que el bloque C recibe un ligero gol- 
pe cuando el sistema esta en esa position, determine la rapidez del bloque 
cuando pasa por la position de equilibrio </> = 0. Desprecie la masa de la 
varilla. 



13.68 Un resorte se usa para detener un paquete de 50 kg, el cual se 
mueve hacia abajo sobre una pendiente de 20°. El resorte tiene una cons- 
tante k = 30 kN/m y se sostiene mediante cables, de manera que en un ini¬ 
tio esta comprimido 50 mm. Si se sabe que la velocidad del paquete es de 
2 m/s cuando se encuentra a 8 m del resorte y si se desprecia la friction, de¬ 
termine la deformation adicional maxima del resorte para llevar el paquete 
al reposo. 

13.6S Retome el problema 13.68, y ahora suponga que el coeficiente 
de friction cinetica entre el paquete y el piano inclinado es de 0.2. 


2 m/s 



Figura PI 3.68 


13.70 Un objeto de 300 g se suelta desde el reposo en A y se desliza 
sin friction a lo largo de la superficie mostrada. Determine la fuerza que 
ejerce la superficie sobre el objeto a) justo antes de que llegue a B, b) in- 
mediatamente despues de que pasa por B. 



13.7 Un objeto de 300 g se suelta desde el reposo en A y se desliza 
sin friction a lo largo de la superficie mostrada. Determine la fuerza ejercida 
sobre el objeto por la superficie a) justo antes de que llegue a C, b) inme- 
diatamente despues de que pasa por C. 

Un collarfn de 1.2 lb puede deslizarse sin friction a lo largo de 
la varilla semicircular BCD. El resorte tiene una constante de 1.8 lb/in. y su 
longitud sin deformar es de 8 in. Si se sabe que el collarfn se suelta desde el 
reposo en B, determine a) la rapidez del collarfn cuando pasa por C, b) la 
fuerza que ejerce la varilla sobre el collarfn en C. 



Figura PI 3.72 
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13.73 Un coUarfn de 1 lb esta unido a un resorte y se desliza sin fric¬ 
tion a lo largo de una varilla circular en un piano vertical. El resorte tiene una 
longitud no deformada de 5 in. y una constante k — 10 Ib/ft. Si se sabe que 
el collarfn se suelta desde el reposo en A, determine la rapidez del collann y 
la fuerza normal entre el collann y la varilla cuando el collann pasa por B. 

13.74 Un paquete de 200 g se lanza, mediante un resorte en A, hacia 
arriba con una velocidad v 0 ; el paquete se mueve alrededor de un conducto 

A sin friction y se deposita en C. Para cada uno de los dos conductos que se 
muestran, determine a) la velocidad minima v 0 para la cual el paquete lle- 
gara a C, b) la fuerza correspondiente ejercida por el paquete en el conducto 
justo antes de abandonar el conducto en C. 


Figura PI3.73 





T-A» 


l 



Figura PI 3.74 

13.7 Si el paquete del problema 13.74 no debe golpear la superficie 
horizontal en C con una rapidez mayor que 3.5 m/s, a) demuestre que este 
requisito solo puede ser satisfecho por el segundo conducto, b) determine 
la velocidad initial maxima permisible v () cuando se emplea el segundo con¬ 
ducto. 


13.7 La pelota de 2 lb en A se encuentra suspendida de una cuerda 
inextensible y se le da una velocidad horizontal initial de 16 ft/s. Si I = 2 ft 
y x B = 0, determine ij B de forma que la pelota entre en la canasta. 


■■■ . . » 

v o 

Figura PI 3.76 y PI3.77 


*1 3.77 La pelota de 2 lb en A se encuentra suspendida de una cuerda 
inextensible y se le da una velocidad horizontal initial de v 0 . Si l = 2 ft, 
x H = 0.3 ft y y B = 0.4 ft, determine la velocidad initial v 0 de forma que la 
pelota entre a la canasta. 



y 

/ 
it = 8 ft 


h 


* 13.78 En un almacen los paquetes se mueven desde el punto A, en 
el piso superior, hasta el punto B del piso inferior, 12 ft directamente por de- 
bajo de A, por medio de un tobogan cuya linea central tiene la forma de una 
helice con eje vertical y y radio R = 8 ft. La section transversal del tobogan 
debe inclinarse de modo que cada paquete, despues de soltarse en A sin ve¬ 
locidad, se deslice a lo largo de la linea central del tobogan sin tocar los hor¬ 
des. Si se desprecia la friction, a) exprese el angulo (f> formado por la normal 
a la superficie del tobogan en P y la normal principal de la linea central en 
ese punto, como una funcion de la elevation y de un punto dado P de la linea 
central, b) determine la magnitud y la direction de la fuerza ejercida por el 
tobogan sobre un paquete de 20 lb cuando este llega al punto B. Sugerencia : 
La normal principal a la helice en el punto P es horizontal y esta dirigida ha¬ 
cia el eje y, ademas el radio de curvatura de la helice es p = ff[l + {1i/2ttR) 2 ]. 

* 13.79 Demuestre que una fuerza F(x, y, z) es conservativa, si y solo 
si se satisfacen las siguientes relaciones 

dF x _ dF,/ dF,/ _ dF- 

dy dx dz dy 


Figura P13.78 


dF- = dFj. 
dx ~ dz 










































Problemas 803 


La fuerza F = (yzi + zxj + xyk )/xyz actua sobre la partfcula 
P(x, y, z) que se mueve en el espacio. a) Utilizando la relacion deducida en 
el problema 13.79, demuestre que es una fuerza conservativa. b) Determine 
la funcion potencial asociada con F. 

*13.81 Una fuerza F actua sobre una partfcula P(x, y) que se mueve 
en el piano xy. Determine si F es una fuerza conservativa y calcule el traba- 
jo de F cuando P describe la trayectoria A, B, C, A en el sentido de las maneci- 
llas del reloj, incluyendo el cuarto de circulo x + y 2 = a 2 , si a) F = ki/i, 
b) F = k{y i + xj). 

*13.82 Se sabe que la funcion potencial asociada con una fuerza P en 
el espacio es V(x, y, z) = — (x 2 + y 2 + z 2 ) 1/2 . a) Determine las componentes 
x, y y z de P. b) Calcule el trabajo realizado por P desde O hasta D, inte- 
grando a lo largo de la trayectoria OABD y demuestre que es igual al ne- 
gativo del cambio en el potencial desde O hasta D. 



a) Calcule el trabajo realizado desde D hasta O por la fuerza 
P del problema 13.82 integrando a lo largo de la diagonal del eubo. b) Usan- 
do el resultado obtenido y la respuesta al inciso b) del problema 13.82, veri- 
fique que el trabajo realizado por una fuerza conservativa alrededor de la 
trayectoria cerrada OABDO es cero. 

*13.84 La fuerza F = (xi + i/j + zk)/(x 2 + y 2 + z 2 ) 372 actua sobre la 
partfcula P(x, y, z) que se mueve en el espacio. a) Utilizando la relacion de- 
ducida en el problema 13.79, demuestre que F es una fuerza conservativa. 
b ) Determine la funcion potencial V(x, y, z) asociada con F. 

13.85 Mientras describe una orbita circular a 300 km sobre la Tierra 
un vehfculo espacial lanza un satelite de comunicaciones de 3 600 kg. De¬ 
termine a) la energfa adicional que se requiere para poner el satelite en una 
orbita geosincrona a una altura de 35 770 km sobre la superficie terrestre, 
b) la energia requerida para poner el satelite en la misma orbita lanzandolo 
desde la superficie de la Tierra, sin incluir la energia necesaria para superar 
la resistencia del aire. (Una orbita geosincrona es una orbita circular en la 
cual el satelite parece estacionario con respecto al suelo.) 



Figura PI 3.82 


13.86 Un satelite se coloca en una orbita eliptica alrededor de la Tierra. 
Si se sabe que el cociente v A /v P de la velocidad en el apogeo A y la veloci- 
dad en el perigeo P es igual al cociente r P /r A de la distancia al centra de la 
Tierra en P a la distancia correspondiente en A, y que la distancia entre A y 
P es de 80 000 km, determine la energia por unidad de masa que se requiere 
para poner el satelite en su orbita lanzandolo desde la superficie terrestre. 
Excluya la energia adicional necesaria para superar el peso del cohete im- 
pulsor, la resistencia del aire y las maniobras. 



Figura PI3.86 
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13.87 Si se sabe que la velocidad de una sonda espacial experimental 
lanzada desde la Tierra tiene una magnitud v A = 20.2 X 10 3 mi/h en el punto 
A, determine la velocidad de la sonda cuando pase por el punto B. 



Figura PI3.87 


13.81 Un modulo de excursion lunar (LEM) se utilizo en las misiones 
de alunizaje Apolo para ahorrar combustible al hacer innecesario el relanza- 
miento de toda la nave espacial Apolo desde la superficie de la Luna en su 
viaje de retomo a la Tierra. Verifique la eficacia de este planteamiento calcu- 
lando la energfa por libra que requiere una nave espacial para escapar del 
campo gravitational lunar si la nave parte desde a) la superficie de la Luna, 
b) una orbita circular a 50 mi sobre la superficie lunar. No tome en cuenta 
el efecto del campo gravitatorio terrestre. (El radio de la Luna es de 1 081 
mi y su masa es 0.0123 veces la masa de la Tierra.) 

13.89 Un satelite de masa in describe una orbita circular de radio r 
alrededor de la Tierra. Exprese corno una funcion de r a) la energfa poten¬ 
tial del satelite, b) su energfa cinetica, c) su energfa total como funcion de r. 
Denote el radio de la Tierra mediante R y la aceleracion de la gravedad en 
la superficie terrestre mediante g, y suponga que la energfa potential del 
satelite es cero en su plataforma de lanzamiento. 


13.90 (iCuanta energfa por kilogramo debe proporcionarse a un sateli¬ 
te para ponerlo en una orbita circular a una altura de a) 600 km, b) 6 000 km? 


13.91 a) Demuestre que, si se establece r = R + ij en el miembro del 
lado derecho de la ecuacion (13.17') y se desarrolla ese miembro en una se- 
rie de potencias en y/R, la expresion en la ecuacion (13.16) para la energfa 
potencial V„ debida a la gravedad es una aproximacion de primer orden para 
la expresion dada en la ecuacion (13.17'). b ) Utilizando el misrno desarrollo, 
deduzca una aproximacion de segundo orden para V g . 

13.92 Las observaciones muestran que un cuerpo celeste que viaja a 
1.2 X 10 6 mi/h parece describir un cfrculo de radio igual a 60 anos luz alrede¬ 
dor del punto B. Se sospecha que el punto B es una concentration de masa 
muy densa conocida como un hoyo negro. Determine el cociente M B /M S de 
la masa en B y la masa del Sol. (La masa del Sol es 330 000 veces la masa 
de la Tierra y un ano luz es la distancia recorrida por la luz en un ano a la 
velocidad de 186 300 mi/s.) 


13.93 Una bola de 200 g se puede deslizar sobre una superficie hori¬ 
zontal sin friction que esta unida a un punto fijo O por medio de una cuerda 
elastica de constante k = 150 N/m y longitud no deformada de 600 mm. La 
bola se coloca en el punto A, a 900 mm de O, y se le da una velocidad ini¬ 
tial v A perpendicular a OA. Si se sabe que la bola pasa a una distancia d = 
100 m de O, determine a) la rapidez initial v A de la bola, b) su rapidez v 
despues de que la cuerda se pone flacida. 



13.9' Para la bola del problema 13.93, determine a ) la magnitud mini¬ 
ma de la velocidad initial \ A de la bola, para la cual la cuerda elastica per- 
manece tensa en cualquier momento, b) la rapidez maxima correspondiente 
que alcanza la bola. 
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1 3.95 El collarfn A pesa 10 lb y esta unido a un resorte de constante 
50 Ib/ft y una longitud sin deformar de 18 in. El sistema se pone en 
movimiento con r = 12 in., v e = 16 ft/s y v r = 0. Si se desprecia la masa de 
la varilla y el efecto de la friction, determine las componentes radial y trans¬ 
versal de la velocidad del collarfn cuando r = 21 in. 

13.96 Para el movimiento descrito en el problema 13.95, determine 
a) la distancia maxima entre el origen y el collarfn, b) la rapidez corres- 
pondiente. ( Sugerencia: Resuelva por prueba y error la ecuacion obtenida 
para r.) 

Retome el problema 13.8, y ahora suponga que la cuerda elas- 
tica se sustituye por una fuerza central F de magnitud (80/r 2 ) N dirigida ha- 
cia O. 




O • 




Figura PI 3.95 


13.98 Un collarfn A de 1.8 kg y un collarfn B de 0.7 kg pueden 
deslizarse sin friction sobre un armazon, compuesto por una varilla horizon¬ 
tal OE y una varilla vertical CD, la cual gira libremente alrededor de CD. 
Los dos collarines se conectan mediante una cuerda que corre sobre una 
polea unida al armazon en O. En el instante que se muestra, la velocidad 
v A del collarfn A tiene una magnitud de 2.1 m/s y un tope evita el movimiento 
del collarfn B. Si repentinamente se quita el tope, determine a) la veloci¬ 
dad del collarfn A cuando esta a 0.2 m de O, b) la velocidad del collarfn A 
cuando el collarfn B queda en reposo. (Suponga que el collarfn B no golpea 
a O, que el collarfn A no sale de la varilla OE y que la masa del armazon 
puede ignorarse.) 



13.99 Utilice el principio de la conservation de la energia y de la con¬ 
servation de la cantidad de movimiento angular, para resolver el inciso a) del 
problema resuelto 12.9. 

13.100 Se espera que una nave espacial, que viaja a lo largo de una 
trayectoria parabolica hacia el planeta Jupiter, alcance el punto A con una 
velocidad \ A de 26.9 km/s de magnitud. Sus motores se activaran entonces 
para frenarla, colocandola en una orbita eliptica que la pondra a 100 X 10 3 
km de Jupiter. Determine la reduction en la velocidad Av en el punto A que 
colocara a la nave espacial en la orbita requerida. La masa de Jupiter es 319 
veces la masa de la Tierra. 


350 X 10 3 km 100 X 10 3 km 
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13.10 1 1 Despues de completar su mision exploratoria a la Luna, los dos 
astronautas que formaban la tripulacion del modulo de excursion lunar 
(LEM) Apollo se preparaban para reunirse con el modulo de mando que se 
encontraba orbitando la Luna a una altura de 140 km. La tripulacion en- 
cendio el motor del LEM, llevandolo a lo largo de una trayectoria curva hasta 
el punto A, 8 km sobre la superficie de la Luna, para despues apagar el mo¬ 
tor. Si se sabe que el LEM se movia en ese momenta en una direction para- 
lela a la superficie de la Luna y que despues se desplazo a lo largo de una 
trayectoria eliptica hacia un punto de encuentro en B con el modulo de 
mando, determine a) la rapidez del LEM al apagar el motor, b) la veloci- 
dad relativa con la que el modulo de mando se aproximo al LEM en B. (El 
radio de la Luna es de 1 740 km y su masa es 0.01230 veces la masa de la 
Tierra.) 



Figura P13.101 


13.102 La manera optima de transferir un vehiculo espacial de una 
orbita circular a una orbita coplanar exterior es activar sus motores cuando 
pasa a traves de A para aumentar su rapidez y ponerla en una orbita de trans- 
ferencia eliptica. Otro incremento en la rapidez cuando pasa por B la colo- 
cara en la orbita circular deseada. Para un vehiculo en una orbita circular 
alrededor de la Tierra a una altura h i = 200 mi, el cual se va a transferir a 
una orbita circular a una altura h 2 = 500 mi, determine a) el incremento de 
rapidez requerido en Ay B,b) la energia total por unidad de masa requerida 
para ejecutar la transferencia. 




B 


Figura PI 3.102 


13.103 Una nave espacial que se aproxima al planeta Saturno alcanza 
el punto A con una velocidad \ A de 68.8 X 10 3 ft/s de magnitud. Se pone en 
una orbita eliptica alrededor de Saturno de manera que sera capaz de exa- 
minar periodicamente a Tetis, una de las lunas de Saturno. Tetis se ubica en 
una orbita circular de 183 X 10 3 mi de radio alrededor del centra de Satur¬ 
no y viaja a una rapidez de 37.2 X 10 3 ft/s. Determine a) la reduction en la 
rapidez requerida por la nave espacial en A para que alcance la orbita desea¬ 
da, b) la rapidez de la nave espacial cuando alcance la orbita de Tetis en B. 


Figura P13.103 
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13.104 Una nave espacial describe una orbita eliptica de altura mi¬ 
nima h A — 2 400 km y altura maxima h B = 9 600 km sobre la superficie de 
la Tierra. Determine la rapidez de la nave espacial en A. 



Figura PI3.104 


13.105 Una nave espacial que describe una orbita eliptica alrededor 
de la Tierra tiene una rapidez maxima v A = 26.3 X 10 3 km/h en A y una 
rapidez minima v B = 18.5 X 10 3 km/h en B. Determine la altitud de la nave 
espacial en B. 

13.106 Cuando el LEM regreso al modulo de mando, la nave espa¬ 
cial Apollo del problema 13.101 se giro de modo que el LEM viera la parte 
trasera de la nave. Despues el LEM se impulso con una velocidad de 200 
m/s con respecto al modulo de mando. Determine la magnitud y la direc¬ 
tion (angulo <[> formado con la vertical OC) de la velocidad v c del LEM justo 
antes de estrellarse en C sobre la superficie de la Luna. 



Figura PI 3.106 


13.107 Se lanza un satelite al espacio con una velocidad v 0 a una dis- 
tancia r 0 del centra de la Tierra mediante la ultima etapa de su cohete de 
lanzamiento. La velocidad v 0 se diseno para enviar el satelite a una orbita 
circular de radio r 0 . Sin embargo, debido a un mal funcionamiento del con¬ 
trol, el satelite no se lanzo de manera horizontal sino a un angulo a con la 
horizontal y, como consecuencia, se impulso hacia una orbita eliptica. De¬ 
termine los valores maximo y minimo de la distancia del centra de la Tierra 
al satelite. 



Figura PI 3.107 
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Figura PI 3.108 


13.108 Una plataforma espacial se encuentra en una orbita circular 
alrededor de la Tierra a una altura de 300 km. Cuando la plataforma pasa 
por A, un cohete que lleva un satelite de comunicacion se lanza desde la 
plataforma con una velocidad relativa de 3.44 km/s de magnitud en una di¬ 
rection tangente a la orbita de la plataforma. Esto se hizo para poner al co¬ 
hete en una orbita de transferencia eliptica al colocarlo en el punto B, donde 
el cohete serfa encendido de nuevo para situar al satelite en una orbita geo- 
sincrona de 42 140 km de radio. Despues del lanzamiento se descubrio 
que la velocidad relativa que se impartio al cohete era demasiado grande. 
Determine el angulo y y al cual el cohete cruzara la orbita intentada en el 
punto C. 

il 3 09 Un vehiculo espacial se encuentra en una orbita circular a una 
altura de 225 mi sobre la Tierra. Para aterrizar disminuye su rapidez cuando 
pasa por A encendiendo su motor durante un breve intervalo en una direc¬ 
tion opuesta a la direction de su movimiento. Si se sabe que la velocidad del 
vehiculo espacial debe formar un angulo <f> B = 60° con la vertical cuando 
llegue al punto B a una altura de 40 mi, determine a) la rapidez requerida 
del vehiculo cuando abandona su orbita circular en A, b) su rapidez en el 
punto B. 


225 mi 



R = 3 960 mi 


Figura PI 3.109 



R = 1 740 km 

Figura PI 3.111 


*1 1 .110 En el problema 13.109 la rapidez del vehiculo espacial se re- 
dujo cuando paso por A y activo su motor en una direction opuesta a la di¬ 
rection de movimiento. Una estrategia altema para sacar el vehiculo espa¬ 
cial de su orbita circular seria girarlo de manera que su motor apuntara 
alejandose de la Tierra y darle despues una velocidad incremental Av a hacia 
el centra O de la Tierra. Esto requerirfa probablemente un gasto mas pe- 
queno de energia cuando se encendiera el motor en A, pero podria provo- 
car un descenso demasiado rapido en B. Suponiendo que se recurre a esta 
estrategia con solo 50 por ciento del gasto de energia correspondiente al pro¬ 
blema 13.109, determine los valores resultantes de <p B y v B . 

Cuando el modulo de excursion lunar (LEM) se puso a la de- 
riva despues del regreso de dos de los astronautas al modulo de comando de 
la nave Apolo, el cual orbitaba la Luna a una altura de 140 km, su rapidez 
se redujo para dejar que se estrellara con la superficie lunar. Determine 
a) la cantidad minima a la cual la rapidez del LEM tendrfa que haberse re- 
ducido para asegurar que se estrellaria sobre la superficie de la Luna, b) la 
cantidad en la que la rapidez tendrfa que haberse reducido para provocar 
que golpeara la superficie lunar en un angulo de 45°. ( Sagerencia : El punto 
A esta en el apogeo de la trayectoria de impacto eliptica. Recuerde tambien 
que la masa de la Luna es 0.0123 veces la masa de la Tierra.) 
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* 13.112 Una sonda espacial describe una orbita circular de radio nR 
con una velocidad v 0 alrededor de un planeta con radio R y centra O. De- 
muestre que a) para que la sonda deje su orbita y golpee el planeta a un an- 
gulo 9 con la vertical, su velocidad puede reducirse a av 0 , donde 


a = sen 6 


2 (n - 1) 


b) la sonda no golpeara al planeta si a es mayor que V2/(l + »)• 


Muestre que los valores v A y v P de la rapidez de un satelite 
terrestre en el apogeo A y en el perigeo P de una orbita eliptica se definen 
mediante las relaciones 


2 2 GM r P 2 GM r A 

v A = —T- v P = — - 

r A + r P r A r A + r P r P 

donde M es la masa de la Tierra y r A y r P representan, respectivamente, las 
distancias maxima y minima de la orbita al centra de la Tierra. 

13.11 Muestre que la energia total E de un satelite terrestre de masa 
m que describe una orbita eliptica es E = —GMm/{r A + />). donde M es la 
masa de la Tierra, y r A y r P representan, respectivamente, las distancias maxi¬ 
ma y minima de la orbita al centra de la Tierra. (Recuerde que la energia 
potencial gravitacional del satelite se definio igual a cero a una distancia in- 
finita de la Tierra.) 

13.115 Una nave espacial de masa m describe una orbita circular de 
radio r, alrededor de la Tierra. a) Muestre que la energia adicional AE que 
debe impartirse a la nave espacial para transferirla a una orbita circular de 
radio r 2 mayor es 

_ GMm(r 2 - r t ) 

2rir 2 

donde M es la masa de la Tierra. b ) Demuestre ademas que si la transfe- 
rencia de una orbita circular a otra orbita circular se ejecuta al colocar la nave 
espacial sobre una trayectoria semieliptica de transicion AR, las cantidades 
de energia A E A y A E B que deben impartirse en Ay B son, respectivamente, 
proporcionales a r 2 y r x : 

A E a = ——— AE AE S = ———AE 

r l + r 2 U + r 2 



B 



Figura P13.113 y P13.114 


Figura P13.115 
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13. Se lanza un misil desde el suelo con una velocidad inicial v 0 
formando un angulo <£ 0 con la vertical. Si el misil va a alcanzar una altura 
maxima igual a aR, donde R es el radio de la Tierra, a) muestre que el an¬ 
gulo requerido <t> 0 se define mediante la relation 

sen </>o = (1 + a) Jl ~ — 7 —(—) 

V 1 + a \ v 0 ) 


donde v esc es la velocidad de escape, b) determine el intervalo de valores 
permisibles de n 0 ’ 


*13.117 Utilice las respuestas obtenidas en el problema 13.107 para 
mostrar que la orbita circular intentada y que la orbita eliptica resultante se 
intersecan en los extremos del eje menor de la orbita eliptica. 


*13.118 a) Exprese en terminos de r m£n y u mfix la cantidad de movi¬ 
miento angular por unidad de rnasa, li, y la energia total por unidad de masa. 
E/m, de un vehiculo espacial que se rnueve bajo la atraccion gravitatoria de 
un planeta de masa M (figura 13.15). b) Eliminando v mAx entre las ecuaciones 
obtenidas, deduzca la formula 


1 

r - 

' min 


GM 

h 2 


1 2E I 

/ h Y 

1 + a/1 + 1 

— 

V m 

kGmJ J 


c ) Demuestre que la excentricidad £ de la trayectoria del vehiculo puede ex- 
presarse como 



Fotografia 13.1 



Fotografia 13.2 Con esta prueba de impacto 
entre un F-4 Phantom y un objetivo rigido 
reforzado se determino la fuerza del impacto en 
funcion del tiempo. 


£ 


/ 2E l 

' h v 

1 + — 

— 

^ m \ 

k gmJ 


d) Adernas muestre que la trayectoria del vehiculo es una hiperbola, una 
elipse o una parabola, dependiendo de si E es positivo, negativo o cero. 


13.10. PRINCIPIO DEL IMPULSO Y LA CANTIDAD 
DE MOVIMIENTO 

A continuation se considerara un tercer metodo basico util para la solu¬ 
tion de problemas que involucran movhniento de particulas. Este tne- 
todo se basa en el principio del impulso y la cantidad de movimiento, y 
se usa para resolver problemas que implican fuerza, masa, velocidad 
y tiempo. Es de particular interes en la resolution de problemas que im¬ 
plican movimiento impulsivo e impacto (secciones 13.11 y 13.12). 

Considere una particula de masa m sobre la que actua una fuerza 
F. Como se vio en la section 12.3, la segunda ley de Newton puede 
expresarse en la forma 

F = |(mv) (13.27) 

donde mv es la cantidad de movimiento lineal de la particula. Al mul- 
tiplicar ambos lados de la ecuacion (13.27) por dt e integral' a partir 
del tiempo t\ hasta el tiempo t 2 , se escribe 

F dt = d(mv) 

[ f 2 

F dt = nix? — m\i 

o, al trasponer el ultimo termino, 

C f 2 

mvj + F dt = mv 2 (13.28) 

J t 

























La integral en la ecuacion (13.28) es un vector conoeido como impulso 
lineal, o simplemente impulso, de la fuerza F durante el intervalo con- 
siderado. Al descomponer F en componentes rectangulares, se escribe 

Imp| >;2 = F dt 

= i f 2 F x dt+jf 2 F tJ dt + k f V. dt (13.29) 

1 1 9 *i 

y se advierte que las componentes del impulso de la fuerza F son, respec- 
tivamente, iguales a las areas bajo las curvas que se obtienen al graficar las 
componentes F x , F y y F z en funcion de t (figura 13.16). En el caso de una 
fuerza F de magnitud y direction constantes, el impulso se representa me- 
diante el vector F(f 2 — #i), que tiene la misma direction que F. 

Si se usan unidades del SI, la magnitud del impulso de una fuer¬ 
za se expresa en N • s. Sin embargo, al recordar la definition del new¬ 
ton, se tiene 

N • s = (kg • m/s 2 ) • s = kg • m/s 

que es la unidad que se obtuvo en la section 12.4 para la cantidad de 
movimiento lineal de una particula. De tal modo, se verifica que la 
ecuacion (13.28) es dimensionalmente correeta. Si se usan unidades de 
uso comun en Estados Unidos, el impulso de una fuerza se expresa en 
lb • s, la cual es tambien la unidad que se obtuvo en la section 12.4 pa¬ 
ra la cantidad de movimiento lineal de una particula. 

La ecuacion (13.28) expresa que cuando sobre una particula actua 
una fuerza F durante un intervalo dado, la cantidad de movimiento fi¬ 
nal mv 2 de la particula puede obtenerse al sumar vectorialmente su can- 
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Figura 13.16 


tidad de movimiento initial mv± ij el impulso de la fuerza F du rante el 
intervalo considerado (figura 13.17). Se escribe 


mv i + Imp!^ 2 = mv 2 (13.30) 

Adviertase que si bien la energia cinetiea y el trabajo son cantidades es- 
calares, la cantidad de movimiento y el impulso son cantidades vectoria- 
les. Para obtener una solution analitica, es necesario entonces sustituir la 
ecuacion (13.30) por las correspondientes ecuaciones de componentes 

r*2 

(mv x ) 1 + F x dt = (mv x ) 2 
r f 2 

(mv, ) i + F dt = (■ mv y ) 2 
f t 2 

(mv z )i + F z dt = (mv z ) 2 


811 


(13.31) 
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Cuando varias fuerzas actuan sobre una partfcula, debe conside- 
rarse el impulso de cada una de las fuerzas. Se tiene 

mvi + 2 Imp 1 ^ 2 = WV 2 (13.32) 

De nuevo, la ecuacion que se obtuvo representa una relation entre can- 
tidades vectoriales; en la solution real de un problema, esta debe susti- 
tuirse por las correspondientes ecuaciones de las componentes. 

Cuando un problema incluye dos o mas particulas, cada partfcula 
puede considerarse por separado y la ecuacion (13.32) se escribe para 
cada partfcula. Tambien es posible sumar vectorialmente las cantidades 
de movimiento de todas las particulas y los impulsos de todas las fuer¬ 
zas implicadas. Se escribe entonces 

2mvi + 2 Imp 1 ^ 2 = 2mv2 (13.33) 

Puesto que las fuerzas de action y reaction ejercidas por las particulas 
entre si forman pares de fuerzas iguales y opuestas, y puesto que el in- 
tervalo de t\ a t 2 es comun para todas las fuerzas implicadas, los im¬ 
pulsos de las fuerzas de action y reaction se cancelan y solo necesitan 
ser considerados los impulsos de las fuerzas extemas.' 

Si no se ejerce fuerza externa sobre las particulas o, de manera mas 
general, si la suma de las fuerzas externas es cero, el segundo termino 
en la ecuacion (13.33) se anula y la ecuacion (13.33) se reduce a 

2 m\i = 2mv 2 (13.34) 

que expresa que la cantidad de movimiento total de las particulas se 
conserva. Considere, por ejemplo, dos botes, de masa m A y m B , inicial- 
mente en reposo, que estan siendo jalados uno por el otro (figura 13.18). 


m A v A = ° = ° 



m A v' A m B v' B 



Figura 13.18 

Si se ignora la resistencia del agua, las unicas fuerzas externas que ac¬ 
tuan sobre los botes son sus pesos y las fuerzas de flotation ejercidas 
sobre ellos. Puesto que estas fuerzas estan equilibradas, se escribe 

2/nvi = 2 mv 2 

0 = m A v A + m B \ B 

donde v' A y \’ B representan las velocidades de los botes despues de un 
intervalo finito. La ecuacion obtenida indica que los botes se mueven 
en direcciones opuestas (uno hacia el otro) con velocidades inversa- 
mente proporcionales a sus masasri 

*Se debe advertir la diferencia entre este enunciado y el correspondiente que se hizo 
en la section 13.4 respecto al trabajo de las fuerzas de action y reaction entre varias par¬ 
ticulas. Si bien la suma de los impulsos de estas fuerzas siempre es cero, la suma de su tra¬ 
bajo es cero solo bajo circunstancias especiales, por ejemplo, cuando los diversos cuerpos 
implicados se conectan por medio de cuerdas o eslabones inextensibles y estan, en conse- 
cuencia, restringidos a moverse a lo largo de distaneias iguales. 

*Los signos de igualdad azules usados en la figura 13.18 y en el resto de este capitulo 
se usan para expresar que dos sistemas de vectores son equipolentes, es decir, que tienen 
la misma resultante y momento resultante (vease la section 3.19). Los signos de igualdad 
rojos se seguiran usando para indicar que los dos sistemas de vectores son equivalentes, es- 
to es, que tienen el mismo efecto. Esto y el concepto de conservation de cantidad de mo¬ 
vimiento para un sistema de particulas se estudiaran con gran detalle en el capitulo 14. 
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Una fuerza que aetua sob re una particula durante un breve intervalo que 
es lo suficientemente grande para producir un cambio definido en la can- 
tidad de movimiento se conoce como fuerza impulsivo y el movimien¬ 
to resultante se denomina movimiento impulsivo. Por ejemplo, cuando 
se golpea una pelota de beisbol, el contaeto entre el bate y la pelota se 
realiza durante un intervalo At muy corto. Sin embargo, el valor prome- 
dio de la fuerza F ejercida por el bate sobre la pelota es muy grande, y 
el impulso resultante F At es lo suficientemente grande para cambiar el 
sentido de movimiento de la pelota (figura 13.19). 

Cuando actuan fuerzas impulsivas sobre una particula, la ecuacion 
(13.32) se convierte en 



t 


WAf = 0 


Figura 13.19 



mv i + 2F At = mv 2 


(13.35) 


Es posible ignorar cualquier fuerza que no sea una fuerza impulsiva, 
puesto que el impulso correspondiente F At es muy pequeno. Las fuer¬ 
zas no impulsivas incluyen el peso de un cuerpo, la fuerza ejercida por 
un resorte o cualquier otra fuerza que se sake que es pequena compa- 
rada con una fuerza impulsiva. Las reacciones desconocidas quiza sean 
o no impulsivas; sus impulsos deben consecuentemente incluirse en la 
ecuacion (13.35) siempre que no se haya demostrado que se pueden 
ignorar. El impulso del peso de la pelota de beisbol considerada antes, 
por ejemplo, puede ignorarse. Si se analiza el movimiento del bate, 
tambien es factible ignorar el impulso del peso del bate. Los impulsos 
de las reacciones de las manos del jugador sobre el bate, sin embargo, 
deberan incluirse; estos impulsos no seran despreciables si la pelota se 
golpea de manera incorrecta. 

Adviertase que el metodo del impulso y la cantidad de movimien¬ 
to es en particular efectivo en el analisis del movimiento impulsivo de 
una particula, ya que implica solo las velocidades inicial y final de la 
particula y los impulsos de las fuerzas ejercidas sobre la misma. Por 
otro lado, la aplicacion directa de la segunda ley de Newton requeri- 
ria la determination de las fuerzas como funciones del tiempo y la in¬ 
tegration de las ecuaciones de movimiento sobre el intervalo At. 

En el caso del movimiento impulsivo de varias particulas, es posi¬ 
ble usar la ecuacion (13.33), la cual se reduce a 

2/nvi + 2F At = 2/nv 2 (13.36) 

donde el segundo termino implica solo fuerzas impulsivas externas. Si 
todas las fuerzas externas que actuan sobre las diversas particulas son 
no impulsivas, se anula el segundo termino en la ecuacion (13.36) y es- 
ta ecuacion se reduce a la ecuacion (13.34). Se escribe 

2mv! = S/nv 2 (13.34) 

que expresa que la cantidad de movimiento total de las particulas se 
conserva. Esta situation ocurre, por ejemplo, cuando dos particulas que 
se mueven libremente chocan entre si. Sin embargo, se debe advertir 
que mientras se conserva la cantidad de movimiento total de las par¬ 
ticulas, su energia total no se conserva en general. Los problemas que 
implican el choque o impacto de dos particulas se estudiaran en deta- 
lle en las secciones 13.12 a 13.14. 




PROBLEMA RESUELTO 13.10 

Un automovil que pesa 4000 lb desciende por una pendiente de 5° a una rapi- 
dez de 60 mi/h cuando se aplican los frenos, lo que provoca una fuerza de fre- 
nado total constante (aplicada por el camino sobre los neumaticos) de 1500 lb. 
Determine el tiempo que se requiere para que el automovil se detenga. 


SOLUCION 


Se aplica el principio del impulso y la cantidad de movimiento. Puesto que 
cada una de las fuerzas es constante en magnitud y direccion, cada impulso 
correspondiente es igual al producto de la fuerza y al intervalo t. 



mvi + 2 Imp 1^2 = niv 2 
+\ componentes: mv\ + (W sen 5 °)t — Ft = 0 
(4000/32.2)(88 ft/s) + (4000 sen 5 °)t - 1500 t = 0 t = 9.49 s ◄ 


Taj S' 

' '120 ft/s 



80 ft/s 


PROBLEMA RESUELTO 13.11 

Una pelota de beisbol de 4 oz se lanza con una velocidad de 80 ft/s hacia un 
bateador. Despues de que la bola es golpeada por el bate B, adquiere una 
velocidad de 120 ft/s en la direccion que se indica. Si el bate y la bola estan 
en contacto 0.015 s, determine la fuerza impulsiva promedio ejercida sobre 
la pelota durante el impacto. 


SOLUCION 


aM* + —4 


= ^ 


F,A t 


Se aplica el principio del impulso y la cantidad de movimiento a la pelota. 
Puesto que el peso de esta misma es una fuerza no impulsiva, puede igno- 
rarse. 


componentes X: 

_ 4 _ 

16 


mvi + S Imp|^2 = mv 2 

~mv 1 + F x At = mt >2 cos 40° 


32.2 

+1 componentes ij : 


(80 ft/s) + F x (0.015 s) = 


16 


32.2 
F x = +89.0 lb 
0 + F,. At = mv 2 sen 40° 


(120 ft/s) cos 40° 


F, .(0.015 s) = 


_ 4 _ 

16 

322 


(120 ft/s) sen 40° 


F y = +39.9 lb 

A partir de sus componentes F x y F y se determina la magnitud y direccion 
de la fuerza F: 

F = 97.5 lb ^ 24.2° ◄ 
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.3 m/s 


PROBLEMA RESUELTO 13.12 




M 


Ml 


Un paquete de 10 kg cae desde una rampa a una velocidad de 3 m/s en un 
carro de 25 kg. Si el carro esta al inicio en reposo y puede rodar libremente, 
determine a) la velocidad final del carro, b) el impulso ejercido por el carro 
sobre el paquete, c) la fraction de la energia inicial perdida en el impacto. 


SOLUCION 


Se aplica primero el principio del impulso y la cantidad de movimiento al sis- 
tema paquete-carro para determinar la velocidad v 2 del carro y el paquete. 
Despues se aplica el mismo principio al paquete solo para determinar el im¬ 
pulso F A t ejercido sobre este. 

a) Principio del impulso-cantidad de movimiento: paquete y carro 


lllpVi 

30' 






w , 

k w 

R At 


-(nip + m c )v 2 


"C" 


m P \i + X Imp ,^ 2 = (mp + m c )v 2 
-h> componentes x: m P Vi cos 30° + 0 = (m P + m c )v 2 

(10 kg)(3 m/s) cos 30° = (10 kg + 25 kg)u 2 

v 2 = 0.742 m/s—>• 4 

Se advierte que la ecuacion utilizada expresa la conservation de la cantidad 
de movimiento en la direction x. 

b) Principio del impulso-cantidad de movimiento: paquete 


m P v 1 
30' 



+ 



F,.Af 


BBB-* 


171 pV 2 


m P \i + X Imp!^ 2 = m P \ 2 

-A> componentes x: (10 kg)(3 m/s) cos 30° + F x At = (10 kg)(0.742 m/s) 

F x At = -18.56 N ■ s 

+ | componentes y\ ~m P Vi sen 30° + F y At = 0 

— (10 kg)(3 m/s) sen 30° + F tJ At = 0 

F y At = +15 N ■ s 

El impulso ejercido sobre el paquete es FA t = 23.9 N • s 5*. 38.9° 4 

c) Fraction de la energia perdida. Las energias inicial y final son 
Ti = ~m P v\ = |(10 kg)(3 m/s) 2 = 45 J 
Tz ~ jz(m p + m c )vi = ^-(10 kg + 25 kg)(0.742 m/s) 2 = 9.63 J 


La fraction de energia perdida es 


T, - To 45 T - 9.63 j 

11 - ~ -- L = 0.786 ◄ 


T i 


45 J 
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RESOL UCION DE PROB LEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


En esta leccion se integro la segunda ley de Newton para deducir el principio del 
impulso y la cantidad de movimiento para una particula. Si se recuerda que la can- 
tidad de movimiento lineal de una particula se definio como el producto de su masa 
m y su veloeidad v [section 12.3], se escribe 

mvi + 2 Imp!^ 2 = mv 2 (13.32) 

Esta ecuacion expresa que la cantidad de movimiento lineal mv 2 de una particula en 
el tiempo # 2 puede obtenerse sumando a su cantidad de movimiento lineal mvi en el 
tiempo 1 1 los impulsos de las fuerzas ejercidas sobre la particula durante el intervalo 
ti a t 2 . Con fines de calculo, las cantidades de movimiento y los impulsos pueden ex- 
presarse en terminos de sus componentes rectangulares, y es posible sustituir la ecua¬ 
cion (13.32) por las ecuaciones escalares equivalentes. Las unidades de la cantidad de 
movimiento y del impulso son N • s en el SI y lb • s en las unidades de uso comun en 
Estados Unidos. Para resolver problemas utilizando esta ecuacion se pueden seguir 
los siguientes pasos: 

1. Dibnjar un diagrama que muestre la particula, su cantidad de movimiento en 
1 1 y en t 2 , y los impulsos de las fuerzas ejercidas sobre la particula durante el inter¬ 
valo ti a t 2 . 

2. Calcular el impulso de cada fuerza, expresandolo en terminos de sus com¬ 
ponentes rectangulares si esta implicada mas de una direction. Es posible que en- 
cuentre los siguientes casos: 

a) El intervalo es finito y la fuerza es constante. 

Imp 1^2 = F (t 2 ~ h) 

b) El inetervalo es finito y la fuerza es una funcion de t. 

r t 2 

Imp i^ 2 = F(t) dt 

c) El intervalo es muy pequeno y la fuerza es muy grande. La fuerza se 
denomina una fuerza impulsiva y su impulso sobre el intervalo t 2 — t\ = A t es 

Imp, >2 = F A t 

Hay que observar que este impulso es cero para una fuerza no impulsiva tal como 
el peso de un cuerpo, la fuerza ejercida por un resorte, o cualquier otra fuerza que 
se sepa que es pequena en comparacion con las fuerzas impulsivas. Sin embargo, las 
reacciones desconoeidas no pueden suponerse no impulsivas y sus impulsos deben to- 
marse en cuenta. 

3. Sustituir los valores obtenidos para los impulsos en la ecuacion (13.32) o en 

las ecuaciones escalares equivalentes. Encontrara que las fuerzas y las velocidades en 
los problemas de esta leccion estan contenidas en un piano. Por lo tanto, escribira dos 
ecuaciones escalares y las resolvera para dos incognitas. Estas incognitas pueden ser un 
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tiempo [problema resuelto 13.10], una velocidad yun impulso [problema resuelto 13.12] 
o una fuerza impulsiva promedio [problema resuelto 13.11], 

4. Cuando estdn implicadas varias particulas , debe dibujarse un diagrama in- 
dependiente para cada una de ellas, en el que se muestren la cantidad de movimien- 
to inicial y final de la particula, asi como los impulsos de las fuerzas ejercidas sobre 
esta. 

a) Sin embargo, suele ser conveniente considerar primero un diagrama que 
incluya a todas las particulas. Este diagrama conduce a la ecuacion 

Smvi + 2 Imp 1 ^ 2 = Imv 2 (13.33) 

donde los impulsos de unicamente las fuerzas externas al sistema necesitan ser con- 
sideradas. Por lo tanto, las dos ecuaciones escalares equivalentes no contendran nin- 
guno de los impulsos de las fuerzas internas desconoeidas. 

b ) Si la suma de los impulsos de las fuerzas externas es cero, la ecuacion 
(13.33) se reduce a 

Smv i = 2mv 2 (13.34) 

que expresa que se conserva la cantidad de movimiento total de las particulas. Esto 
ocurre si la resultante de las fuerzas externas es cero o, cuando el intervalo At es muy 
corto (movimiento impulsivo), si todas las fuerzas externas son no impulsivas. No obs¬ 
tante, hay que tener presente que es posible que se conserve la cantidad de movi¬ 
miento total en una direccion, pero no en la otra [problema resuelto 13.12]. 
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Problemas 



Figura PI 3.121 


13.119 Un automovil de 1 200 kg se mueve a una rapidez de 90 km/h 
cuando los frenos se aplican por completo, lo que ocasiona que las cuatro 
llantas patinen. Determine el tiempo requerido para detener el automovil 
a) sobre pavimento seco (fik ~ 0.75), b) sobre un camino congelado (/ jl *. = 
0 . 10 ). 

13.120 Un trasatlantico de 40 000 ton tiene una velocidad inicial de 
2.5 mi/h. Si se desprecia la resistencia por friccion del agua, determine el 
tiempo requerido para llevar al trasatlantico al reposo usando un solo re- 
molcador que ejerce una fuerza de 35 kips. 

13.121 La velocidad inicial del bloque en la position A es de 30 ft/s. 
Si se sabe que el coeficiente de friccion estatica entre el bloque y el piano 
es /jl^ = 0.30, determine el tiempo que tarda el bloque en alcanzar B con ve¬ 
locidad cero, si a) 0 = 0, b) 0 = 20°. 


13.122 Sobre una particula de 2 kg actua una fuerza F = (8 - 6/)i + 
(4 - 1 2 )j + (4 + f)k, donde F se expresa en newtons. Si se sabe que la velo¬ 
cidad de la particula es v = (150 m/s)i + (100 m/s)j - (250 m/s)k en / = 0, 
determine a) el tiempo en el cual la velocidad es paralela al piano yz, b ) la 
velocidad correspondiente de la particula. 



Figura PI3.123 


13.123 Las marcas sobre una pista de carreras indican que las ruedas 
traseras (las de la traction) de un automovil patinaron en los primeros 60 ft 
de la pista de 1 320 ft. a) Si se sabe que el coeficiente de friccion cinetica es 
de 0.60, determine el menor tiempo posible en el que el automovil puede 
recorrer los 60 ft iniciales si empieza desde el reposo y las ruedas frontales 
del automovil apenas se despegan del suelo. b) Determine el tiempo rni- 
nimo para que el automovil corra toda la carrera si, despues de patinar du¬ 
rante 60 ft, las ruedas giran sin patinar por el resto de la carrera. Suponga 
que para la parte de la carrera con rodamiento 60 por ciento del peso del 
automovil se apoya sobre las ruedas traseras y que el coeficiente de friccion 
estatica es 0.85. No tome en cuenta la resistencia del aire y la resistencia al 
rodamiento. 


13.124 Un camion viaja sobre un camino piano a una rapidez de 90 
km/h cuando se aplican los frenos para frenarlo hasta 30 km/h. Un sistema 
de frenado antiderrapante lirnita la fuerza de frenado a un valor en el cual 
los neumaticos del camion estan a punto de patinar. Si se sabe que el coefi¬ 
ciente de friccion estatica entre el camino y los neumaticos es igual a 0.65, 
determine el tiempo mas corto necesario para que el camion se frene. 


13.125 Un camion desciende sobre un camino con un desnivel del 4 
por ciento a una rapidez de 60 mi/h cuando se aplican los frenos para fre¬ 
narlo hasta 20 mi/h. Un sistema de frenado antiderrapante lirnita la fuerza 
de frenado a un valor en el cual los neumaticos del camion estan a punto de 
patinar. Si se sabe que el coeficiente de friccion estatica entre el camino y 
los neumaticos es igual a 0.60, determine el tiempo mas corto necesario para 
que el camion se frene. 
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13.126 El equipaje sobre el piso de un carro maletero de un tren de 
alta velocidad no cuenta con ningun medio para evitar su movimiento aparte 
de la friction. Determine el valor mmimo permisible del coeficiente de fric¬ 
tion estatica entre un baul y el piso del carro si el baul no debe deslizarse 
cuando el tren reduzca su velocidad a una razon constante de 200 a 90 km/h 
en un intervalo de 12 s. 

Retome el problema 13.126, y ahora suponga que el tren esta 
descendiendo por una pendiente del 5 por ciento. 

13.128 Un velero y sus ocupantes con un peso de 980 lb navegan a 
favor del viento a 8 mi/h cuando se levanta otra vela para incrementar su 
rapidez. Determine la fuerza neta proporcionada por la segunda vela durante 
el intervalo de 10 s que requiere el velero para alcanzar una rapidez de 12 
mi/h. 



Figura PI3.128 


13.129 Un tren ligero formado por dos vagones viaja a 45 mi/h. El 
peso del vagon A es de 18 tons y el del vagon B es de 13 tons. Cuando se 
aplican repentinamente los frenos, se ejerce una fuerza de frenado constante 
de 4 300 lb en cada vagon. Determine a) el tiernpo requerido para que el 
tren se detenga despues de que se aplican los frenos, b) la fuerza en el acopla- 
miento entre los vagones mientras el tren esta desacelerando. 

13.130 Retome el problema 13.129, y ahora suponga que se aplica una 
fuerza de frenado constante de 4 300 lb al vagon B, pero que no se aplican 
los frenos en el vagon A. 


45 mi/h 

,4 18 tons g 13 tons 



Figura P13.129 


13.131 Un tractocamion con una cabina de 2 000 kg y un remolque de 
8 000 kg viaja sobre un camino piano a 90 km/h. Los frenos en el remolque 
fallan y el sistema antiderrapante de la cabina proporciona la mayor fuerza 
posible que no provocara que patinen los neumaticos. Si se sabe que el coe¬ 
ficiente de friccion estatica es de 0.65, determine a) el tiempo mas corto para 
que la cabina se detenga, b) la fuerza en el acoplamiento durante ese tiempo. 

13.132 Un cilindro C de 8 kg descansa sobre una plataforma A de 
4 kg sostenida por una cuerda que pasa sobre las poleas D y E y esta unido 
a un bloque B de 4 kg. Si el sistema se suelta desde el reposo, determine 
a) la velocidad del bloque B despues de 0.8 s, b) la fuerza ejercida por el 
cilindro sobre la plataforma. 


90 km/li 



Figura P13.131 


D 





i 


8 kg 

i 

i 

i 

i 




4kg | A 1 


Figura P13.132 


13.133 El sistema mostrado en la figura se suelta desde el reposo. De¬ 
termine el tiempo que se requiere para que la velocidad de A llegue a 1 m/s. 
No tome en cuenta la friccion ni la masa de las poleas. 




Figura PI3.133 
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13.134 Sobre un collarfn de 4 lb que puede deslizarse sobre una vari- 
11a vertical sin friccion actua una fuerza P que varia en magnitud de la mane- 
ra que se indica en la figura. Si el collarfn esta inicialmente en reposo, de¬ 
termine su velocidad en a) t = 2 s, b) t = 3 s. 



13.135 Sobre un collarfn de 4 lb que puede deslizarse sobre una vari- 
11a vertical sin friccion actua una fuerza P que varia en magnitud de la mane- 
ra que se indica en la figura. Si al principio el collarfn esta en reposo, de¬ 
termine a) la rapidez maxima del collarfn, b) el tiernpo en el que la velocidad 
es cero. 

13.136 Sobre un bloque de 125 lb que inicialmente esta en reposo se 
aplica una fuerza P que varia corno se muestra en la figura. Si se sabe que 
los coeficientes de friccion entre el bloque y la superficie horizontal son 
fjL s = 0.50 y = 0.40, determine a) el tiernpo en el que el bloque cornen- 
zara a moverse, b) la rapidez maxima que alcanza el bloque, c) el tiernpo en 
el que el bloque dejara de moverse. 


] 

125 lb 


P (lb) 



Retome el problema 13.136, y ahora suponga que el peso del 
bloque es de 175 lb. 

13.138 Se va a obtener un modelo simplificado consistente en una li- 
nea recta para la variacion de la presion dentro del canon de 10 mm de 
diametro de un rifle cuando se lanza una bala de 20 g. Si se sabe que se re- 
quiere 1.6 ms para recorrer la longitud del canon y que la velocidad de la 
bala al salir es de 700 m/s, determine el valor de p 0 . 


p (MPa) 



13.139 El siguiente modelo matematico se sugirio para la variacion en 
la presion dentro del barril de un rifle con un diametro de 10 mm, al dis- 
parar una bala de 25 g: 


p{t) = (950 MPa)e“' /((u6 ms) 



Figura P13.140 


donde t se expresa en ms. Si se sabe que la bala tardo 1.44 ms en recorrer 
toda la longitud del barril y que la velocidad de la bala despues de salir fue 
medida en 520 m/s, determine el error porcentual introducido si la ecuacion 
anterior se usa para calcular la velocidad en la boca del rifle. 

13 140 El salto triple es una prueba de pista y carnpo en la cual un 
atleta inicia una carrera y trata de llegar lo mas lejos posible, con una zan- 
cada, un paso y un salto. En la figura se muestra la zancada initial del atleta. 
Si se supone que este se aproxima a la linea de despegue desde la izquierda 
con una velocidad horizontal de 10 m/s, permanece en contacto con el suelo 
durante 0.18 s, y despega a un angulo de 50° con una velocidad de 12 m/s, 
determine la componente vertical de la fuerza impulsiva promedio ejercida 
por el suelo sobre su pie. De su respuesta en terminos del peso W del atleta. 
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41 La ultima parte de la competencia atletica de salto triple es el 
salto, en el cual el atleta realiza el ultimo de sus tres avances, aterrizando en 
un foso de arena. Si se supone que la velocidad de un atleta de 185 lb justo 
antes de aterrizar es de 30 ft/s a un angulo de 35° con la horizontal y que el 
atleta se detiene por complete 0.22 s despues del aterrizaje, determine la 
componente horizontal de la fuerza impulsiva promedio que se ejerce sobre 
sus pies durante el aterrizaje. 



30 ft/s 




13.142 Antes de disenar un prototipo de cinturon de seguridad que 
se evaluara en pruebas de choque de automoviles, se realiza una estimacion 
de la carga esperada en el cinturon de seguridad que pasa por el hombro. Si 
un automovil que viaja a 45 mi/h se detiene en 110 ms, determine a) la fuerza 
impulsiva promedio ejercida por un hombre de 200 lb sobre el cinturon, 
b ) la fuerza maxima F m que se ejerce sobre el cinturon si el diagrama fuerza- 
tiernpo tiene la forma que se muestra en la figura. 



Foso de aterrizaje 

Figura P13.141 



F (lb) 



Figura P13.142 


Una pelota de golf de 46 g se golpea con un palo de golf y sale 
con una velocidad de 50 m/s. Suponga que para 0 < £ < f 0 , donde £ 0 es la 
duration del impacto, la magnitud F de la fuerza ejercida sobre la pelota 
puede expresarse como F = F m sen (7rt/£ 0 ). Si se sabe que t Q = 0.5 ms, de¬ 
termine el valor maximo F m , de la fuerza ejercida sobre la pelota. 

13.144 El diseno de un nuevo implante de cadera sin cemento, se es- 
tudiara utilizando un implante instrumentado y un femur simulado fijo. Si se 
supone que el cincel aplica una fuerza promedio de 2 kN por un tiempo de 
2 ms sobre el implante de 200 g, determine a) la velocidad del implante in- 
mediatamente despues del impacto, b) la resistencia promedio del implante 
a la penetration si este se mueve 1 mm antes de quedar en reposo. 




Figura PI3.144 


13.145 Un carro de ferrocarril de 20 Mg que se mueve a 4 km/h se 
acoplara con un carro de 40 Mg que se encuentra en reposo con las ruedas 
aseguradas (ju* = 0.30). Determine a) la velocidad de ambos carros despues 
de completar el acoplamiento, b ) el tiempo que le toma a ambos carros quedar 
en reposo. 



Figura P13.145 
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13.146 En un crucero el automovil B viajaba hacia el sur y el automovil 
A en direction 30° al noreste cuando chocaron entre si. Luego de la inves¬ 
tigation se determino que despues del choque los dos automoviles quedaron 
trabados y patinaron a un angulo de 10° noreste. Cada conductor afrrmo que 
viajaba al lirnite de velocidad de 50 km/h y que trato de frenar, pero que no 
pudo evitar el choque debido a que el otro conductor iba bastante mas rapido. 
Si se sabe que los pesos de los automoviles Ay B eran, respectivamente, de 
1 500 y 1 200 kg, determine a) cual de los automoviles iba mas rapido, 
b) la rapidez del automovil que iba a mayor velocidad si el vehiculo mas lento 
viajaba al lirnite de velocidad. 



Figura PI3.146 


13.147 Una madre y su pequeno hijo esquian juntos, mientras la mu- 
jer sostiene el extremo de una cuerda atada a la cintura del nino. Se rnueven 
a una rapidez de 7.2 km/h sobre una portion plana de la pista de esqui, cuando 
la madre observa que se estan aproximando a una pendiente descendente. De¬ 
cide jalar la cuerda para disminuir la velocidad de su hijo. Si se sabe que esta 
maniobra ocasiona que la rapidez del nino disminuya a la mitad en 3 s y se 
desprecia la friction, determine a) la rapidez de la madre al final del intervalo 
de 3 s, b) el valor promedio de la tension en la cuerda durante ese periodo. 



Figura P13.147 

1 3.1 48 La bala B pesa 0.5 ozy los bloques Ay C pesan 3 lb cada lino. 
El coeficiente de friction entre los bloques y el piano es /x/. = 0.25. En un 
initio, la bala se mueve con una velocidad v 0 y los bloques A y C se en- 
cuentran en reposo (figura 1). Despues de que la bala pasa a traves de A se 
incrusta en el bloque C y los tres objetos se detienen en las posiciones 
mostradas (figura 2). Determine la rapidez initial v 0 de la bala. 



Figura PI 3.148 


2 ) 
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Dos esferas identicas AyB, cadaunacon masa m, estanunidas 
a una cuerda inextensible de longitud L, y se encuentran separadas por una 
distancia a sobre una superficie sin friction. A la esfera B se le da una ve- 
locidad v 0 en una direction perpendicular a la linea AB y se rnueve sin fric¬ 
tion hasta que llega a B' cuando la cuerda se pone tensa. Determine a) la 
magnitud de la velocidad de cada esfera inmediatamente despues de que la 
cuerda se pone tensa, b) la energia perdida cuando la cuerda se pone tensa. 

B 


L 


i v o 

1 

aCJ 

[*- a -<-| 

Figura PI3.149 

13.150 Dos nadadores AyB cuyo peso es, respectivamente, 190 lb y 
125 lb, estan en las esquinas diagonalmente opuestas de una balsa cuando se 
dan cuenta de que esta se ha soltado de su ancla. El nadador A empieza a 
caminar de inmediato hacia B a una rapidez de 2 ft/s relativa a la balsa. Si se 
sabe que esta ultima pesa 300 lb, determine a) la rapidez de la balsa si B no 
se rnueve, b) la rapidez con la cual B debe caminar hacia A para que la balsa 
no se mueva. 



Figura PI3.150 

Una bola de 125 g que se rnueve a una rapidez de 3 m/s gol- 
pea una placa de 250 g sostenida por medio de resortes. Si se supone que 
no se pierde energia en el impacto, determine a) la velocidad de la bola in¬ 
mediatamente despues del impacto, b) el impulso de la fuerza ejercida por 
la placa sobre la bola. 


125 gQ 


3 m/s 

' ' 



Figura PI 3.151 
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13.152 Una bala de masa m se dispara con una velocidad v 0 formando 
un angulo 6 con la horizontal y se incrusta en un bloque de madera con masa 
M. El bloque puede rodar sin friction sobre un piso duro y mediante resortes 
se evita que golpee la pared. Determine las componentes horizontal y verti¬ 
cal del impulso de la fuerza ejercida por el bloque sobre la bala. 



Con el fin de probar la resistencia al impacto de una cadena, 
esta se suspende de una viga rigida de 240 lb sostenida mediante dos colum- 
nas. Una varilla unida al ultimo eslabon es golpeada con un bloque de 60 lb 
que se deja caer desde una altura de 5 ft. Determine el impulso initial ejer- 
cido sobre la cadena y la energfa que absorbe, suponiendo que el bloque no 
rebota en la varilla y que las columnas que soportan la viga son a) perfecta- 
mente rfgidas, b) equivalentes a dos resortes perfectamente elasticos. 



5 ft 1 

ij 



Figura PI3.153 


13.154 Al capturar una pelota, un jugador de beisbol puede suavizar 
el impacto jalando su mano hacia atras. Si se supone que una pelota de 5 oz 
llega a la manopla a 90 mi/h y que el receptor jala hacia atras su mano du¬ 
rante el impacto a una rapidez promedio de 30 ft/s sobre una distancia de 
6 in., y la bola queda en reposo, determine la fuerza impulsiva promedio ejer¬ 
cida sobre la mano del jugador. 



Figura PI3.154 
















13.12. IMPACTO 
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Un choque entre dos cuerpos que ocurre en un intervalo muy peque- 
no y durante el cual los dos cuerpos ejercen fuerzas relativamente gran- 
des entre si recibe el nombre de impacto. La normal comun a las su¬ 
perficies en contaeto durante el impacto se conoce como /inert de 
impacto. Si los centres de masa en los dos cuerpos que chocan se ubi- 
can sobre esta linea, el impacto es un impacto central. En otro caso, 
se dice que el impacto es excentrico. Nuestro estudio se limitara al im¬ 
pacto central de dos particulas. El analisis del impacto excentrico de 
dos cuerpos rigidos se considerara despues, en la section 17.12. 



a) Impacto central directo 

Figura 13.20 



b ) Impacto central oblicuo 


Si las velocidades de dos particulas se dirigen a lo largo de la linea 
de impacto, se dice que el impacto sera directo (figura 13.20«). Si al- 
guna o ambas particulas se mueven a lo largo de una linea que no sea 
la linea de impacto, se dice que el impacto sera oblicuo (figura 13.20b). 


13.13. IMPACTO CENTRAL DIRECTO 

Considere dos particulas Ay B, de masas m A y m B , las cuales se mue¬ 
ven en la misma linea recta y hacia la derecha con velocidades cono- 
cidas v A y v B (figura 13.21rt). Si v A es mayor que v B , la particula A gol- 
peara finalmente a la particula B. Por el impacto, las dos particulas se 
deformardn y, al final del periodo de deformation, tendran la misma 
velocidad u (figura 13.21b). Se presentara un periodo de restitution, 
al final del cual, dependiendo de la magnitud de las fuerzas de impac¬ 
to y de los materiales implicados, las dos particulas habran recobrado 
su forma original o permaneceran deformadas. El proposito aqui es de- 
terminar las velocidades \' A y \' B de las particulas al final del periodo 
de restitution (figura 13.21c). 

Considerando primero las dos particulas como un solo sistema, se 
advierte que no hay fuerza impulsiva externa. De tal modo, se conser- 
va la cantidad de movimiento total de las dos particulas y se escribe 

m A v A + m B y B = m A v' A + m B \' B 

Puesto que todas las velocidades consideradas estan dirigidas a lo lar¬ 
go del mismo eje, es posible sustituir la ecuacion que se obtuvo por la 
siguiente relation que incluye solo componentes escalares 


V A V B 



a) Antes del impacto 


u 



c) Despues del impacto 


m A v A + m B v B = m A v' A + m B v' B 


(13.37) 


Figura 13.21 
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Un valor positivo para cualquiera de las cantidades escalares v A , v B ,v A o 

y la cantidad de movimiento 1 r ^ i i i 

v B significa que el vector correspondiente esta dirigido hacia la derecha; 
un valor negativo indica que el vector correspondiente esta dirigido ha¬ 
cia la izquierda. 

Para obtener las velocidades v'\ y \' B , es necesario establecer una 
segunda relation entre los escalares v' A y v' B . Para este proposito, se 
considera ahora el moviiniento de la particula A durante el periodo de 
deformation y se aplica el principio del impulso y la cantidad de mo- 
vimiento. Puesto que la unica fuerza impulsiva que actua sobre A du¬ 
rante este periodo es la fuerza P ejereida por B (figura 13.22a), se es¬ 
cribe, utilizando de nuevo componentes escalares, 

m A v A ~ J P dt = m A u (13.38) 

donde la integral se extiende sobre el periodo de deformation. Al con- 
siderar ahora el movimiento de A durante el periodo de restitution, y 
denotar por R la fuerza ejereida por B sobre A durante este periodo 
(figura 13.22&), se escribe 

m A u — / R dt = m A v' A (13.39) 

donde la integral se extiende sobre el periodo de restitution. 



a) Periodo de deformation 



b) Periodo de restitution 

Figura 13.22 




En general la fuerza R ejereida sobre A durante el periodo de res¬ 
titution difiere de la fuerza P ejereida durante el periodo de deforma¬ 
cion, y la magnitud f R dt de su impulso es menor que la magnitud 
/ P dt del impulso de P. El cociente de las magnitudes de los impul- 
sos correspondientes, respectivamente, al periodo de restitution y al 
periodo de deformacion se denomina coeficiente de restitucion y se de- 
nota por e. Se escribe 


/ Rdt 
J P dt 


(13.40) 


El valor del coeficiente e siempre esta entre 0 y 1. Depende en gran 
medida de los materiales implicados, pero tambien varfa de manera 
considerable con la velocidad de impacto y la forma y tamano de los 
dos cuerpos que chocan. 

Al resolver las ecuaciones (13.38) y (13.39) para los dos impulsos 
y sustituir en (13.40), se escribe 

u — v A 
e = - 


v A — u 


(13.41) 
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Un analisis similar de la particula B conduce a la relation 


v B ~ u 

e = - 

u — v B 


(13.42) 


Puesto que los cocientes en (13.41) y (13.42) son iguales, tambien lo 
son al cociente obtenido al sumar, respectivamente, sus numeradores 
y sus denominadores. Se tiene, por lo tanto 

_ ([u_ - v'a) + (v'b - u) _ v'b - v'a 

(v A - u) + (u - V B ) V A - V B 


y 


V B —v'a = e(v A - v B ) (13.43) 


En virtue! de que v' B — v' A representa la velocidad relativa de las dos 
particulas despues del impacto y v A — v B representa su velocidad rela¬ 
tiva antes del impacto, la formula (13.43) expresa que la velocidad re¬ 
lativa de dos particulas despues del impacto puede obtenerse al multi- 
plicar su velocidad relativa antes del impacto por el coeficiente de 
restitucion. Esta propiedad se utiliza para determinar experimentalmen- 
te el valor del coeficiente de restitucion de dos materiales dados. 

Las velocidades de las dos particulas despues del impacto pueden 
obtenerse aliora al resolver simultaneamente las ecuaciones (13.37) y 
(13.43) para v' A y v B . Hay que reeordar que la deduction de las ecua¬ 
ciones (13.37) y (13.43) se basa en la suposicion de que la particula B 
se localiza a la derecha de A, y que ambas particulas se estan movien- 
do al principio hacia la derecha. Si la particula B se mueve inicialmen- 
te hacia la izquierda, el escalar v B debe considerarse negativo. La mis- 
ma convention de signo se cumple para las velocidades despues del 
impacto: un signo positivo para v' A indicara que la particula A se mue¬ 
ve hacia la derecha despues del impacto, y un signo negativo seiialara 
que se mueve hacia la izquierda. 

Dos casos de impacto particulares son de especial interes: 


• t* 

• r • 

• • » • 


Fotografi'a 13.3 La altura de los rebotes de 
esta pelota de tenis disminuye despues de cada 
impacto, debido a que tiene un coeficiente de 
restitucion menor que uno y en cada rebote se 
pierde energia. 


e = 0, impacto perfectamente pldstico. Cuando e = 0, la ecua- 
cion (13.43) produce v' B = v' A . No hay periodo de restitucion 
y ambas particulas permanecen juntas despues del impacto. Al 
sustituir v' B = v' A = v' en la ecuacion (13.37), la cual expresa 
que la cantidad de movimiento total de las particulas se con- 
serva, se escribe 

m A v A + m B v B = (m A + m B )v' (13.44) 

Esta ecuacion puede resolverse para la velocidad comun v' de 
las dos particulas despues del impacto. 

2 e = 1, impacto perfectamente eldstico. Cuando e = 1 la ecua¬ 
cion (13.43) se reduce a 

v'b ~ v' A = v A ~ v B (13.45) 

que expresa que las velocidades relativas antes y despues del 
impacto son iguales. Los impulsos recibidos por cada particu¬ 
la durante el periodo de deformation y durante el periodo de 
restitucion son los mismos. Las particulas se alejan una de la 
otra despues del impacto con la misma velocidad con la cual 







828 se aproximaban antes de el. Las velocidades v' A y v' B pueden 

obtenerse al resolver simultaneamente las ecuaciones (13.37) 
y (13.45). 

Vale la pena notar que en el caso de un impacto perfectamente elds- 
tico, se conserva la energia total de las dos particulas, asi como su can¬ 
tidad de movimiento total. Las ecuaciones (13.37) y (13.45) pueden es- 
cribirse como sigue: 

m A (v A ~ v' A ) = m B (v' B - v B ) (13.37') 

v A + v A = v B + v' B (13.45') 

Al multiplicar (13.37') y (13.45') miembro por miembro, se tiene 

m A (v A ~ v A )(v A + v' A ) = m B (v B - v B )(v' B + v B ) 
m A v A - m A (v' A f = m B (v' B f - m B v § 

Al reagrupar los terminos en la ecuacion que se obtuvo y multiplicar 
por j, se escribe 

\m A v a + jm B v I = jpn A (v A ) 2 + \m B (y' B ) z (13.46) 

lo cual expresa que la energia cinetica de las particulas se conserva. Sin 
embargo, hay que observar que en el caso general de un impacto, esto 
es, cuando e no es igual a 1 , no se conserva la energia total de las par¬ 
ticulas. Lo anterior puede demostrarse para cualquier caso dado al com- 
parar las energias cineticas antes y despues del impacto. La energia ci¬ 
netica perdida en parte se transforma en calor y en parte se gasta en 
generar ondas elasticas dentro de los dos cuerpos que chocan. 


13.14. IMPACTO CENTRAL OBLICUO 

En seguida se estudiara el caso en el que las velocidades de las dos par¬ 
ticulas que chocan no estan dirigidas a lo largo de la linea de impacto 



Fotografia 13.4 Cuando una bola de billar 
golpea a otra, existe una transferencia de 
cantidad de movimiento. 



Figura 13.23 


(figura 13.23). Como se indica en la section 13.12, se afirma que el im¬ 
pacto sera oblicuo. Puesto que no se conocen ni la direction ni la mag- 
nitud de las velocidades v A y \' B de las particulas despues del impacto, 
su determination requerira el uso de cuatro ecuaciones independientes. 

Se eligieron como ejes coordenados al eje n a lo largo de la linea 
de impacto, esto es, a lo largo de la normal comun a las superficies en 
contaeto, y el eje t a lo largo de su tangente comun. Suponiendo que 
las particulas son perfectamente lisas y sin ficcion, se observa que los 




Figura 13.24 




unicos impulsos que se ejercen sobre las partfculas durante el impac- 
to se deben a las fuerzas intemas dirigidas a la lfnea de impacto, esto 
es, a lo largo del eje n (figura 13.24). Se concluye que 

1. La componente de la cantidad de movimiento de cada partfcu- 
la a lo largo del eje t, considerada por separado, se conserva; 
en consecuencia, la componente t de la velocidad de cada par- 
tfcula permanece invariable. Se escribe 

(v A ) t = ( u a)j ( u b)» = ( u s)f (13.47) 

2. La componente a lo largo del eje n de la cantidad de movi¬ 
miento total de las dos partfculas se conserva. Se escribe 

m A (v A ) n + m B (v B ) n = m A (v' A ) n + m B (v' B ) n (13.48) 

3. La componente a lo largo del eje n de la velocidad relativa de 
las dos partfculas despues del impacto se obtiene multiplican- 
do la componente n de su velocidad relativa antes del impac¬ 
to por el coeficiente de restitution. De hecho, una deduction 
similar a la que se dio en la section 13.13 para el impacto cen¬ 
tral directo produce 

(v' B ) n ~ ( u a)« = e[(v A ) n - (v B ) n ] (13.49) 


De esta manera se han obtenido cuatro ecuaciones independien- 
tes que pueden resolverse para las componentes de las velocidades de 
Ay B despues del impacto. Este metodo de solution se ilustra en el 
problema resuelto 13.15. 

El analisis del impacto central oblicuo de dos partfculas se ha basa- 
do hasta aliora en la suposicion de que ambas partfculas se mueven libre- 
mente antes y despues del impacto. A continuation se examinara el ca- 
so en el que una o ambas de las partfculas que chocan tiene restricciones 
en su movimiento. Considere, por ejemplo, el choque entre el bloque A, 
que esta restringido a moverse sobre una superficie horizontal y la bola 
B, que tiene libertad para moverse en el piano de la figura (figura 13.25). 
Si se supone que no hay friction entre el bloque y la bola, o entre el blo¬ 
que y la superficie horizontal, note que los impulsos ejereidos sobre el 
sistema eonsisten en los impulsos de las fuerzas intemas F y — F dirigi- 
dos a lo largo de la lfnea de impacto, esto es, a lo largo del eje n, y del 
impulso de la fuerza externa F ext ejercido por la superficie horizontal so¬ 
bre el bloque A y dirigido a lo largo de la vertical (figura 13.26). 

Las velocidades del bloque A y de la bola B inmediatamente des¬ 
pues del impacto se representan mediante tres incognitas: la magnitud 
de la velocidad \' A del bloque A, la cual se sabe que es horizontal, y la 


V A 
V A — 



Figura 13.25 
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m B v B 




Figura 13.26 



magnitud y direction de la velocidad \' B de la bola B. Por lo tanto, se 
deben escribir tres ecuaciones en las que se exprese que 

1. La componente a lo largo del eje t de la cantidad de movimien- 
to de la bola B se conserva; en consecuencia, la componente t 
de la velocidad de la bola B permanece invariable. Se escribe 

(v B )t = (v' B ) t (13.50) 

2. La componente a lo largo del eje x horizontal de la cantidad 
de movimiento total del bloque A y de la bola B se conserva. 
Se escribe 

m A v A + m B {v B ) x = m A v A + m B (v' B ) x (13.51) 

3. La componente a lo largo del eje n de la velocidad relativa del 
bloque A y de la bola B despues del impacto se obtiene al mul- 
tiplicar la componente n de su velocidad relativa antes del im¬ 
pacto por el coeficiente de restitution. Se escribe de nuevo 

( u fi)n ~ ( u a)« = e K v A)n — ( u b)/J (13.49) 

Sin embargo, se debe advertir que en el caso considerado aqui la va- 
lidez de la ecuaeion (13.49) no puede establecerse a traves de una mera 
extension de la deduction que se dio en la section 13.13 para el impac¬ 
to central directo de dos particulas que se mueven en una linea recta. De 
hecho, estas particulas no estaban sujetas a ningun impulso externo, en 
tanto que el bloque A en el analisis presente esta sujeto al impulso ejer- 
cido por la superficie horizontal. Para demostrar que la ecuaeion (13.49) 
sigue siendo valida, se aplica primero el principio del impulso y la canti¬ 
dad de movimiento al bloque A sobre el periodo de deformation (figura 
13.27). Al eonsiderar solo las componentes horizontales, se escribe 

m A v A — (f P dt ) cos 0 = m A u (13.52) 

donde la integral se extiende sobre el periodo de deformation y donde 
u representa la velocidad del bloque A al final de ese periodo. Al con- 
siderar ahora el periodo de restitution, se escribe de manera similar 

m A u — (f R dt) cos 0 = m A v A (13.53) 

donde la integral se extiende sobre el periodo de restitution. 



830 
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Al recordar de la section 13.13 la definition del coeficiente de res¬ 
titution, se escribe 


/ Rdt 
6= JPdt 


(13.40) 


Al resolver las ecuaciones (13.52) y (13.53) para las integrales f P city 
/ R dt, y sustituir en la ecuacion (13.40), se tiene, despues de simpli- 
ficaciones, 


13.15. Problemas en los que interviene 
la energia y la cantidad de movimiento 


e = 


U — v' A 
v A - U 


o multiplicar todas las velocidades por cos 6 para obtener sus proyec- 
ciones sobre la linea de impacto, 


u„ - (v'a)„ 


(13.54) 


Note que la ecuacion (13.54) es identica a la ecuacion (13.41) de la sec- 
cion 13.13, excepto por los subindices n que se usan aqui para indicar 
que se estan considerando componentes de velocidad a lo largo de la 
linea de impacto. Puesto que el movimiento de la bola B no esta res- 
tringido, la demostracion de la ecuacion (13.49) puede completarse de 
la misma manera que la deduction de la ecuacion (13.43) de la section 
13.13. Asi, se concluye que la relation (13.49) entre las componentes 
a lo largo de la linea de impacto de las velocidades relativas de las dos 
particulas que chocan permanece valida cuando se restringe el movi¬ 
miento de una de las particulas. La validez de esta relation se extien- 
de sin dificultad al caso en el que ambas particulas se restringen en su 
movimiento. 


13.15. PROBLEMAS EN LOS QUE INTERVIENE LA 
ENERGIA Y LA CANTIDAD DE MOVIMIENTO 

Ahora ya se tienen tres metodos diferentes para la solution de proble¬ 
mas de cinetica: la aplicacion directa de la segunda ley de Newton, 
2F = ma; el metodo del trabajo y la energia, y el metodo del impul- 
so y la cantidad de movimiento. Para obtener el mayor beneficio de 
estos tres metodos, se debe ser capaz de elegir el metodo mas ade- 
cuado para la solution de un problema determinado. Tambien se de¬ 
be estar preparado para utilizar diferentes metodos para resolver las 
diversas partes de un problema cuando uno de los procedimientos re- 
sulte aconsejable. 

Ya se vio que el metodo del trabajo y la energia en muchos casos 
es mas expedito que la aplicacion directa de la segunda ley de New¬ 
ton. Sin embargo, como se indieo en la section 13.4, el metodo del tra¬ 
bajo y la energia tiene limitaciones y, en ocasiones, debe complemen- 
tarse con el uso de XF = ma. Este es el caso, por ejemplo, cuando se 
desea determinar una aceleracion o una fuerza normal. 

Para la solution de problemas en los que intervienen fuerzas no 
impulsivas, suele eneontrarse que la ecuacion XF = ma produce una 
solution igual de rapida que el metodo del impulso y cantidad de mo¬ 
vimiento y que el metodo del trabajo y la energia, si se aplica, es mas 
rapido y conveniente. Sin embargo, en problemas de impacto, el me¬ 
todo del impulso y la cantidad de movimiento es el unico que resulta 
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ria tediosa, y el metodo del trabajo y la energia no puede utilizarse, 
puesto que el impacto (a menos que sea perfeetamente elastico) im- 
plica una perdida de energia mecanica. 

Muclios problemas implican solo fuerzas conservativas, salvo para 
una fase de impacto corta durante la cual actuan fuerzas impulsivas. 
La solucion de problemas de este tipo se divide en varias partes. La 
parte correspondiente a la fase de impacto requiere el uso del metodo 
del impulso y la cantidad de movimiento y de la relation entre las ve- 
locidades relativas, en tanto que las otras partes suelen resolverse por 
el metodo del trabajo y la energia. Sin embargo, si el problema impli- 
ca la determination de una fuerza normal, es necesario el uso de 
XF = ma. 

Considere, por ejemplo, un pendulo A, de masa m A y longitud /, 
que se suelta sin velocidad desde una position A x (figura 13.28a). El 
pendulo oscila con libertad en un piano vertical y golpea a un segun- 
do pendulo B, de masa m B e igual longitud /, que esta inicialmente 
en reposo. Luego del impacto (con coeficiente de restitution e), el pen¬ 
dulo B oscila un angulo 0 que se desea determinar. 

La solucion del problema puede dividirse en tres partes: 

L El pendulo A oscila de A 4 a A 2 . Es posible utilizar el principio 
de la conservation de la energia para determinar la velocidad 
(v A ) 2 del pendulo en A 2 (figura 13.28 b). 

2. El pendulo A golpea al pendulo B. Utilizando el hecho de que 
se conserva la cantidad de movimiento total de los dos pendu- 
los y la relation entre sus velocidades relativas, se determinan 
las velocidades (v A ) 3 y (v B ) 3 de los dos pendulos despues del 
impacto (figura 13.28c). 

3. El pendulo B oscila de B 3 a B 4 . Aplicando el principio de la 
conservation de la energia al pendulo B, se determina la ele¬ 
vation maxima y 4 que alcanza este mismo (figura 13.28c/). El 
angulo 0 puede determinarse entonces por trigonometria. 


Impacto: 

Conservation conservation de la cantidad de movimiento Conservation 

de la energia Velocidades relativas de la energia 

1 A “ If A If * “ 1 



Figura 13.28 


Advierta que si se van a determinar las tensiones en las cuerdas 
que sostienen a los pendulos, el metodo de solucion que acaba de des- 
cribirse debe complementarse con el uso de XF = ma. 

















PROBLEMA RESUELTO 13.13 

Un vagon de ferrocarril de 20 Mg que se mueve a una rapidez de 0.5 m/s 
hacia la derecha choca con un vagon de 35 Mg que se encuentra en reposo. 
Si despues del choque se observa que el vagon de 35 Mg se mueve hacia la 
derecha a una rapidez de 0.3 m/s, determine el coeficiente de restitution en- 
tre los dos vagones. 


SOLUCION 


Se expresa la conservation de la cantidad de movimiento total de los dos va¬ 
gones. 

v A = 0.5m/s v B = 0 

35 Mg 

-► 

m B v B 

m A x A + m B x B = m A x' A + m B x' B 

(20 Mg)(+0.5 m/s) + (35 Mg)(0) = (20 Mg)t^ + (35 Mg)(+0.3 m/s) 
v A = —0.025 m/s x' A = 0.025 m/s *— 

El coeficiente de restitution se obtiene al escribir 


20 Mg 


-► 

m A v A 


Vg = 0.3m/s 


20 Mg 

-► 

m A v’ A 


35 Mg 
m B v’ B 


v' B -v' A _ +0.3 - (-0.025) _ 0.325 
v A ~ v b +0.5 — 0 0.5 


PROBLEMA RESUELTO 13.14 

Se lanza una pelota contra una pared vertical sin friction. Inmediatamente an¬ 
tes de que la pelota golpee la pared, su velocidad tiene una magnitud v y forma 
un angulo de 30° con la horizontal. Si se sabe que e = 0.90, determine la mag¬ 
nitud y direction de la velocidad de la pelota cuando esta rebota en la pared. 




SOLUCION 

La velocidad inicial de la pelota se descompone en las componentes perpen¬ 
dicular y paralela a la pared 

v n = v cos 30° = 0.866u v t = v sen 30° = 0.500u 

Movimiento paralelo hacia la pared. Puesto que no hay friction en 
la pared, el impulso que ejerce sobre la pelota es perpendicular a aquella. 
De tal modo, la componente paralela hacia la pared de la cantidad de movi¬ 
miento de la pelota se conserva y se tiene 

v' t = Vf = 0.500u | 

Movimiento perpendicular hacia la pared. Puesto que la masa de 
la pared (y la tierra) es esencialmente infinita, expresar que la cantidad de mo¬ 
vimiento total de la pelota y la pared se conserva, no producirfa information 
util. Al utilizar la relation (13.49) entre las velocidades relativas, se escribe 

0 - v' n = e(v n - 0) 

v' n = —0.90(0.866u) = —0.779u 


v' n = 0.779u ^ 

Movimiento resultante. Al sumar vectorialmente las componentes 


v n y v t . 


v' = 0.926n 32.7° ◄ 


833 
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PROBLEMA RESUELTO 13.15 



La magnitud y direction de las velocidades de dos pelotas identicas sin fric¬ 
tion antes de que choquen entre si son como se indica en la figura. Supo- 
niendo que e = 0.90, determine la magnitud y direction de la velocidad de 
cada pelota despues del impacto. 




»»a(va)„ 

— 

»»a(va) f “ 





= 41.9 ft/s 



SOLUCION 

Las fuerzas impulsivas que las pelotas ejercen entre si durante el impacto es- 
tan dirigidas a lo largo de la linea que une los centres de las pelotas y que 
recibe el nombre de linea de impacto. A1 descomponer las velocidades en las 
componentes dirigidas, respectivamente, a lo largo de la linea de impacto y 
a lo largo de la tangente comun a las superficies en contacto, se escribe 

( v A ) n — va cos 30° = +26.0 ft/s 
(v A ) t = «a sen 30° = +15.0 ft/s 
(v B ) n = — v B cos 60° = —20.0 ft/s 
(v B ) t = v B sen 60° = +34.6 ft/s 

Principio del impulso y la cantidad de movimiento. En las figu- 
ras adjuntas se muestran las cantidades de movimiento iniciales, los impul- 
sos y las cantidades de movimientos finales. 

Movimiento a lo largo de la tangente comun. Al considerar solo 
las componentes t, se aplica el principio del impulso y la cantidad de movi¬ 
miento a cada pelota por separado. Puesto que las fuerzas impulsivas estan 
dirigidas a lo largo de la linea de impacto, la componente t de la cantidad de 
movimiento y, en consecuencia, la componente t de la velocidad de cada pe¬ 
lota, no se alteran. Asi, 

(va)« = 15.0 ft/s t ( y' B )t = 34.6 ft/s t 

Movimiento a lo largo de la linea de impacto. En la direction n, 
se considera a las dos pelotas como un solo sistema y se nota que por la ter- 
cera ley de Newton, los impulsos internos son, respectivamente, F At y —F 
A t y se cancelan. De tal rnodo, se escribe que la cantidad de movimiento to¬ 
tal de las pelotas se conserva 

%K)» + m B (v B ) n = m A (v' A ) n + m B (v B ) n 
m( 26.0) + m(—20.0) = m(v' A ) n + m{v' B ) n 

(v A ) n + ( v B )„ = 6.0 ( 1 ) 

Si se utiliza la relation (13.49) entre velocidades relativas, se escribe 
(v' B )n ~ (V A )n = e{(v A ) n ~ (Ub)iJ 

(v’ B ) n - (v' A ) n = (0.90)[26.0 - (-20.0)] 

(v' B )„ — (ca)„ = 41.4 (2) 

Al resolver las ecuaciones (1) y (2) de manera simultanea, se obtiene 

(v' A )n = -17.7 (v' B ) n = +23.7 

(v^)„ = 17.7 ft/s <- (y' B ) n = 23.7 ft/s ^ 

Movimiento resultante. Al sumar vectorialmente las componentes de 
la velocidad de cada pelota, se obtiene 

v_a = 23.2 ft/s 40.3° = 41.9 ft/s ^2 55.6° ◄ 
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PROBLEMA RESUELTO 13.16 




La pelota B cuelga de una cuerda inextensible BC. Una pelota identica A se 
suelta desde el reposo cuando apenas toca la cuerda y adquiere una veloci- 
dad Vq antes de chocar con la pelota B. Suponiendo un impacto perfecta- 
mente elastico (e = 1) y ninguna friction, determine la velocidad de cada pe¬ 
lota inmediatamente despues del impacto. 


SOLUCION 



sen 8 =— = 0.5 
2 r 

e = 30° 


m(v' A l 


= < 


Puesto que la pelota B esta restringida a moverse en un circulo de centra C, 
su velocidad v B despues del impacto debe ser horizontal. En consecuencia, 
el problema implica ties incognitas: la magnitud v' B de la velocidad de B y la 
magnitud y direction de la velocidad v' A de A despues del impacto. 

Principio del impulso-cantidad: pelota A 
+\ componentes t\ 


m(v'. 


m\ A + F At = m\' A 
mv o sen 30° + 0 = m(v' A ) t 
{v' A \ = 0.5u o 


( 1 ) 


mv 0 



TAf 


+ 



m{y A ) n 



Observe que la ecuacion utilizada expresa la conservation de la cantidad de 
movimiento de la pelota A a lo largo de la tangente comun a las pelotas Ay B. 

Principio del impulso-cantidad de movimiento: pelotas Ay B 

mv A + T Af = m\' A + mv B 

componentes x: 0 = m(v A ) t cos 30° — m(v' A ) n sen 30° — mv' B 


(vA)„ = O.52Or 0 


30° Observe que la ecuacion obtenida expresa la conservation de la cantidad de 
mvg'-'' ™(v A )t movimiento total en la direction x. A1 sustituir (v A ) t de la ecuacion (1) y re- 

agrupar terminos, se escribe 

0.5(«U + v' B = 0.433u o (2) 

Velocidades relativas a lo largo de la linea de impacto. Puesto 
que e = 1, la ecuacion (13.49) produce 

(v' B )n - (V A ) n = (v A ) n - (v B )n 
v' B sen 30° — (v' A ) n = v 0 cos 30° — 0 

0.5ui - (v' A ) n = 0.866n o (3) 

Al resolver simultaneamente las ecuaciones (2) y (3), se obtiene 

(v' A ) n = — 0.520u o v' B = 0.693n o 

v’b = 0 . 693 u o <- ◄ 

Al recordar la ecuacion (1) se realiza el dibujo adjunto y se obtiene por tri- 
(v)i) t = 0.5u 0 gonometria 





30° 


v' A = O.721o 0 P = 46.1° 


a = 46.1° - 30° = 16.1° 

v(i = 0.721u o ^ 16.1° ◄ 
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PROBLEMA RESUELTO 13.17 


30 kg 



Un bloque de 30 kg se deja caer desde una altura de 2 m sob re el plato de 
10 kg de una balanza de resorte. Suponiendo que el impacto es perfecta- 
mente plastico, determine el desplazamiento maximo del plato. La constan- 
te de resorte es k = 20 kN/m. 


SOLUCION 


El impacto entre el bloque y el plato debe tratarse por separado; por lo tan- 
to, se divide la solution en tres partes. 

Conservation Impacto: se conserva la Conservation 

de la energfa cantidad de movimlento total de la energfa 



2\ = \m A {v A ) f = 0 Vr = W A y = (294 N)(2 m) = 588 J 
T 2 = \m A {v A )l = 1(30 kg)(t> A )f V 2 = 0 
Tx + Vj = r 2 + V 2 : 0 + 588 J = 1(30 kg)(u A )| + 0 

(u A ) 2 = +6.26 m/s (v A ) 2 = 6.26 m/s| 

Impacto: conservacion de la cantidad de movimiento. Puesto que 
el impacto es perfectamente plastico, e = 0; el bloque y el plato se mueven 
juntos despues del impacto. 

m A (v A ) 2 + m B (v B ) 2 = (m A + m B )v 3 
(30 kg)(6.26 m/s) + 0 = (30 kg + 10 kg)o 3 
v 3 = +4.70 m/s v .3 = 4.70 m/s| 


Conservacion de la energia. Inicialmente el resorte sostiene al pe¬ 
so W B del plato; en consecuencia, la deformation inicial del resorte es 


^ (10 kg)(9.81 m/s 2 ) 
k 20 X 10 3 N/m 


98.1 N 

20 X 10 3 N/m 


= 4.91 X 10^ 3 m 


Al denotar por x 4 la deformacion maxima total del resorte, se escribe 
T 3 = l(m A + m B )v f = 1(30 kg + 10 kg)(4.70 m/s) 2 = 442 J 
v 3 = Vg + V e = 0 + jkx 3 = 1(20 X 10 3 )(4.91 X 10“ 3 ) 2 = 0.241 J 
T 4 = 0 

V 4 = Vg + V e = (W A + W B )(-h ) + 1 kxl = -(392)/) + 1(20 X 10 3 )xl 
Al advertir que el desplazamiento del plato es h = x 4 — x 3 se escribe 

T 3 + v 3 = r 4 + v 4 : 

442 + 0.241 = 0 - 392(x 4 - 4.91 X 10^ 3 ) + 1(20 X 10 3 )x| 
x 4 = 0.230 m h = x 4 — x 3 = 0.230 m — 4.91 X 10 3 m 

li = 0.225 m h = 225 mm ◄ 
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RESOL UCION DE PROB LEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


En esta lection se estudia el impacto de dos cuerpos, esto es, el choque que ocurre 
en un intervalo muy pequeno. Se resolvera un gran numero de problemas de impac¬ 
to al expresar que se conserva la cantidad de movimiento total de los dos cuerpos y 
al advertir la relacion que existe entre las velocidades relativas de los cuerpos antes 
y despues del impacto. 

1. Como primer paso en la solucion debe elegir y dibujar los siguientes ejes de 
coordenadas: el eje t, el cual es tangente a las superficies de contacto de los dos cuer¬ 
pos que chocan, y el eje n, que es normal a las superficies de contacto y define la li- 
nea de impacto. En todos los problemas de esta leccion la linea de impacto pasa por 
los centres de masa de los cuerpos que chocan, y el impacto se refiere a un impac¬ 
to central. 

2. El siguiente paso es dibujar un diagrama en el que se muestran las cantida- 
des de movimiento de los cuerpos antes del impacto, los impulsos ejercidos sobre los 
cuerpos durante el impacto y las cantidades de movimiento finales de los cuerpos 
luego del impacto (figura 13.24). Despues se observara si el impacto es un impacto 
central directo o un impacto central oblicuo. 

3. Impacto central directo Ocurre cuando las velocidades de los cuerpos Ay B 
antes del impacto estan dirigidas a lo largo de la linea de impacto (figura 13.20«). 

a) Conservacion de la cantidad de movimiento. Puesto que las fuerzas im- 
pulsivas son internas al sistema, es posible escribir que la cantidad de movimiento to¬ 
tal de Ay B se conserva, 

m A v A + m B v B = m A v' A + m B v B (13.37) 

donde v A y v B denotan las velocidades de los cuerpos Ay B antes del impacto y v' A 
y v's denotan sus velocidades despues del impacto. 

h) Coeficiente de restitucion Tambien es posible escribir la siguiente relacion 
entre las velocidades relativas de los dos cuerpos antes y despues del impacto, 

v' B ~ v' A = e(v A - v B ) (13.43) 

donde e es el coeficiente de restitucion entre los dos cuerpos. 

Hay que observar que las ecuaciones (13.37) y (13.43) son ecuaciones escalares que 
pueden resolverse para dos incognitas. Ademas, es necesario tener cuidado y adop- 
tar una convention de signos consistente para todas las velocidades. 

4. Impacto central oblicuo Ocurre cuando una o amhas de las velocidades initia¬ 
tes de los cuerpos no esta dirigida a lo largo de la linea de impacto (figura 13.20&). Pa¬ 
ra resolver problemas de este tipo, es necesario descomponer primero en componentes 
a lo largo del eje t y del eje n las cantidades de movimiento y los impulsos indieados 
en el diagrama. 

( continua ) 


837 





a) Conservation de la cantidad de movimiento. Puesto que las fuerzas im- 
pulsivas actuan a lo largo de la linea de impacto, esto es, a lo largo del eje n, se con- 
serva la componente a lo largo del eje t de la cantidad de movimiento de cada cuer- 
po. Por lo tanto, es posible escribir para cada cuerpo que las componentes t de su 
velocidad antes y despues del impacto son iguales, 

(Pa)* = (v'/dt ( u b)( = ( u s)f (13.47) 

Ademas, la componente a lo largo del eje n de la cantidad de movimiento total del 
sistema se conserva, 

m A (v A )n + m B ( v B ) n = m A (v' A ) n + m B (v' B ) n (13.48) 

h) Coeficiente de restitution La relation entre las velocidades relativas de los 
dos cuerpos antes y despues del impacto puede escribirse solo en la direction n, 

(«b)» - (v' A )n = e[(v A ) n - MJ (13.49) 

Aliora se cuenta con cuatro ecuaciones que es posible resolver para cuatro incogni¬ 
tas. Observe que despues de encontrar todas las velocidades, es factible determinar 
el impulso ejercido por el cuerpo A sobre el cuerpo B dibujando un diagrama de im- 
pulso-cantidad de movimiento solo para B e igualando las componentes en la direc¬ 
tion n. 

c) Cuando esta restringido el movimiento de uno de los cuerpos que choca, 

es necesario incluir los impulsos de las fuerzas externas en el diagrama dibujado. En 
esas condiciones se observara que algunas de las relaciones anteriores no se cum- 
plen. Sin embargo, en el ejemplo que se muestra en la figura 13.26 la cantidad de 
movimiento total del sistema se conserva en una direction perpendicular al impulso 
externo. Es necesario advertir que cuando el cuerpo A rebota en una superficie fija 
B la unica ecuacion de conservation de la cantidad de movimiento que puede utili- 
zarse es la primera de las ecuaciones (13.47) [problema resuelto 13.14]. 

5. Hay que recordar que se pierde energia durante la mayoria de los impactos. 

La unica exception corresponde a los impactos perfectamente elasticos (e = 1), don- 
de se conserva la energia. De tal modo, en el caso general de impacto, donde e < 1, 
la energia no se conserva. Por lo tanto, es necesario tener cuidado y no aplicar el 
principio de conservation de la energia en una situation de impacto. En vez de eso, 
aplique este principio por separado a los movimientos precedentes y siguientes al im¬ 
pacto [problema resuelto 13.17]. 
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Problemas 


13.15! Se sabe que el coeficiente de restitution entre dos collarines 
es de 0.80. Determine a) sus velocidades despues del impacto, b) la energia 
perdida durante el impacto. 

13.156 Los collarines A y B, de la misrna masa m, se mueven uno ha- 
cia el otro con las velocidades que se indican. Si se sabe que el coeficiente 
de restitution entre los collarines es 0 (impacto plastico), demuestre que des¬ 
pues del impacto a) la velocidad comun de los collarines es igual a la mitad 
de la diferencia de sus velocidades antes del impacto, b) la perdida en la ener- 
gia cinetica es \miv A + v B ) 2 . 

13.157 Dos bloq ues de acero se deslizan sin friction sobre una su- 
perficie horizontal con las velocidades que se muestran en la figura. Si se ob- 
serva que despues del impacto la velocidad del bloque B es de 10.5 ft/s ha- 
cia la derecha, determine el coeficiente de restitution entre los dos bloques. 

Dos bloques de acero se deslizan sin friction sobre una su- 
perficie horizontal con las velocidades que se muestran en la figura. Si se 
sabe que el coeficiente de restitution entre los dos bloques es de 0.75, de¬ 
termine a) las velocidades de cada bloque despues del impacto, b) la perdida 
de energia cinetica debida el impacto. 


2 m/s 1,5 m/s 



5 kg 3 kg 


Figura P13.155 


V A 

-► - 



Figura P13.156 


10 ft/s 

-► 

1.5 lb 

A 


Figura P13.157 y P13.158 


6 ft/s 

-► 


0.9 lb 


B 


5! Dos automoviles identicos Ay B estan en reposo sobre un 
muelle de descarga, sin que actuen los frenos. El automovil C, de estilo un 
poco diferente pero del mismo peso, ha sido empujado por los trabajadores 
del muelle y golpea al automovil B con una velocidad de 1.5 m/s. Si se sabe 
que el coeficiente de restitution es de 0.8 entre B y C y 0.5 entre Ay B, de¬ 
termine la velocidad de cada automovil despues de que han ocurrido los 
choques. 


1.5 m/s 



Figura P13.159 


13.160 Tres esferas de acero de igual masa se suspenden del techo 
mediante cuerdas de la misma longitud que estan espaciadas a una distancia 
ligeramente mayor que el diametro de las esferas. Despues de jalarla y sol- 
tarla, la esfera A golpea a la esfera B, la cual luego golpea a la esfera C. Si 
se denota por e el coeficiente de restitution entre las esferas y por v 0 la ve¬ 
locidad de A justo antes de que golpee a B, determine, a) las velocidades de 
Ay B inmediatamente despues del primer choque, b) las velocidades de B 
y C inmediatamente despues del segundo choque. c) Si ahora se supone que 
se suspenden n esferas del techo y que la primera se jala y suelta como se 
describio, determine la velocidad de la ultima esfera despues de que recibe 
el primer golpe. d) Utilice el resultado del inciso c) para obtener la veloci¬ 
dad de la ultima esfera cuando n = 6 y e = 0.95. 



839 










































840 


Cinetica de particulas: metodos de la energla 
y la cantldad de movimiento 



Figura PI3.161 


13,16' Dos discos que se deslizan sobre un piano horizontal sin fric¬ 
tion con velocidades opuestas de la misma magnitud v 0 chocan entre si de 
manera frontal. Se sabe que el disco A tiene una masa de 3 kg y se observa 
que su velocidad es cero despues del impacto. Determine a) la rnasa del disco 
B si se sabe que el coeficiente de restitution entre los dos discos es de 0.5, 
b) el intervalo de posibles valores de la masa del disco B si se desconoce el 
coeficiente de restitution entre los dos discos. 

13.162 Los paquetes de una fabrica de refacciones para automoviles 
se transportan hacia el rnuelle de descarga empujandolos a lo largo de una 
pista de rodillos con muy poca friction. En el instante que se indica los pa¬ 
quetes B y C se encuentran en reposo y el paquete A tiene una velocidad de 
2 m/s. Si se sabe que el coeficiente de restitution entre los paquetes es de 
0.3, determine a) la velocidad del paquete C despues de que A golpea a B y 
B golpea a C, b) la velocidad de A despues de que este golpea a B por se- 
gunda vez. 


2 m/s 



A B C 

Figura PI3.162 


13.163 Uno de los requerimientos para que se utilicen pelotas de te- 
nis en una competencia oficial es que, cuando se dejen caer sobre una su- 
perficie rfgida desde una altura de 100 in., la altura del primer rebote de la 
pelota debe estar en el intervalo 53 in. < /j < 58 in. Determine el intervalo 
del coeficiente de restitution de las pelotas de tenis que cumpla con este 
requisito. 

13.164 Demuestre que para una pelota que golpea una superficie lija 
sin friction, a > 6. Tambien demuestre que el porcentaje perdido en ener- 
gia cinetica debido al impacto es 100(1 — e 2 ) cos 2 0. 




65 Una pelota A de 600 g que se mueve a una velocidad con mag¬ 
nitud de 6 m/s golpea, como se muestra en la figura, a una pelota B de 1 kg 
que tiene una velocidad con magnitud de 4 m/s. Si se sabe que el coeficiente 
de restitution es de 0.8 y se supone que no hay friction, determine la ve¬ 
locidad de cada pelota despues del impacto. 
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13.166 Dos discos de hockey identicos se mueven sobre una pista a 
la misma rapidez de 3 m/s en direcciones paralelas y opuestas cuando chocan 
entre si en la forma indicada. Si se supone un coeficiente de restitucion e = 1, 
determine la magnitud y direction de la velocidad de cada disco despues del 
impacto. 

13.167 Dos bolas de billar identicas con un diametro de 2.37 in., pue- 
den moverse libremente sobre una mesa de billar. La bola B se encuentra 
en reposo y la bola A tiene una velocidad initial v = u 0 i. a) Si se sabe que 
b = 2 in. y e = 0.7, determine la velocidad de cada bola despues del im¬ 
pacto. b) Demuestre que si e ~ 1, las velocidades finales de las bolas forman 
un angulo recto para todos los valores de b. 



Figura P13.166 



x 


Figura PI 3.167 


13.168 El coeficiente de restitucion entre dos bolas de billar Ay B de 
2.37 in. de diametro es igual a 0.9. La bola A se mueve en la direction indi¬ 
cada con una velocidad de 3 ft/s cuando golpea a la bola B, que esta en re¬ 
poso. Si se sabe que despues del impacto B se mueve en la direction x, de¬ 
termine a) el angulo 6, b) la velocidad de B despues del impacto. 



Figura PI 3.168 


Un muchacho ubicado en A, que es el punto medio entre el 
centra O de una pared semicircular y la propia pared, lanza una pelota ha- 
cia la pared en una direction que forma un angulo de 45° con OA. Si se sabe 
que despues de golpear la pared la pelota rebota en una direction paralela 
a OA, determine el coeficiente de restitucion entre la pelota y la pared. 



Figura P13.169 
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Cinetica de particulas: metodos de la energfa 
y la cantidad de movimiento 


13.170 Una nina lanza una pelota en una pared inclinada desde una 
altura de 1.2 m, golpeando la pared en A con una velocidad horizontal v 0 de 
15 m/s de magnitud. Si se sabe que el coeficiente de restitution entre la 
pelota y la pared es de 0.9 y se ignora la friction, determine la distancia d 
desde el pie de la pared hasta el punto B donde la pelota golpea el suelo des¬ 
pues de rebotar en la pared. 



Figura P13.170 


13.171 Una pelota golpea el suelo en A con una velocidad v 0 de 16 
ft/s a un angulo de 60° con la horizontal. Si se sabe que e = 0.6 entre la 
pelota y el suelo y que despues del rebote la pelota llega al punto B con una 
velocidad horizontal, determine a) las distancias h y d, b) la velocidad de la 
pelota cuando llega a B. 


V B 



~- cl 

Figura P13.171 


13.172 Una esfera rebota como se muestra en la figura, despues de 
golpear un piano inclinado con una velocidad vertical v 0 de magnitud v 0 = 
15 ft/s. Si se sabe que a = 30° y e = 0.8 entre la esfera y el piano, deter¬ 
mine la altura h que alcanza la esfera. 

13.173 Una esfera rebota como se muestra en la figura, despues de 
golpear un piano inclinado con una velocidad vertical v 0 de magnitud v 0 = 
20 ft/s. Determine el valor de a que maximizara la distancia horizontal que 
recorre la pelota antes de alcanzar su maxima altura h suponiendo que el 
coeficiente de restitution entre la pelota y el suelo es a) e = 1, b) e = 0.8. 



Figura P13.172 y P13.173 
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Un bloque B de 1 kg se mueve con una velocidad v 0 de mag- 
nitud v 0 = 2 nVs cuando golpea una esfera A de 0.5 kg, la cual esta en re- 
poso y cuelga de una cuerda amarrada en O. Si se sabe que = 0.6 entre 
el bloque y la superficie horizontal y que e = 0.8 entre el bloque y la esfera, 
determine despues del impacto, a) la altura maxima li alcanzada por la es¬ 
fera, b ) la distancia x recorrida por el bloque. 

13.175 Un bloque B de 1.5 kg esta unido a un resorte no deformado 
de constante k = 80 N/m y esta en reposo sobre una superficie horizontal 
sin friccion cuando lo golpea un bloque identico A que se mueve a una rapi- 
dez de 5 m/s. Considerando de manera sucesiva los casos en los que el coefi- 
ciente de restitution entre los dos bloques es 1) e = 1, 2) e = 0, determine 
a) la deflexion maxima del resorte, b) la velocidad final del bloque A. 



x 


13.176 El bloque A se libera desde el reposo y se desliza hacia abajo 
sobre la superficie sin friccion de B hasta que golpea un tope en el extremo 
derecho de B. El bloque A tiene una masa de 10 kg y el objeto B tiene una 
masa de 30 kg, ademas B puede rodar libremente sobre el suelo. Determi¬ 
ne las velocidades de A y B inmediatamente despues del impacto cuando 
a) e = 0, b) e = 0.7. 



Figura P13.174 



Figura PI 3.176 


13.177 Una pelota de 90 g que se lanza con una velocidad horizontal 
v 0 golpea una placa de 720 g empotrada en una pared vertical a una altura 
de 900 mm sobre el suelo. Se observa que, despues del rebote, la pelota gol¬ 
pea el suelo a una distancia de 480 mm de la pared cuando la placa esta unida 
rfgidamente a la pared (figura 1) y a una distancia de 220 mm cuando entre 
la placa y la pared se coloca un colchon de caucho (figura 2). Determine 
a) el coeficiente de restitution e entre la pelota y la placa, b) la velocidad ini¬ 
tial v 0 , de la pelota. 




1 ) 


2 ) 


Figura PI 3.177 

































844 


Cinetica de particulas: metodos de la energla 
y la cantldad de movimiento 


13.178 Una esfera A de 1.3 lb se deja caer desde una altura de 1.8 ft 
sobre una placa B de 2.6 lb, la cual se sostiene mediante un conjunto de re- 
sortes entrelazados y esta inicialmente en reposo. Si se sabe que el coefi- 
ciente de restitucion entre la esfera y la placa es e = 0.8, determine a) la al¬ 
tura h que alcanza la esfera despues del rebote, b) la constante k de un solo 
resorte que sea equivalente al conjunto dado si se observo que la maxima de¬ 
flexion de la placa es igual a 3 h. 



Figura PI 3.178 y P13.179 


13.179 Una esfera A de 1.3 lb se deja caer desde una altura de 1.8 ft 
sobre una placa B de 2.6 lb, la cual se sostiene mediante un conjunto de re- 
sortes entrelazados y esta inicialmente en reposo. Si se sabe que el conjunto 
de resortes es equivalente a un solo resorte de constante k = 5 lb/in., de¬ 
termine a) el valor del coeficiente de restitucion entre la esfera y la placa 
para el cual la altura h que alcanza la esfera despues de rebotar es maxima, 
b) el valor correspondiente de h, c) el valor correspondiente de la deflexion 
maxima de la placa. 


13.180 Dos automoviles de la misma masa chocan frontalmente en el 
punto C. Despues del choque, los automoviles patinan con los frenos apli- 
cados y se detienen en la position que se indica en la parte inferior de la 
figura. Si se sabe que la rapidez del automovil A justo antes del impacto era 
de 5 mi/h y que el coeficiente de friction cinetica entre el pavimento y los 
neumaticos de ambos automoviles es de 0.30, determine a) la rapidez del au¬ 
tomovil B justo antes del impacto, b) el coeficiente de restitucion efectivo 
entre los dos automoviles. 




—3 ft—»- 
12 ft-- 


Figura PI3.180 
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13.181 Cada uno de los bloques A y B tiene una masa de 0.8 lb y Problemas 845 

la masa del bloque C es igual a 2.4 lb. El coeficiente de friccion entre los 
bloques y el piano es ju* = 0.30. En un principio el bloque A se mueve 
a una rapidez v 0 = 15 ft/s y el bloque B y el C estan en reposo (figura 1). 

Despues de que A choca con B y B choca con C, los tres bloques quedan 
en reposo en la position indicada (figura 2). Determine a) los coeficientes 
de restitution entre A y B y entre B y C, b) el desplazamiento x del blo¬ 
que C. 


3 in. 


3 in. 



x 



2 ) 

Figura PI3.181 

13.182 Los tres bloques que se muestran son identicos. Los bloques 
B y C estan en reposo cuando al bloque B golpea el bloque A, el cual 
se mueve con una velocidad v A de 3 ft/s. Luego del impacto, que se supo- 
ne perfectamente plastico (e = 0), la velocidad de los bloques A y B dis- 
minuye debido a la friccion, mientras que el bloque C adquiere rapidez, hasta 
que los tres bloques se mueven con la misma velocidad v. Si se sabe que 
el coeficiente de friccion cinetica entre todas las superficies es /JL k = 0.20, 
determine a) el tiempo requerido para que los tres bloques alcancen la mis¬ 
ma velocidad, b) la distancia total recorrida por cada bloque durante ese 
tiempo. 


V 




Despues de haber sido empujado por el empleado de una 
aerolinea, un carrito de equipaje A vacio de 40 kg golpea un carrito B iden- 
tico con una velocidad de 5 m/s, el cual contiene una maleta de 15 kg equipada 
con ruedas. El impacto causa que la maleta ruede hacia la pared izquierda 
del carrito B. Si se sabe que el coeficiente de restitution entre los dos carri- 
tos es de 0.80 y que el coeficiente de restitution entre la maleta y la pared 
del carrito es de 0.30, determine a) la velocidad del carrito B despues de que 
la maleta golpea la pared por primera vez, b) la energia total perdida en el 
impacto. 

Una bala de 20 g se dispara contra un bloque de madera de 
4 kg que esta suspendido de las cuerdas AC y BD, penetra el bloque en el 
punto E, a la mitad entre C y D, sin que golpee a la cuerda BD. Determine 
a) la altura maxima h a la cual el bloque y la bala inerustada oscilaran des¬ 
pues del impacto, b) el impulso total ejercido sobre el bloque por las dos 
cuerdas durante el impacto. 

13.18f Una pelota B de 70 g que se deja caer desde una altura h 0 = 
1.5 m alcanza una altura /i 2 = 0.25 m despues de rebotar dos veces en pla- 
cas identicas de 210 g. La placa A descansa directamente sobre suelo duro, 
mientras que la placa C lo hace sobre un colchon de caucho. Determine 
a) el coeficiente de restitution entre la pelota y las placas, b) la altura hi del 
primer rebote de la pelota. 


Figura P13.183 
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1 86 La pelota B cuelga de una cuerda inextensible. Una pelota 

identica A se suelta desde el reposo cuando justo toca la cuerda y cae a traves 
de la distancia vertical h A = 8 in. antes de golpear la pelota B. Si se supone 
que e = 0.9 y se considera que no hay friction, determine el desplazamiento 
vertical maximo resultante h B de la bola B. 

13.187 Una esfera A de 700 g que se mueve con una velocidad v 0 
paralela al suelo incide sobre la cara inclinada de una cufla B de 2.1 kg, la 
cual puede rodar libremente sobre el suelo y se encuentra en un principio 
en reposo. Despues del impacto se observa desde el suelo que la esfera se 
mueve hacia arriba en linea recta. Si se sabe que el coeficiente de restitu¬ 
tion entre la esfera y la cuna es e = 0.6, determine a) el angulo 6 que la cara 
inclinada de la cuna forma con la horizontal, b) la energia que se pierde de- 
bido al impacto. 

13.188 Cuando la cuerda que se muestra en la figura esta a un angulo 
de a = 30° la esfera A de 2 lb tiene una rapidez v 0 = 2 ft/s. El coeficiente 
de restitution entre A y la cuna B de 4 lb es 0.8 y la longitud de la cuerda 
l = 3 ft. La constante del resorte tiene un valor de 100 Ib/ft y 6 = 20°. De¬ 
termine la velocidad de Ay B inmediatamente despues del impacto. 



13.189 Cuando la cuerda que se muestra en la figura esta a un angulo 
de a = 30° la esfera A de 0.5 kg tiene una rapidez v 0 — 1.2 m/s. El coefi¬ 
ciente de restitution entre A y la cuna B de 0.9 kg es 0.7 y la longitud de la 
cuerda l = 0.8 m. La constante del resorte tiene un valor de 500 N/m y 9 = 
20°. Determine la velocidad de Ay B inmediatamente despues del impacto. 



Figura PI3.189 





























R EPASO Y RESUME N 
DEL CAPITULO 13 


Este capftulo se dedieo al metodo del trabajo y la energfa y al del 
impulso y la cantidad de movimiento. En la primera mitad del capf¬ 
tulo se estudio el metodo del trabajo y la energfa y su aplicacion al 
analisis del movimiento de las partfculas. 


Se considero una fuerza F que actuaba sobre una partfcula A y 
se definio el trabajo de F correspondiente al pequeno desplazamiento 
dr [section 13.2] como la cantidad 

d-U = F • dr (13.1) 

o, si se recuerda la definition del producto escalar de dos vectores, 

dU = F ds cos a (13.1') 

donde a es el angulo entre F y dr (figura 13.29). El trabajo de F 
durante un desplazamiento finito desde Ai hasta A 2 , denotado por 
U i_» 2 , se obtuvo al integrar la ecuacion (13.1) a lo largo de la trayec- 
toria descrita por la partfcula: 

17j.-» 2 = f*F ■ dr (13.2) 

Para una fuerza definida por sus componentes rectangulares, se es¬ 
cribe 

f A 2 

U ^2 = (Fx dx + F dij + F. dz) (13.2") 

Ja i 

El trabajo del peso W de un cuerpo cuando su centra de gravedad 
se mueve desde la altura iji hasta y 2 (figura 13.30) se obtuvo al susti- 
tuir F x = F s = 0 y F y = — W en la ecuacion (13.2") e integrar. Se en- 
cuentra 

Ui = ~( J2 W dy = Wyi- Wy 2 (13.4) 

J y i 


Trabajo de una fuerza 



Trabajo de un peso 



Figura 13.30 
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Resorte sin deformar 



Trabajo de la fuerza ejercida por un resorte trabajo de una fuerza F ejercida por un resorte sobre un 

cuerpo A durante un desplazamiento finito del cuerpo (figura 13.31) 
desde Aj(x = x\) hasta A 2 (x = x 2 ) se obtuvo al escribir 

dU = — F dx = ~kx dx 

Ui -^2 = — I kx dx = jikxi — \kx\ (13.6) 

El trabajo de F es por tanto positivo cuando el resorte regresa a su 
posicion no deformada. 



Figura 13.32 

El trabajo de la fuerza gravitacional F ejercido por una partfcula 
de masa M localizada en O sobre una partfcula de masa m cuando 
la ultima se desplaza desde Ai hasta A 2 (figura 13.32) se obtuvo al 
recordar de la seccion 12.10 la expresion para la magnitud de F y al 
escribir 

f r 2 GMm , GMm GMm 

u 1^2 = - - 2 d r = - - - (13.7) 

J r, r r 2 n 

La energia cinetica de una particula de masa m que se mueve 
con velocidad v [seccion 13.3] se definio como la cantidad escalar 

T = \mv 2 (13.9) 











De la segunda ley de Newton se dedujo el principio del traba- 
jo tj la energia, el cual senala que la cinetica de una particula en A 2 
puede obtenerse sumando a su energia en A\ el trabajo realizado du¬ 
rante el desplazamiento de A x a A 2 por la fuerza F ejercida sob re la 
particula: 

r, + [7 x _ 2 = r 2 (13.11) 

El metodo del trabajo y la energia simplifica la solution de mu- Metodo del trabajo y la energia 
chos problemas que tienen que ver con fuerzas, desplazamientos y 
velocidades, ya que no requiere la determination de aceleraciones 
[seccion 13.4]. Ademas se advirtio que solo incluye cantidades es- 
calares y que las fuerzas que no realizan trabajo no necesitan con- 
siderarse [problemas resueltos 13.1 y 13.3], Sin embargo, este 
metodo debe complementarse con la aplicacion directa de la se¬ 
gunda ley de Newton para determinar una fuerza normal a la trayec- 
toria de la particula [problema resuelto 13.4]. 


La potencia desarrollada por una maquina y su eficiencia meca- 
nica se estudiaron en la seccion 13.5. La potencia se definio como 
la tasa en el tiempo a la cual se efectua el trabajo: 


dU 

Potencia = —— = F • v 
dt 


(13.12, 13.13) 


donde F es la fuerza que se ejerce sobre la particula y v la veloci- 
dad de esta misma [problema resuelto 13.5]. La eficiencia mecdnica, 
denotada por tj, se expreso como 

potencia de salida 

tj = - - - — (13.15) 

potencia de entrada 

Cuando el trabajo de una fuerza F es independiente de la trayec- Fuerza conservativa. Energia potencial 
toria que se sigue [secciones 13.6 y 13.7], se afirma que la fuerza F 
es una fuerza conservativa, y que su trabajo es igual al negativo del 
cambio en la energia potencial V asociado con F: 

E7i_* 2 = V, - V 2 (13.19') 

Las siguientes expresiones se obtuvieron para la energia potencial 
asociada con cada una de las fuerzas consideradas antes: 

Fuerza de gravedad (peso): V g = Wy (13.16) 

, GMm . n ^ 

Fuerza gravitacional: V„ = —- (13.17) 

Fuerza elastica ejercida por un resorte: V e = \kx 2 (13.18) 
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Al sustituir [7 1 _» 2 de la ecuacion (13.19') en la ecuacion (13.11) 
y reagrupar los terminos [seccion 13.8], se obtuvo 


Ti + Vi = T 2 + V 2 (13.24) 

Principio de la conservacion de la energfa Este es el principio de la conservacion de la energia, el cual esta- 

blece que cuando una particula se mueve bajo la action de fuerzas 
conservativas, la suma de sus energi'as cinetica y potencial permane- 
ce constante. La aplicacion de este principio facilita la solution de 
problemas que incluyen unicamente fuerzas conservativas [proble- 
mas resueltos 13.6 y 13.7]. 


Movimiento bajo una fuerza gravitacional 



Al recordar de la seccion 12.9 que, cuando una particula se mue¬ 
ve bajo la action de una fuerza central F, su cantidad de movimien¬ 
to angular alrededor del centra de fuerza O permanece constante, 
se senalo [seccion 13.9] que, si la fuerza central F tambien es con- 
servativa, es posible utilizar de manera conjunta los principios de la 
conservacion de la cantidad de momenta angular y de la conserva¬ 
tion de la energia para analizar el movimiento de la particula [pro- 
blema resuelto 13.8]. Puesto que la fuerza gravitacional ejercida por 
la Tierra sobre un vehiculo espacial es tanto central como eonserva- 
tiva, se utilizo este enfoque para estudiar el movimiento de tales ve- 
hiculos [problema resuelto 13.9] y se enccontro que era en particu¬ 
lar efectivo en el caso de un lanzamiento oblicuo. Al considerar la 
position inicial P 0 y una position arbitraria P del vehiculo (figu- 
ra 13.33), se escribio 


(H 0 ) o = H„: 


r 0 mv 0 sen 4> 0 = nnv sen (j) 


(13.25) 


T 0 + V 0 — T + V: jmv 5 - 


GMm 


GMm 


= v mv 


r 0 r 

donde m fue la masa del vehiculo y M la masa de la Tierra. 


(13.26) 


La segunda rnitad del capitulo se dedico al metodo del impulso 
movimiento para una particula y la cantidad de movimiento y su aplicacion a la solution de diver- 

sos tipos de problemas que implican el movimiento de particulas. 


La cantidad de movimiento lineal de una particula se definio 
[seccion 13.10] como el producto mv de la masa m de la particula 
y su velocidad v. De la segunda ley de Newton, F = ma, se dedujo 
la relation 


2 

mv i + F dt = mv 2 (13.28) 

donde mV| y mv 2 representan la cantidad de movimiento de la 
particula en un tiempo t\ y en un tiempo t 2 , respectivamente, y 
donde la integral define el impulso lineal de la fuerza F durante el 
intervalo correspondiente. Por lo tanto, se escribio 

m\i + Imp i ^9 = »(v 2 (13.30) 

que expresa el principio del impulso y la cantidad de movimiento 
para una particula. 
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Cuando la particula considerada esta sujeta a varias fuerzas, es 
necesario usar la suma de los impulsos de estas fuerzas; se tuvo 

mvi + 2 Imp!^ 2 = mv 2 (13.32) 

Puesto que las ecuaciones (13.30) y (13.32) implican cantidades 
vectoriales, es necesario considerar por separado sus componentes 
x y y cuando se aplican a la solution de un problema determinado 
[problemas resueltos 13.10 y 13.11], 


El metodo del impulso y de la cantidad de moviiniento es en 
particular efectivo en el estudio del movimiento impulsivo de una 
particula, cuando fuerzas muy grandes, denominadas fuerzas im- 
pulsivas, se aplican durante el intervalo At, muy corto, ya que este 
metodo implica los impulsos F At de las fuerzas, mas que las fuerzas 
mismas [seccion 13.11], Ignorando el impulso de toda fuerza no im- 
pulsiva, se escribio 

mvi + 2F At = mv 2 (13.35) 

En el caso del movimiento impulsivo de varias particulas, se tuvo 

2mvi + 2F At = Smv 2 (13.36) 

donde el segundo termino implica solo fuerzas externas impulsivas 
[problema resuelto 13.12]. 

En el caso particular en el que la suma de los impulsos de las 
fuerzas externas es cero, la ecuacion (13.36) se reduce a 2mV| 
= 2mv a ; esto es, la cantidad de movimiento total de las particulas 
se conserve. 


En las secciones 13.12 a 13.14 se considero el impacto central 
de dos cuerpos que choean. En el caso de un impacto central di- 
recto [seccion 13.13], los dos cuerpos que chocan Ay B se movian 
a lo largo de la linea de impacto con velocidades v A y v B , respec- 
tivamente (figura 13.34). Podrian usarse dos ecuaciones para de- 
terminar sus velocidades \' A y \' B despues del impacto. La primera 



Movimiento por impulso 


Impacto central directo 


Figura 13.34 
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y la cantidad de movimiento expresaba la conservacion de la cantidad de movimiento total de 

los dos cuerpos, 

m A v A + m B v B = m A v' A + m B v' B (13.37) 

donde un signo positivo indica que la velocidad correspondiente esta 
dirigida hacia la derecha, en tanto que la segunda relaciona las Ke¬ 
lt >ci (lades relativas de los dos cuerpos antes y despues del impaeto, 

v 'b ~V A = e(v A — v B ) (13.43) 

La constante e se conoce como el coeficiente de restitution; su valor 
se encuentra entre 0 y 1 y depende en gran medida de los materia- 
les implicados. Cuando e = 0, se dice que el impaeto es perfectamen- 
te pldstico; cuando e = 1, se afirma que es perfectamente elastico 
[problema resuelto 13.13]. 

En el caso de un impaeto central oblicuo [seccion 13.14], las ve- 
locidades de los dos cuerpos que chocan antes y despues del impac- 
to se descompusieron en las componentes n a lo largo de la linea de 
impaeto y de las componentes t a lo largo de la tangente comun a 
las superficies en eontaeto (figura 13.35). Se observo que la compo- 
nente t de la velocidad de cada cuerpo permanecio inalterada, en 



Figura 13.35 


tanto que las componentes n satisfacian ecuaciones similares a la 
(13.37) y a la (13.43) [problemas resueltos 13.14 y 13.15]. Se demos- 
tro que aunque este metodo se desarrollo para cuerpos que se mue- 
ven con libertad antes y despues del impaeto, serfa posible exten- 
derlo al caso en el que uno o ambos de los cuerpos que chocan 
presenta restricciones en su movimiento [problema resuelto 13.16], 


En la seccion 13.15 se analizaron las ventajas relativas de los tres 
del analisis cinetico metodos fundamentales que se presentaron en este capftulo y en el 
precedente, esto es, la segunda ley de Newton, el trabajo y la ener¬ 
gfa, y el impulso y la cantidad de movimiento. Se senalo que el me¬ 
todo del trabajo y la energfa, y el metodo del impulso y la cantidad 
de movimiento pueden combinarse para resolver problemas que im- 
plican una fase corta de impaeto durante la cual las fuerzas impulsi- 
vas deben tomarse en cuenta [problema resuelto 13.17], 


Problemas de repaso 


13.190 Una munition de 2 oz disparada verticalmente con una pistola 
de resortes en la superficie de la Tierra alcanza una altura de 300 ft. La misma 
munition disparada con la misma pistola en la superficie de la Luna alcanza 
una altura de 1 900 ft. Determine la energia disipada por el arrastre aerodi- 
namico cuando la munition se dispara en la superficie de la Tierra. (La acele- 
racion de la gravedad en la Luna es 0.165 veces la de la Tierra.) 

Se desea disenar un cable elastico para salto de bungee desde 
una torre de 130 ft. Las especificaciones exigen que el cable tenga una lon- 
gitud de 85 ft cuando esta sin deformar y que se estire hasta una longitud 
total de 100 ft cuando se le amarra un peso de 600 lb y se deja caer desde 
la torre. Determine a) la constante k requerida para el cable, b) que tan cerca 
del suelo llegara un hombre de 185 lb si utiliza este cable para saltar de la torre. 

13.192 Una esfera hueca de 2 oz hecha de acero esta unida a una 
cuerda de 8 in., puede oscilar alrededor del punto O en un piano vertical. 
La esfera esta sometida a su propio peso y a la fuerza F ejercida por un pe- 
queno iman empotrado en el suelo. La magnitud de esa fuerza expresada en 
libras es F = 0.1/r 2 , donde r es la distancia expresada en pulgadas desde el 
iman hasta la esfera. Si la esfera se suelta desde el reposo en A, determine 
su rapidez cuando pasa por el punto B. 



Figura PI3.192 


13.193 Un satelite describe una orbita eliptica alrededor de un planeta de 
masa M. Los valores minimo y maxirno de la distancia r desde el satelite hasta 
el centra del planeta son, respectivamente, r 0 y r ] . Utilice los principios de 
la conservation de la energia y la conservation de la cantidad de movimiento 
angular para obtener la relation 

1 1 2GM 

— +- JT 

r 0 r, h 

donde h es la cantidad de movimiento angular por unidad de masa del sate¬ 
lite y G es la constante de gravitation. 



Figura P13.191 
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250 mi 



R = 3960 mi 


Figura PI 3.194 


13 Un transbordador espacial se encontrara con una estacion es- 

pacial que esta en orbita a una altura de 250 mi sobre la superficie de la 
Tierra. El transbordador ha alcanzado una altura de 40 mi cuando su motor 
es desactivado en el punto B. Si se sabe que en ese momenta la velocidad 
Vo del transbordador forma un angulo <£ 0 = 55° con la vertical, determine la 
magnitud requerida de v 0 si la trayectoria del transbordador debe ser tan- 
gente en A a la orbita de la estacion espacial. 

13.195 Una bala de 25 g, recubierta con acero, se dispara horizontal- 
mente con una velocidad de 600 m/s hacia una placa de acero y rebota a lo 
largo de una trayectoria CD con una velocidad de 400 m/s. Si se sabe que la 
bala deja una marca de 10 mm sobre la superficie de la placa y se supone 
que tiene una rapidez promedio de 500 m/s mientras esta en contacto con 
la placa, determine la magnitud y direction de la fuerza impulsiva promedio 
ejercida por la bala sobre la placa. 


D 



13.196 La rnaza de 650 kg de un martinete usado para clavar pilotes 
cae desde una altura de 1.2 m sobre la parte superior de un pilote de 140 
kg, incrustandolo 110 mm en el suelo. Si se supone un impacto perfecta- 
mente plastico (e = 0), determine la resistencia promedio del suelo a la pe¬ 
netration. 



>c- 


J»C" 

/ 


650 kg 


X 


1.2 m 





140 kg 

I ^ 






Figura PI 3.196 


13.197 Una pequena esfera B de masa m esta unida a una cuerda 
inextensible con longitud 2 a, la cual pasa alrededor de la clavija fija A y esta 
unida a un soporte fijo en O. La esfera se mantiene cerca del soporte en O 
y se libera sin velocidad initial. Cae libremente hasta el punto C, donde la 
cuerda se pone tensa y oscila en un piano vertical, primero alrededor de A 
y despues alrededor de O. Determine la distancia vertical desde la linea OD 
hasta el punto C" mas alto que alcanzara la esfera. 


Figura PI 3.197 



















13.19 Los discos Ay B cuyas masas son m A y m B , respectivamente, 
pueden deslizarse libremente sobre una superficie horizontal sin friccion. El 
disco B esta en reposo cuando es golpeado por un disco A que se mueve 
a una velocidad v 0 en una direction que forma un angulo 6 con la linea de 
impacto. Si se denota con e el coeficiente de restitution entre los dos discos, 
demuestre que la componente n de la velocidad de A despues del impacto 
es a) positiva si m A < em B , b) negativa si m A < em B , c) cero si m A = em B . 

13.19 Los bloques Ay B estan conectados mediante una cuerda que 
pasa sobre poleas y a traves de un collarin C. El sistema se suelta desde el 
reposo cuando x = 1.7 m. Mientras el bloque A sube, golpea al collarin C 
con un impacto perfectamente plastico (e = 0). Despues del impacto los dos 
bloques y el collarin siguen moviendose hasta que se detienen e invierten su 
movimiento. Cuando A y C se mueven hacia abajo, C golpea la repisa y los 
bloques Ay B siguen moviendose hasta que llegan a otro tope. Determine 
a ) la velocidad de los bloques y el collarin, inmediatamente despues de que 
A golpea a C, b ) la distancia que recorren los bloques y el collarin despues 
del impacto y antes de detenerse, c) el valor de x al final de un ciclo com¬ 
plete). 
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Figura P13.199 


1 3.200 Una pequena esfera A unida a una cuerda AC se suelta desde 
el reposo en la position mostrada y golpea una esfera identica B que cuelga 
de una cuerda vertical BD. Si el angulo maximo d B que forma la cuerda BD 
con la vertical en el movimiento subsecuente de la esfera B debe ser igual 
al angulo d A , determine el valor requerido de la razon l B /l A de las longitudes 
de las dos cuerdas en terminos del coeficiente de restitution e entre las dos 
esferas. 

13.201 Un bloque A de 2 kg se empuja hacia arriba contra un resorte, 
comprimiendolo una distancia x = 0.1 m. Despues el bloque se libera desde 
el reposo y se desliza hacia abajo sobre el piano inclinado de 20° hasta que 
golpea una esfera B de 1 kg que se encuentra suspendida de una cuerda 
inextensible de 1 m. La constante del resorte es k = 800 N/m, el coeficiente 
de friccion entre A y el suelo es 0.2, la distancia que se desliza A desde la 
longitud sin estirar del resorte es d = 1.5 m y el coeficiente de restitution 
entre Ay B es 0.8. Cuando a = 40°, determine a) la rapidez de B, b) la ten¬ 
sion en la cuerda. 
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Un collarm de 12 lb esta unido a un resorte anclado en el punto 
C y puede deslizarse sobre una varilla sin friccion que forma un angulo de 
30° con la vertical. El resorte tiene una constante k y no esta estirado cuando 
el collarm se encuentra en A. Si se sabe que el collarm se suelta desde el re- 
poso en A, utilice software para determinar la velocidad del collarm en el 
punto B para valores de k desde 0.1 hasta 2.0 lb/in. 



/ 


Figura P13.C1 



13.C2 Las rnarcas que se dejaron sobre una pista de carreras indican 
que las ruedas traseras (las de la traction) de un automovil de 2 000 lb pati- 
naron, con las llantas delanteras apenas despegadas del suelo, en los primeros 
60 ft de la pista de 1 320 ft. El automovil se condujo a punto de patinar, con 
60 por ciento de su peso sobre las ruedas traseras durante los restantes 1 260 
ft de la pista. Si se sabe que los coeficientes de friccion cinetica y estatica 
son de 0.60 y 0.85, respectivamente, y que la fuerza debida al arrastre aerodi- 
namico es F d = 0.0098u 2 , donde la velocidad v se expresa en ft/s y la fuerza 
F d en lb, use software para determinar el tiernpo transcurrido y la rapidez 
del automovil en diferentes puntos a lo largo de la pista, a) tomando en cuenta 
la fuerza F d , b ) despreciando la fuerza F d . Para sus calculos utilice incre- 
mentos de distancia Ax = 0.1 ft, y tabule sus resultados cada 5 ft para los 
primeros 60 ft y cada 90 ft para los restantes 1 260 ft. [(Sugerencia-. El tiempo 
Ati requerido para que el automovil recorra el incremento de distancia Ax f 
puede obtenerse al dividir Ax* entre la velocidad promedio \{v t + u i+ i) del 
automovil a traves de Ax ; si se supone que la aceleracion del automovil per- 
manece constante a lo largo de Ax.] 

13.C3 Un saco de 5 kg se empuja suavemente desde el borde de una 
pared y oscila en un piano vertical en el extremo de una cuerda de 2.4 m 
que puede soportar una tension maxima F m . Para valores de F m desde 40 
hasta 140 N, use software para determinar a) la diferencia en elevation h en¬ 
tre el punto A y el punto B donde la cuerda se rompera, b) la distancia d 
desde la pared vertical hasta el punto donde el saco golpeara el suelo. 
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Figura P13.C3 
















Problemas de computadora 857 


13.C4 Use software para determinar a ) el tiempo requerido para que 
el sistema del problema 13.199 complete 10 ciclos sucesivos del movimiento 
descrito en ese problema, comenzando con x = 1.7 m, b) el valor de x al fi¬ 
nal del decimo ciclo. 

13.C5 Una pelota B de 700 g cuelga de una cuerda inextensible que 
esta unida a un soporte en C. Una pelota A de 350 g golpea a B con una ve- 
locidad v 0 y forma un angulo 6 0 con la vertical. Si se supone que no hay fric¬ 
tion y se denota con e el coeficiente de restitution, use software para deter¬ 
minar las magnitudes u A y v B de las velocidades de las pelotas inmediata- 
mente despues del impacto y el porcentaje de energia perdida en la colision 
para v Q = 6 m/s y valores de d 0 desde 20° hasta 150°. Suponga que 
a) e = 1, b) e = 0.75, c) e = 0. 

cW 



Figura P13.C5 


13.C6 En el problema 13.109, un vehiculo espacial se encontraba en 
una orbita circular a una altura de 225 mi sobre la superficie de la Tierra. 
Para regresar a esta ultima, disminuyo su rapidez cuando paso por A encen- 
diendo su motor durante un breve intervalo en una direction opuesta a la 
direction de su movimiento. Su velocidad resultante al llegar al punto B, a 
una altura de 40 mi, formo un angulo (f> B — 60° con la vertical. Una estrategia 
altema para sacar al vehiculo espacial de su orbita circular serfa girarlo de 
manera que su motor apuntara en direction contraria a la Tierra y despues 
aplicar una velocidad incremental Av a hacia el centra O de la Tierra. Es 
probable que esto requiriera un menor gasto de energia al encender el mo¬ 
tor en A, pero podrfa ocasionar un descenso demasiado rapido en B. Supo- 
niendo que se usa esta estrategia, use software para determinar los valores 
de <p B y v B para un gasto de energia que va desde 5 hasta 100 por ciento de 
la necesaria en el problema 13.109. 


225 mi 



R = 3 960 mi 


Figura P13.C6 








El empuje para este prototipo de motor 
XR-5M15 se produce por medio de 
particulas de gas expulsadas a gran 
velocidad. La determinacion de las fuerzas 
en el puesto de pruebas se basa en el 
analisis del movimiento de un sistema de 
particulas variable, es decir, se considera 
el movimiento conjunto de un gran numero 
de particulas de aire en vez de hacerlo por 
separado. 
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14.1. INTRODUCCION 


CAPITULO 14 SISTEMAS 
DE PARTICULAS 

Introduccion 

Aplicacion de las leyes de 
Newton al movimiento de un 
sistema de partfculas. Fuerzas 
efectivas 

Cantidad de movimiento lineal y 
angular de un sistema de 
partfculas 

Movimiento del centra de masa 
de un sistema de particulas 
Cantidad de movimiento angular 
de un sistema de particulas 
alrededor de su centra de masa 
Conservacion de la cantidad de 
movimiento para sistemas de 
particulas 

Energia cinetica de un sistema 
de particulas 

Principio del trabajo y la energia. 
Conservacion de la energia para 
un sistema de particulas 
Principio del impulso y la 
cantidad de movimiento de un 
sistema de partfculas 
Sistemas variables de partfculas 
Corriente estacionaria de 
partfculas 

Sistemas que ganan o pierden 
masa 


En este capitulo se estudia el movimiento de sistemas de particulas, 
esto es, el movimiento de un gran numero de particulas consideradas 
en conjunto. La primera parte del capftulo se dedica a sistemas con- 
sistentes en particulas bien definidas; la segunda considera el movi¬ 
miento de sistemas variables, esto es, sistemas en los cuales se ganan 
o pierden particulas de manera continua, o en los que ocurren ambas 
situaciones de manera simultanea. 

En la section 14.2, la segunda ley de Newton se aplicara primero 
a cada particula del sistema. Al definir lafuerz-a efectiva de una parti- 
cula como el producto m,a,- de su masa m, : y su aceleracion a,-, se de- 
mostrara que las fuerzas externas que actuan sobre diversas particulas 
forman un sistema equipolente al sistema de las fuerzas efectivas, esto 
es, ambos sistemas tienen la misma resultante y el mismo momenta re- 
sultante alrededor de cualquier punto dado. En la section 14.3 se mos- 
trara que la resultante y el momenta resultante de las fuerzas externas 
son iguales, respectivamente, a la razon de cambio de la cantidad de 
movimiento lineal total y a la cantidad de movimiento angular total de 
las particulas del sistema. 

En la section 14.4 se define el centro de masa del sistema de par¬ 
ticulas y se describe su movimiento. En tanto que en la section 14.5 
se analiza el movimiento de las particulas alrededor de su centro de 
masa. Las condiciones bajo las cuales se conserva la cantidad de movi¬ 
miento lineal y la cantidad de movimiento angular de un sistema de 
particulas se estudian en la seccion 14.6, y los resultados obtenidos en 
esa seccion se aplican a la solution de diversos problemas. 

Las secciones 14.7 y 14.8 abordan la aplicacion del principio del tra¬ 
bajo y la energia en un sistema de particulas, y en la seccion 14.9 se estu¬ 
dia la aplicacion del principio del impulso y la cantidad de movimiento. 
Estas secciones contienen tambien varios problemas de interes practico. 

Hay que observar que si bien las deducciones dadas en la primera 
parte de este capitulo se refieren a un sistema de particulas independien- 
tes, estas siguen siendo validas cuando las particulas del sistema estan co- 
neetadas rfgidamente, esto es, cuando forman un cuerpo rfgido. De he- 
cho, los resultados obtenidos aqui contienen los fundamentals del estudio 
de la cinetica de cuerpos rfgidos presente en los capitulos 16 a 18. 

La segunda parte de este capitulo se dedica al estudio de sistemas va¬ 
riables de particulas. En la seccion 14.11 se consideraran corrientes esta- 
cionarias de particulas, como un chorro de agua desviado por una paleta 
o el flujo de aire que pasa por un motor de reaction, y se aprendera a de- 
terminar la fuerza que ejerce la corriente sobre la paleta y el empuje 
desarrollado por el motor. Por ultimo, en la seccion 14.12 se aprendera co¬ 
mo analizar los sistemas que ganan masa de manera continua al absorber 
particulas, o que pierden masa al desechar particulas de manera continua. 
Entre las diversas aplicaciones practicas de este analisis se encuentra la de¬ 
termination del empuje desarrollado por un motor de cohete. 


14.2. APLICACION DE LAS LEYES DE NEWTON AL MOVIMIENTO 
DE UN SISTEMA DE PARTICULAS. FUERZAS EFECTIVAS 

Para deducir las ecuaciones de movimiento de un sistema de n par¬ 
ticulas se empieza escribiendo la segunda ley de Newton para cada par¬ 
ticula individual del sistema. Considere la particula P h donde 1 < i < n. 
Sea m, la masa de P, y a, su aceleracion con respecto al sistema de refe- 
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rencia newtoniano Oxyz. La fuerza ejercida sobre P, por otra partfcula 
Pj del sistema (figura 14.1), denominada fuerza interna, se denotara por 
fy. La resultante de las fuerzas intemas ejercidas sobre P, por todas las 

n 

demas partfculas del sistema es entonces 2 fy (donde fy no tiene sig- 

7=i 

nificado y se supone que sera igual a cero). Al denotar, por otro lado, 
mediante F, la resultante de todas las fuerzas externas que actuan so¬ 
bre P h se escribe la segunda ley de Newton para la partfcula P, ; en la 
forma siguiente 

n 

Fj + 2 fy = m i*i (14.1) 

7 = 1 

Al denotar por r, el vector de position de P, y tomar los momentos al- 
rededor de O de los diversos terminos en la ecuacion (14.1), tambien 
se escribe 

n 

L x F; + 2 (l x fy) = r i x rr k*i (14.2) 

7 = 1 

Si se repite este procedimiento para cada partfcula P, del sistema, 
se obtienen n ecuaciones del tipo (14.1) y n ecuaciones del tipo (14.2), 
donde i toma sucesivamente los valores 1, 2,... , n. Los vectores //ya, 
se denominan las fuerzas efectivas de las partfculas. 1 En consecuencia, 
las ecuaciones que se obtienen expresan el hecho de que las fuerzas 
extemas F ; y las fuerzas internas fy que actuan sobre las diversas par¬ 
tfculas forman un sistema equivalente al sistema de las fuerzas efecti¬ 
vas mi a, (esto es, un sistema puede sustituirse por el otro) (figura 14.2). 
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Figura 14.1 



Figura 14.2 


Antes de continuar con la deduction, hay que examinar las fuer¬ 
zas internas fy. Advierta que estas fuerzas ocurren en pares fy, fy, donde 
fy representa la fuerza ejercida por la partfcula Pj sobre la partfcula Pj 
y fj representa la fuerza ejercida por P,- sobre Pj (figura 14.2). Ahora 
bien, de acuerdo con la tercera ley de Newton (section 6.1), ampliada 
por la ley de la gravitation de Newton a partfculas que actuan a dis- 
tancia (section 12.10), las fuerzas fy y fy son iguales y opuestas y tie- 
nen la misma lfnea de action. Por lo tanto, su suma es fy + L = 0, y 
la suma de sus momentos alrededor de O es 

r, X fy + Tj X fy = r ; X (fy + ijj) + (Tj ~ Tj) X fy = (} 

ya que los vectores r ; — r,- y fy en el ultimo termino son colineales. Al 


'Puesto que estos vectores representan las resultantes de fuerzas que actuan sobre las 
diferentes partfculas del sistema, pueden realmente considerarse como fuerzas. 
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agregar todas las fuerzas interims del sistema y sumar sus momentos 
alrededor de O, se obtienen las ecuaciones 


2 2 fij = 0 2 2 ( r i X fij) = 0 (14.3) 

t = 17=1 i = lj = l 

que expresa el hecho de que la resultante y el momento resultante de 
las fuerzas internas del sistema son cero. 

Al volver ahora a las n ecuaciones (14.1), donde i = 1, 2, . . . , n, 
se suman sus miembros del lazo izquierdo y los del lado derecho. To- 
mando en cuenta la primera de las ecuaciones (14.3), se obtiene 


2 F* = 2 (14.4) 

i=i i=i 

Al proeeder de manera similar con las ecuaciones (14.2) y tomar en 
cuenta la segunda de las ecuaciones (14.3), se tiene 


2 (r i X Fd = 2 (r X m^) (14.5) 

i = 1 i = 1 

Las ecuaciones (14.4) y (14.5) expresan el hecho de que el siste¬ 
ma de las fuerzas externas F ; y el sistema de las fuerzas efectivas m,a ; 
tienen la misma resultante y el mismo momento resultante. Al recor- 
dar la definicion dada en la section 3.19 para dos sistemas equipolen- 
tes de vectores, se puede consecuentemente enunciar que el sistema 
de fuerzas externas que actuan sobre las particulas ij el sistema de las 
fuerzas efectivas de las particulas son equipolentes 1 (figura 14.3). 


y 



P 3 

o 


y 







X 



X 


Figura 14.3 


f El resultado que acaba de obtenerse con frecuencia recibe el nombre de principio 
d’Alembert, en honor al matematico trances Jean le Rond d'Alembert (1717-1783). Sin em¬ 
bargo, el enunciado original de d’Alembert se refiere a un sistema de cuerpos conectados, 
con f i; - representando las fuerzas restrictivas, las cuales si las aplican a ellos mismos no pro- 
vocaran el movimiento del sistema. Puesto que, corno se demostrara a continuation, este 
no es en general el caso para las fuerzas internas que actuan sobre un sistema de particu¬ 
las libres, la consideration del principio de d'Alembert se postergara hasta que se conside- 
re el movimiento de cuerpos rigidos (capitulo 16). 








Las ecuaciones (14.3) expresan el hecho de que el sistema de las 
fuerzas internas f i? - es equipolente a cero. Sin embargo, observe que no 
se afirma que las fuerzas internas no tengan efecto sobre las particulas 
que se estan considerando. De hecho, las fuerzas gravitacionales que 
el Sol y los planetas ejercen entre si son internas al sistema solar y equi- 
polentes a cero. A pesar de eso, estas fuerzas son unicamente respon- 
sables del movimiento de los planetas alrededor del Sol. 

De manera similar, no se indica a partir de las ecuaciones (14.4) y 
(14.5) que los dos sistemas de fuerzas externas que tienen la misma re- 
sultante y el mismo momenta resultante tendran el mismo efecto so¬ 
bre un sistema determinado de particulas. Es claro que los sistemas 
que se muestran en las figuras 14.4 a y 14.4h tienen la misma resultan- 
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te y el mismo momenta resultante; sin embargo, el primer sistema ace- 
lera la particula A y deja inalterada a la particula B, en tanto que el se- 
gundo acelera a B y no afecta a A. Es importante recordar que cuan- 
do se senalo en la section 3.19 que dos sistemas de fuerzas equipolentes 
que actuan sobre un cuerpo rigido tambien son equivalentes, se advir- 
tio de manera especifica que esta propiedad no podrfa extenderse a un 
sistema de fuerzas que actuaba sobre un conjunto de particulas inde- 
pendientes como las consideradas en este capitulo. 

Para evitar cualquier confusion, se utilizaran signos de igualdad de 
tono claro para conectar sistemas de vectores equipolentes, como los que 
se indican en las figuras 14.3 y 14.4. Estos signos indican que los dos sis¬ 
temas de vectores tienen la misma resultante y el mismo momenta re¬ 
sultante. Los signos de igualdad se continuaran utilizando para indicar 
que dos sistemas de vectores son equivalentes, esto es, que un sistema 
puede realmente sustituirse por el otro (figura 14.2). 


14.3. CANTIDAD DE MOVIMIENTO LINEAL Y ANGULAR 
DE UN SISTEMA DE PARTICULAS 

Las ecuaciones (14.4) y (14.5), que se obtuvieron en la section ante¬ 
rior para el movimiento de un sistema de particulas, pueden expresar- 
se en una forma mas condensada si se introduce la cantidad de movi¬ 
miento lineal y angular del sistema de particulas. Al definir la cantidad 
de movimiento lineal L del sistema de particulas como la suma de las 
cantidades de movimiento lineal de las diversas particulas del sistema 
(section 12.3), se escribe 

n 

L = 2 'ta'Vj 

i =1 


(14.6) 
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Si se define la cantidad de movimiento angular H 0 alrededor de O del 
sistema de particulas de una manera similar (section 12.7), se tiene 


H 0 = 2 (r< X mjVj) (14.7) 

i=i 


Al diferenciar ambos miembros de las ecuaciones (14.6) y (14.7) 
con respecto a t, se escribe 


n 

L = 2 mpi 

i = 1 


n 

2 m i a i 
1=1 


(14.8) 


y 

n n 

Ho = 2 (i - ; x niiVi) + 2 ( r i X rriiVi) 

i = 1 i= 1 

n n 

= 2 (Vj X wijVi) + 2 ( r ; X m*^) 

i=l i = 1 

que se reduce a 


Ho = 2 ( r ; X m,a ; ) (14.9) 

i = 1 

ya que los vectores v ; y son colineales. 

Observe que los miembros del lado derecho de las ecuaciones (14.8) 
y (14.9) son respeetivamente identieos a los miembros del lado derecho 
de las ecuaciones (14.4) y (14.5). Se concluye que los miembros del 
lado izquierdo de estas ecuaciones son respeetivamente iguales. Al re- 
cordar que el miembro del lado izquierdo de la ecuacion (14.5) repre- 
senta la suma de los momentos M 0 alrededor de O de las fuerzas ex- 
ternas que actuan sobre las particulas del sistema, y al omitir el subindice 
i de las sumatorias, se escribe 


2F = L (14.10) 

2M 0 = H 0 (14.11) 


Estas ecuaciones expresan que la resultante y el momento resultante 
alrededor del puntofijo O de las fuerzas extemas son, respectivamen- 
te, iguales a las razones de cambio de la cantidad de movimiento lineal 
y de la cantidad de movimiento angular alrededor de O del sistema de 
particulas. 


14.4. MOVIMIENTO DEL CENTRO DE MASA 
DE UN SISTEMA DE PARTICULAS 

La ecuacion (14.10) puede escribirse en una forma alternativa si se con- 
sidera el centro de masa del sistema de particulas. El centra de masa 




del sistema es el punto G definido por el vector de position r, el cual 
satisface la relation 
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n 

mr = 2 m i r i 

i = 1 


(14.12) 


n 

donde m representa la masa total 2 m i de las paiticulas. Al descomponer 

_ i=l 

los vectores de position r y r ; en componentes rectangulares, se obtie- 
nen las siguientes tres ecuaciones escalares, las cuales se utilizan para 
determinar las coordenadas x, y, z del centra de masa: 


mx = 2 m i x i ml J = 2 m i l Ji mz = 2 m i z i (14.12') 

i = 1 i = 1 i = 1 

Puesto que m,g representa el peso de la particula P t y mg el peso 
total de las particulas, G es tambien el centra de gravedad del sistema 
de particulas. Sin embargo, para evitar cualquier confusion, a G se le 
referira como el centro de masa del sistema de particulas cuando se es- 
tudien propiedades asociadas con la masa de las particulas, y como el 
centro de gravedad del sistema cuando se consideren propiedades aso¬ 
ciadas con el peso de las particulas. Las particulas localizadas fuera del 
campo gravitational de la Tierra, por ejemplo, tienen masa pero no pe¬ 
so. En ese caso es posible referirse de manera apropiada a su centro 
de masa, pero, evidentemente, no a su centro de gravedad.' 

Al diferenciar ambos miembros de la ecuacion (14.12) con respec- 
to a t, se escribe 


n 

mr = 2 m i x i 


n 

mv = 2 m i y i (14.13) 

i=i 

donde v representa la velocidad del centro de masa G del sistema de 
particulas. Pero el miembro del lado derecho de la ecuacion (14.13) 
es, por definition, la cantidad de movimiento lineal L del sistema (sec- 
cion 14.3). Por lo tanto, se tiene 

L = mv (14.14) 

y, al diferenciar ambos miembros con respecto a t, 

L = ml (14.15) 


'Tambien es posible senalar que el centro de masa y el centro de gravedad de un siste¬ 
ma de particulas no coinciden exactamente, ya que los pesos de las particulas estan dirigi- 
dos hacia el centro de la Tierra y, por ello, no forman realmente un sistema de fuerzas pa- 
ralelas. 



866 donde a representa la aceleracion del centra de masa G. Sustituyendo 

L de (14.15) en (14.10), se escribe la ecuacion 

2F = ma (14.16) 

que define el movimiento del centra de masa G del sistema de par¬ 
ticulas. 

La ecuacion (14.16) es identica a la ecuacion obtenida para una 
particula de masa m igual a la masa total de las particulas del sistema, 
sobre la cual actuan todas las fuerzas externas. Por lo tanto, el centro 
de masa de un sistema de particulas se mueve como si la masa total 
del sistema y todas las fuerzas externas estuvieran concentradas en ese 
punto. 

Este principio se ilustra mejor mediante el movimiento de una 
bomba que explota. Si se ignora la resistencia del aire, es posible su- 
poner que una bomba describira una trayectoria parabolica. Luego de 
la explosion, el centro de masa G de los fragmentos de la bomba con- 
tinuara moviendose a lo largo de la misma trayectoria. En realidad, el 
punto G se mueve como si la masa y el peso de todos los fragmentos 
estuvieran concentrados en G; en consecuencia, se mueve como si no 
hubiera explotado la bomba. 

Es necesario senalar que la conclusion anterior no incluye los mo- 
mentos de las fuerzas externas. Por eonsiguiente, seria erroneo supo- 
ner que las fuerzas externas son equipolentes a un vector ma unido al 
centro de masa G. Este no es el caso en general, ya que, como se ve- 
ra en la siguiente section, la suma de los momentos alrededor de G de 
las fuerzas externas no es en general igual a cero. 

14.5. CANTIDAD DE MOVIMIENTO ANGULAR DE UN SISTEMA 
DE PARTICULAS ALREDEDOR DE SU CENTRO DE MASA 

En algunas aplicaciones (por ejemplo, en el analisis del movimiento de 
un cuerpo rfgido) es conveniente considerar el movimiento de las par¬ 
ticulas del sistema con respecto a un sistema de referencia centroidal 
Gx'y'z' que se traslada con respecto al sistema de referencia newto- 
niano Oxyz (figura 14.5). Si bien el sistema de referencia centroidal no 
es, en general, un sistema de referencia newtoniano, se observara que 
la relation fundamental (14. 11) se cumple cuando el sistema de refe¬ 
rencia Oxyz se sustituye por Gx'y'z'. 

Al denotar, respectivamente, mediante r- y v,' el vector de position 
y la veloeidad de la particula P f relativos al sistema de referencia en 
movimiento Gx'y'z', se define la cantidad de movimiento angular H' G 
del sistema de particulas alrededor del centro de masa G de la mane- 
ra siguiente 



Figura 14.5 


Hb = 2 (r't X mcvl) (14.17) 

<=l 

Despues de esto se diferencian ambos miembros de la ecuacion (14.17) 
con respecto a t. Esta operation es similar a la que se efectuo en la 
section 14.3 en la ecuacion (14.7), y por ello se escribe de inmediato 

n 

Hb = 2 ( r ; X m t a/) 

i = 1 


(14.18) 







donde a) denota la aceleracion de P, relativa al sistema de referenda 
en movimiento. Con referenda a la seccion 11.12, se escribe 

a,- = a + a \ 

donde a ; y a denotan, respectivamente, las aceleraciones de P, ; y G re- 
lativas al sistema de referenda Oxyz. Al resolver para a' y sustituir en- 
tre (14.18), se tiene 

(rj X rriiHi) - X 

i = 1 \i = l 

Sin embargo, por (14.12), la segunda sumatoria en la ecuacion (14.19) 
es igual a rrir' y, por consiguiente, a cero, ya que el vector de position 
r' de G relativo al sistema de referencia Gx'y'z' es claramente cero. 
Por otro lado, puesto que a,- representa la aceleracion de P, relativa a 
un sistema de referencia newtoniano, se puede usar la ecuacion (14.1) 
y sustituir a,- por la suma de las fuerzas internas fy y de la resultan- 
te F, de las fuerzas externas que actuan sob re P ; . Pero un razonamien- 
to similar al que se uso en la seccion 14.2 demuestra que el momenta 
resultante alrededor de G de las fuerzas internas fy del sistema com¬ 
plete es cero. La primera sumatoria en la ecuacion (14.19) se reduce 
consecuentemente al momenta resultante alrededor de G de las fuer¬ 
zas externas que actuan sobre las particulas del sistema, y se escribe 

2M g = H G (14.20) 

que expresa que el momento resultante alrededor de G de las fuerzas 
externas es igual a la razon de cambio, de la cantidad de movimiento 
angular alrededor de G del sistema de particulas. 

Debe observarse que en la ecuacion (14.17) se define la cantidad 
de movimiento angular H G como la suma de los momentos alrededor 
de G de los momentos de las particulas to ; v' en su movimiento relati¬ 
vo al sistema de referencia centroidal Gx'y'z'. Es posible que algunas 
veces necesitemos calcular la suma H G de los momentos alrededor de 
G de las cantidades de movimiento de las particulas ?n,v,- en su movi¬ 
miento absoluto, esto es, en su movimiento segun se observa desde el 
sistema de referencia newtoniano Oxyz (figura 14.6): 

H c = X ( r i x '»;Vi) (14.21) 

i = l 

llesulta notable que las cantidades de movimiento angular H G y H G 
sean identicamente iguales. Esto puede verificarse al referirse a la sec¬ 
cion 11.2 y escribir 

v ; = v + v; (14.22) 

Al sustituir V; de (14.22) en la ecuacion (14.21), se encuentra 
/ " \ 11 

He = f X m i r «j X V + X (r) x r/ijVj) 

Sin embargo, como se seiialo antes, la primera sumatoria es igual a ce¬ 
ro. De tal modo H G se reduce a la segunda sumatoria, la cual por de- 
finicion es igual a H G .^ 


j X a (14.19) 


n 

h g = X 


14.5. Cantidad de movimiento angular 867 
de un sistema de particulas alrededor 
de su centra de masa 



^Advierta que esta propiedad es particular del sistema de referencia centroidal Gx'ij'z' 
y, en general, no se cumple para otro sistema de referencia (vease el problema 14.29). 
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Si se aprovecha la propiedad acabada de establecer, se simplifica 
la notation al eliminar la prima (') de la ecuacion (14.20) y se escribe 


2M g = H g 


(14.23) 


donde se entiende que la cantidad de movimiento angular H G puede 
calcularse al evaluar los momentos alrededor de G de las eantidades 
de movimiento de las particulas en su movimiento con respecto al sis- 
tema de referenda newtoniano Oxyz o al sistema de referenda cen- 
troidal Gx'y'z': 


(14.24) 


14.6. CONSERVACION DE LA CANTIDAD DE MOVIMIENTO 
PARA SISTEMAS DE PARTICULAS 

Si no actua una fuerza externa sobre las particulas de un sistema, los 
miembros del lado izquierdo de las ecuaciones (14.10) y (14.11) son 
iguales a cero y estas ecuaciones se reducen a L = 0 y H 0 = 0. Se con- 
cluye que 


L = constante H 0 = constante (14.25) 



Fotografi'a 14.1 Si no existen fuerzas extemas 
que actuen sobre las dos etapas de este cohete, 
se conservaran las eantidades de movimiento 
lineal y angular del sistema. 


Las ecuaciones que se obtienen expresan que la cantidad de movimien¬ 
to lineal del sistema de particulas y su cantidad de movimiento angu¬ 
lar alrededor del punto fijo O se conservan. 

En algunas aplicaciones, como los problemas en los que intervie- 
nen fuerzas centrales, el momenta alrededor del punto fijo O de eada 
una de las fuerzas externas puede ser cero sin que ninguna de las fuer¬ 
zas sea cero. En tales casos, se sigue cumpliendo la segunda de las ecua¬ 
ciones (14.25); la cantidad de movimiento angular del sistema de par¬ 
ticulas alrededor de O se conserva. 

Tambien es posible aplicar el concepto de conservation de la can¬ 
tidad de movimiento al analisis del movimiento del centra de masa G 
de un sistema de particulas y al analisis del movimiento del sistema al¬ 
rededor de G. Por ejemplo, si la suma de las fuerzas externas es cero, 
se aplica la primera de las ecuaciones (14.25). Al recordar la ecuacion 
(14.14), se escribe 


v = constante (14.26) 

que expresa que el centra de masa G del sistema se mueve en linea rec¬ 
ta y a una velocidad constante. Por otro lado, si la suma de los momen¬ 
tos alrededor de G de las fuerzas extemas es cero, se concluye de la 
ecuacion (14.23) que se conserva la cantidad de movimiento angular del 
sistema alrededor de su centra de masa: 


H g = constante 


(14.27) 







PROBLEMA RESUELTO 14.1 


v 0 = 100 ft/s 

20 lb - 


Xva 

A 


Z- 


15 lb 


Se observa que en f = 0 un vehfculo espacial de 200 kg pasa por el origen de 
un sistema de referenda newtoniano Oxyz con velocidad v 0 = (150 m/s)i re- 
lativa al sistema de referenda. Luego de la detonation de cargas explosivas, 
el vehfculo se separa en tres partes A, B y C, de masas respectivas iguales a 
100 kg, 60 kg y 40 kg. Si en t = 2.5 s se observa que las posiciones de las par¬ 
tes A y B son A(555, —180, 240) y B(255, 0, —120), donde las coordenadas 
se expresan en metros, determine la posicion de la parte C en ese tiempo. 


SOLUCION 

Puesto que no hay fuerza externa, el centra de rnasa G del sistema se mue- 
ve con la velocidad constante v 0 — (150 m/s)i. En t = 2.5 s, su posicion es 

r = v 0 f = (150 m/s)i(2.5 s) = (375 m)i 

Al recordar la ecuacion (14.12), se escribe 

mr = m A r A + m B r B + m c r c 

(200 kg)(375 m)i = (100 kg)[(555 m)i — (180 m)j + (240 m)k] 

+ (60 kg) [(255 m)i — (120 m)k] + (40 kg)r c 

r c = (105 m)i + (450 m)j - (420 m)k ◄ 


PROBLEMA RESUELTO 14.2 

Un proyectil de 20 lb se mueve con una velocidad de 100 ft/s cuando explo- 
ta en dos fragmentos Ay B, que pesan, respectivamente, 5 y 15 lb. Si se sa- 
be que inmediatamente despues de la explosion, los fragmentos A y B via- 
jan en direcciones definidas respectivamente por 0 A = 45° y 0 B = 30°, 
determine la velocidad de cada fragmento. 


Vfl 




- ^ 


?30° 


SOLUCION 

Puesto que no hay fuerza externa, se conserva la cantidad de movimiento li¬ 
neal del sistema, y se escribe 

m A v A + m B \ B = mv 0 
(5/g)v A + (15/g)v B = (20/g)v o 
componentes x: 5v A cos 45° + 15v b cos 30° = 20(100) 

+| componentes y: 5v A sen 45° — 15u B sen 30° = 0 

Al resolver simultaneamente las dos ecuaciones para v A y v B , se encuentra 

v A = 207 ft/s v B = 97.6 ft/s 

v A = 207 ft/s ^2 45° v B = 97.6 ft/s ^7 30° ◄ 
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RESOLUCION DE PROBLEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


En este capftulo se estudia el movimiento de sistemas de particulas, esto es, el movimien- 
to de un gran numero de particulas consideradas en conjunto, y no en forma separada. En 
esta primera leccion se aprendio a calcular la cantidad de movimiento lineal y la cantidad 
de movimiento angular de un sistema de particulas. Se definio la cantidad de movimiento 
lineal L de un sistema de particulas como la suma de las cantidades de movimientos linea- 
les de las particulas y la cantidad de movimiento angular H 0 del sistema como la suma de 
las cantidades de movimiento angular de las particulas alrededor de O: 

n n 

L = 2 m Fi H 0 = 2 (r* X m-Vi) (14.6, 14.7) 

i = 1 i= 1 

En esta leccion se resolveran varios problemas de interes practico, al observar que se con- 
serva la cantidad de movimiento lineal de un sistema de particulas o al considerar el movi¬ 
miento del centra de masa de un sistema de particulas. 

1. Conservacion de la cantidad de movimiento lineal de un sistema de particulas. 
Esto ocurre cuando la resultante de las fuerzas externas que actuan sobre las particulas del 
sistema es cero. Es posible encontrar esta situation en los siguientes tipos de problemas. 

a) Problemas que implican el movimiento rectilineo de objetos como automoviles 
y vagones de ferrocarril sujetos a choques. Despues de verificar que la resultante de las fuer¬ 
zas externas es cero, es necesario igualar las sumas algebraicas de las cantidades de movi¬ 
miento iniciales y de las cantidades de movimiento finales para obtener una ecuacion que 
sea posible resolver para una de las incognitas. 

b) Problemas que implican el movimiento bi o tridimensional de objetos como 
bombas que explotan o aeronaves, automoviles o bolas de billar sujetos a choques. Despues 
de verificar que la resultante de las fuerzas externas es cero, se suman vectorialmente las 
cantidades de movimiento iniciales de los objetos, asi como sus cantidades de movimiento 
finales, y se igualan las dos sumas para obtener una ecuacion vectorial que expresa que la 
cantidad de movimiento lineal del sistema se conserva. 

En el caso de un movimiento bidimensional, esta ecuacion puede sustituirse por dos ecua- 
ciones escalares que se resuelven para dos incognitas, en tanto que en el caso del movimiento 
tridimensional se sustituyen por tres ecuaciones escalares que se resuelven para tres incognitas. 

2. Movimiento del centro de masa de un sistema de particulas. En la section 14.4 se 
senalo que el centro de masa de un sistema de particulas se mueve como si la masa comple- 
ta del sistema ij la totalidad de las fuerzas externas estuvieran concentradas en ese punto. 

a) En el caso de un cuerpo que explota mientras esta en movimiento, el centro de 
masa de los fragmentos resultantes se mueve como el mismo cuerpo se habrfa movido si la ex¬ 
plosion no hubiera ocunido. Los problemas de este tipo pueden resolverse escribiendo la ecua¬ 
cion de movimiento del centro de masa del sistema en forma vectorial y expresando el vector 
de position del centro de masa en terminos de los vectores de position de los diversos frag¬ 
mentos [ecuacion (14.12)]. Es posible en ese caso reescribir la ecuacion vectorial como dos o 
tres ecuaciones escalares y resolverlas para un numero equivalente de incognitas. 

b) En el caso del choque de varios cuerpos en movimiento, el movimiento del cen¬ 
tro de masa de diversos cuerpos no resulta alterado por el choque. Los problemas de este 
tipo pueden resolverse escribiendo la ecuacion de movimiento del centro de masa del sis¬ 
tema en forma vectorial y expresando su vector de position antes y despues del choque en 
terminos de los vectores de position de los cuerpos importantes [ecuacion (14.12)]. Luego 
se puede reescribir la ecuacion vectorial como dos o tres ecuaciones escalares y resolver es- 
tas ecuaciones para un numero equivalente de incognitas. 
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Problemas 


14.1 El empleado de una lrnea aerea lanza dos maletas, una de 15 kg 
y otra de 20 kg de masa, sobre un carrito para equipaje de 25 kg. Si se sabe 
que el carrito esta al principio en reposo y que el empleado imparte una ve- 
locidad horizontal de 3 m/s a la maleta de 15 kg y una velocidad horizontal 
de 2 m/s a la maleta de 20 kg, determine la velocidad final del carrito si la 
primera maleta que se lanza sobre el es a) la de 15 kg, b) la de 20 kg. 



Figura P14.1 y P14.2 

14.2 El empleado de una linea aerea lanza dos maletas con una ve¬ 
locidad horizontal de 2.4 m/s, sobre un carrito para equipaje de 25 kg que 
inicialmente estaba en reposo. a) Si se sabe que la velocidad final del carrito 
es de 1.2 m/s y que la primera maleta que el empleado lanza tiene una masa 
de 15 kg, determine la masa de la otra maleta, b) ,jCual serfa la velocidad fi¬ 
nal del carrito si el empleado invirtiera el orden en el cual lanza las maletas? 

Un hombre de 180 lb y una mujer de 120 lb estan de pie uno al 
lado del otro en el mismo extremo de un bote de 300 lb, listos para lanzarse 
al agua, cada uno con una velocidad de 16 ft/s en relation con el bote. De¬ 
termine la velocidad del bote despues de que se hayan lanzado arnbos al agua, 
si a) la mujer se lanza primero y b) el hombre se lanza primero. 



Figura PI 4.3 
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14.4 Un hombre de 180 lb y una mujer de 120 lb estan de pie en ex- 
tremos opuestos de un bote de 300 lb, listos para lanzarse, cada uno con una 
velocidad de 16 ft/s en relation con el bote. Determine la velocidad del bote 
despues de que ambos se hayan lanzado, si a) la mujer se lanza primero, 
b) el hombre se lanza primero. 



Figura PI 4.4 


14.S Se dispara una bala con una velocidad horizontal de 1 500 ft/s ha- 
cia un bloque A de 6 lb; la bala atraviesa el bloque y queda incrustada en 
otro bloque B de 4.95 lb. Si se sabe que los bloques A y B se empiezan a 
mover con velocidades respectivas de 5 ft/s y 9 ft/s, determine a) el peso de 
la bala, b) su velocidad cuando viaja del bloque A al bloque B. 



Figura P14.5 


Un vagon de ferrocarril A de 45 ton se mueve en la via de un pa¬ 
tio de maniobras con una velocidad de 5.6 mi/h hacia los carros B y C, los 
cuales estan en reposo con sus frenos desactivados a una corta distancia en- 
tre ellos. El earro B es una plataforma de 25 ton que soporta un contenedor 
de 30 ton y el carro C es otro vagon de 40 ton. Cuando los carros se golpean 
entre si quedan estrechamente acoplados de manera automatica. Determine 
la velocidad del carro A inmediatamente despues de cada uno de los dos 
acoplamientos, si se supone que el contenedor a) no se desliza sobre la 
plataforma, b) se desliza despues del primer acoplamiento pero golpea un to¬ 
pe antes de que ocurra el segundo acoplamiento, c) se desliza y golpea un 
tope solo despues de que ha ocurrido el segundo acoplamiento. 



Figura P14.6 











































































14.7 En un parque de diversiones estan los “carritos chocones” de 200 Problemas 873 

kg A, B y C , los cuales tienen conductores con masas de 40, 60 y 35 kg, res- 
pectivamente. El carrito A se mueve a la derecha con una velocidad v A = 2 
m/s y el carrito C tiene una velocidad v B = 1.5 m/s hacia la izquierda, pero el 
carrito B esta inicialmente en reposo. El coeficiente de restitucion entre cada 
carrito es de 0.8. Determine la velocidad final de cada carrito, despues de to- 
dos los impactos, si se supone que a) los carritos Ay C golpean al carrito B al 
mismo tiempo, b) el carrito A golpea al carrito B antes que al carrito C. 



Figura PI 4.7 y P.14.8 


14.8 En un parque de diversiones estan los “carritos chocones” de 200 
kg A, B y C, los cuales tienen conductores con masas de 40, 60 y 35 kg, res- 
pectivamente. El carrito A se mueve a la derecha con una velocidad v A = 2 
m/s cuando golpea al carrito B que esta inicialmente en reposo. El coefi¬ 
ciente de restitucion entre cada carrito es de 0.8. Determine la velocidad del 
carrito C de modo que despues de que el carrito B choque con el C, la ve¬ 
locidad de B sea cero. 

14.9 Un sistema consta de tres partfculas A, B y C. Se sabe que m A = 
3 kg, m B = 4 kg y m c = 5 kg y que las velocidades de las partfculas, expre- 
sadas en m/s son, respectivamente, v A = —4i + 4j + 6k, v B = —6i + 8j + 
4k y v c = 2i — 6j — 4k. Determine la cantidad de movimiento angular H 0 
del sistema con respecto a O. 

1 1.10 Para el sistema de partfculas del problema 14.9, determine a) el 
vector de position r del centra de rnasa G del sistema, b) la cantidad de mo¬ 
vimiento lineal rrvv del sistema y c) la cantidad de movimiento angular H f; del 
sistema con respecto a G. Verifique tambien que las respuestas de este pro¬ 
blema y del problema 14.9 satisfagan la ecuacion dada en el problema 14.27. 

14.11 Un sistema esta formado por tres partfculas A, B y C. Se sabe 
que m A = 3 kg, m B = 4 kg y rn c = 5 kg y que las velocidades de las par¬ 
tfculas expresadas en m/s son, respectivamente, v A = —4i + 4j + 6k, v B = 
v x i + u„j + 4k y v c = 2i — 6j — 4k. Determine a) las componentes v x y v lf 
de la velocidad de la partfcula B para las cuales la cantidad de movimiento 
angular H 0 del sistema con respecto a O es paralela al eje z, b) el valor co- 
rrespondiente de H 0 . 



Para el sistema de partfculas del problema 14.11, determine 
a) las componentes v x y v tJ de la velocidad de la partfcula B para las cuales 
la cantidad de movimiento angular H 0 del sistema con respecto a O es pa¬ 
ralela al eje y, b) el valor correspondiente de H 0 . 

14.13 Un sistema esta formado por tres partfculas A, B y C. Se sabe 
que W A = 5 lb, W B = 4 lb y W c = 3 lb y que las velocidades de las par¬ 
tfculas expresadas en ft/s son, respectivamente, v A = 2i + 3j — 2k, v B = v x i 
+ v,J + u = k y v c = — 3i — 2j + k. Determine a) las componentes v x y v y de 
la velocidad de la partfcula B para las cuales la cantidad de movimiento an¬ 
gular H 0 del sistema con respecto a O es paralela al eje x, b) el valor de H 0 . 

Para el sistema de partfculas del problema 14.13, determine 
a) las componentes v x y v, de la velocidad de la partfcula B para las cuales 
la cantidad de movimiento angular H 0 del sistema con respecto a O es pa¬ 
ralela al eje z, b ) el valor de H 0 . 



Figura P14.13 






















874 


Sistemas de particulas 


14.15 Un vehfculo espacial de 900 lb viaja con una velocidad v 0 = 
(1 200 ft/s)i que pasa por el origen O en( = 0. Debido a cargas explosivas 
el vehfculo se fragmenta en tres partes A, B y C que pesan 450, 300 y 150 
lb, respectivamente. Si se sabe que en f = 4 s, las posiciones observadas de 
las partes son A (3 840 ft, -960 ft, -1 920 ft) y B (6 480 ft, 1 200 ft, 2 640 
ft), determine la posicion correspondiente de la parte C. No tome en cuenta 
el efecto de la gravedad. 

Un proyectil de 30 lb pasa por el origen O con una velocidad 
v 0 = (120 ft/s)i cuando explota en dos fragmentos A y B, de 12 y 18 lb, res¬ 
pectivamente. Si se sabe que 3 s despues, la posicion del fragmento A es (300 
ft, 24 ft, —48 ft), determine la posicion del fragmento B en el mismo ins- 
tante. Suponga que a y = —g = —32.2 ft/s 2 e ignore la resistencia del aire. 

Un pequeno avion de 1 500 kg y un helicoptero de 3 000 kg de 
masa vuelan a una altura de 1 200 m y chocan directamente arriba de una 
torre ubicada en O en un area boscosa. El helicoptero fue visto cuatro mi- 
nutos antes a 8.4 km al oeste de la torre y el aeroplano a 16 km al oeste y 12 
km al norte de la torre. Como consecuencia del choque, el helicoptero se 
partio en dos pedazos, H 1 y H 2 , de masa mi = 1 000 kg y m 2 = 2 000 kg, 
respectivamente; el avion cayo al suelo pero no se fragmento. Si se sabe que 
los dos fragmentos del helicoptero se localizaron en los puntos Hi = (500 m, 
— 100 m) y H 2 = (600 m, —500 m), y se supone que todos los fragmentos 
golpearon el suelo al mismo tiempo, determine las coordenadas del punto A 
donde se hallaron los restos del avion. 


y 



Figura P14.17 


1 4 En el problema 14.17, si se sabe que los restos del pequeno 
avion se encontraron en A (1 200 m, 80 m) y el fragmento de 1 000 kg del 
helicoptero en el punto Hi (400 m, —200 m), y se supone que todos los frag¬ 
mentos golpearon el suelo al mismo tiempo, determine las coordenadas del 
punto H 2 donde se encontro el otro fragmento del helicoptero. 

14,19 y 14.20 El automovil A viajaba hacia el este a alta velocidad 
cuando choco en el punto O con el automovil B, que se dirigia hacia el norte 
a 72 km/h. El automovil C que viajaba hacia el oeste a 90 km/h, se encon- 
traba 10 m al este y 3 m al norte del punto O en el momento del choque. 
Como el pavimento estaba humedo, el conductor del automovil C no pudo 
evitar que el vehfculo patinara hacia los otros dos automoviles, y los tres ve- 
hfculos, atorados, se mantuvieron deslizandose hasta que chocaron contra el 
poste electrico P. Si se sabe que las masas de los automoviles A, B y C son, 
respectivamente, 1 500, 1 300 y 1 200 kg, y despreciando las fuerzas ejerci- 
das sobre los automoviles por el pavimento humedo, resuelva los problemas 
indicados. 





14.19 Si se sabe que las coordenadas del poste electrico son Problemas 375 

x p = 18 m y y p = 13.9 m, determine a) el tiempo transcurrido desde 

el primer choque hasta el impacto en P, b ) la rapidez del automo- 
vil A. 

14.20 Si se sabe que la velocidad del automovil A fue de 129.6 
km/h y que el tiempo transcurrido desde el primer choque hasta el 
impacto en P fue de 2.4 s, determine las coordenadas del poste elec¬ 
trico P. 



Figura PI4.19 y PI4.20 


14.21 y 14.22 En un juego de billar la bola A viaja con una velocidad 
v 0 cuando choca con las bolas B y C, que estan en reposo y alineadas como 
se indica. Si se sabe que despues del choque las tres bolas se mueven en las 
direcciones senaladas y que v 0 = 12 ft/s y v c — 6.29 ft/s, determine la mag- 
nitud de la velocidad de a) la bola A y b) la bola B. 

14.23 Un arquero experto demuestra su habilidad atravesando pelo- 
tas de tenis lanzadas por un asistente. Una pelota de tenis de 58 g tiene una 
velocidad de (10 m/s)i — (2 m/s)j y esta a 10 m sobre el suelo cuando es al- 
canzada por una flecha de 40 g que viaja a una velocidad de (50 m/s)j + (70 
m/s)k donde j esta dirigida hacia arriba. Determine la position P donde la 
bola y la flecha golpearan el suelo, con respecto al punto O ubicado direc- 
tamente debajo del punto de impacto. 

14.24 En un experimento de dispersion, una particula alfa A se pro- 
yecta con la velocidad u 0 = —(600 m/s)i + (750 m/s)j — (800 m/s)k dentro 
de una corriente de nucleos de oxigeno que se mueven con una velocidad 
comun v 0 = (600 m/s)j. Despues de chocar sucesivamente con los nucleos 
B y C, se observa que la particula A se mueve a lo largo de la trayectoria de- 
finida por los puntos A x (280, 240, 120) y A 2 (360, 320, 160), mientras que 
los nucleos B y C se mueven a lo largo de trayectorias definidas, respectiva- 
mente, por B 1 (147, 220, 130) y B 2 (114, 290, 120), y por Ci (240, 232, 90) 
y C 2 (240, 280, 75). Todas las trayectorias son a lo largo de lineas rectas y to- 
das las coordenadas se expresan en milimetros. Si se sabe que la masa de un 
nucleo de oxigeno es cuatro veces la de una particula alfa, determine la ra¬ 
pidez de cada una de las tres particulas despues de los choques. 





Figura PI 4.24 
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14.25 Una bomba de 12 lb que se mueve con una velocidad v () = 
(40 ft/s)i — (30 ft/s)j — (1 200 ft/s)k explota en el punto D en tres fragmen- 
tos A,ByC que pesan, respectivamente, 5, 4 y 3 lb. Si se sabe que los frag- 
mentos se impactan contra la pared vertical en los puntos indicados, deter¬ 
mine la rapidez de cada fragmento inmediatamente despues de la explosion. 


<J 



Figura P14.25 y P14.26 


Una bomba de 12 lb que se mueve con una velocidad v 0 = 
(40 ft/s)i — (30 fUs)j — (1 200 ft/s)k explota en el punto D en tres fragmen- 
tos A, B y C que pesan, respectivamente, 4, 3 y 5 lb. Si se sabe que los frag- 
rnentos se impactan contra la pared vertical en los puntos indicados, deter¬ 
mine la rapidez de cada fragmento inmediatamente despues de la explosion. 

14.27 Obtenga la relation 

H 0 = r X mv + H g 


entre las cantidades de movimiento angular H 0 y Ilf . definidas, cada una, 
en las ecuaciones (14.7) y (14.24). Los vectores ryv definen, de manera 
respectiva, la position y la velocidad del centra de rnasa G del sistema de 
particulas relativos al sistema de referencia newtoniano Oxijz, y m representa 
la rnasa total del sistema. 








14.2< Demuestre que la ecuacion (14.23) puede obtenerse directa- 
mente de la ecuacion (14.11) al sustituir la expresion dada en el problema 
14.27 por H 0 . 

14.29 Considere el marco de referenda Ax'if z' en traslacion con res- 
pecto al sistema de referenda newtoniano Oxyz. La cantidad de movimiento 
angular H' A de un sistema de n particulas alrededor de A se define corno la 
suma 


n 

Ha = 2 r ; x m-v'i (1) 

i=l 

de los momentos alrededor de A de las cantidades de movimiento mfv'i de 
las particulas en su movimiento relativo al sistema de referenda Ax'y'z'. Si 
se denota con Ha la suma 


n 

H a = 2 r ; x wijVj 
i =l 

de los momentos alrededor de A de las cantidades de movimiento m^i de 
las particulas en su movimiento relativo al sistema de referencia newtoniano 
Oxyz, demuestre que H A = H' A en un instante dado, si y solo si se satisface 
una de las siguientes condiciones en ese instante: a) A tiene velocidad cero 
con respecto al sistema de referencia Oxyz, b ) A coincide con el centra de 
rnasa G del sistema, c) la velocidad v A relativa a Oxyz esta dirigida a lo largo 
de la linea AG. 

1 4.30 Muestre que la relation 2M A = Ha, donde H\ esta definida 
por la ecuacion (1) del problema 14.29 y donde 2M A representa la suma de 
los momentos alrededor de A de las fuerzas externas que actuan sobre el sis¬ 
tema de particulas, es valida si y solo si se satisface una de las siguientes con¬ 
diciones a) el mismo sistema de referencia Ax'y'z' es un sistema de refe¬ 
rencia newtoniano, b ) A coincide con el centra de masa G, c ) la aceleracion 
a A de A relativa a Oxyz esta dirigida a lo largo de la linea AG. 


14.7. Energia cinetica de un sistema 877 
de particulas 



Figura P14.29 


14.7. ENERGIA CINETICA DE UN SISTEMA DE PARTICULAS 

La energia cinetica T de un sistema de particulas se define como la su- 
ma de las energias cineticas de las diversas particulas del sistema. Por 
lo tanto, con referencia a la section 13.3, se escribe 



(14.28) 


Uso de un sistema de referencia centroidal. Al calcular la 
energia cinetica de un sistema que consta de un gran numero de par¬ 
ticulas (como en el caso de un cuerpo rfgido), a menudo resulta con- 
veniente considerar por separado el movimiento del centro de masa G 
del sistema y el movimiento del sistema relativo al sistema de referen¬ 
da unido a G. 
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Vj 



Figura 14.7 


Sea Pj una partfcula del sistema, v, su velocidad relativa al sistema 
de referenda newtoniano Oxyz y v/ su velocidad relativa al sistema de 
referencia en movimiento Gx'y'z' que esta en traslacion con respeeto 
a Oxyz (figura 14.7). Se recuerda de la seccion anterior que 

V,- = v + \'i (14.22) 


donde v denota la velocidad del centra de masa G relativa al sistema 
de referencia newtoniano Oxyz. Al observar que vf es igual al produc- 
to escalar v,- • v, : , se expresa la energia cinetica T del sistema relativa al 
sistema de referencia newtoniano Oxyz en la forma siguiente: 

T = j 2 rtyof = J 2 K'V; * v ; ) 

o, al sustituir v { de (14.22), 


T = \ 2 K(v + v/) • (v + v/)] 

^ i=l 



La primera sumatoria representa la masa total m del sistema. Al recor- 
dar la ecuacion (14.13), se nota que la segunda sumatoria es igual a 
m\' y, en consecuencia, a cero, ya que v' representa la velocidad de G 
relativa al sistema de referencia Gx’y'z', es claramente cero. Por lo tan- 
to, se escribe 


r-j-i 1 2 I 

1 = + 


1 n 

i,?. 


mjVj 


,i2 


(14.29) 


Esta ecuacion muestra que la energia cinetica T de un sistema de par- 
ttculas puede obtenerse al sumar la energia cinetica del centro de masa 
G (suponiendo que toda la masa esta concentrada en G) y la energia 
cinetica del sistema en su movimiento relativo al sistema de referencia 
Gx’y'z'. 







14.8. PRINCIPIO DEL TRABAJO Y LA ENERGIA. CONSERVACION 
DE LA ENERGIA PARA UN SISTEMA DE PARTICULAS 

El principio del trabajo y la energia puede aplicarse a cada partfcula J\ 
de un sistema de partfculas. Se escribe 


14.9. Principio del impulso y la cantidad de 879 
movimiento de un sistema de particulas 


T 1 + U^ 2 = T 2 (14.30) 

para cada partfcula P,, donde Lj_ >2 representa el trabajo realizado por 
las fuerzas internas fy y la fuerza externa resultante F ; actuando sobre 
Pj. Al sumar las energfas cineticas de las diferentes partfculas del siste¬ 
ma y al considerar el trabajo de todas las fuerzas implicadas, se puede 
aplicar la ecuacion (14.30) al sistema completo. Las cantidades T i y T 2 
representan aliora la energia cinetica del sistema entero y se calculan 
de la ecuacion (14.28) o de la (14.29). La cantidad U\^ 2 representa el 
trabajo de todas las fuerzas que actuan sobre las partfculas del sistema. 
Hay que observar que si bien las fuerzas internas fy y fy son iguales y 
opuestas, el trabajo de estas fuerzas en general no se cancelaran, ya que 
las partfculas P, y Py sobre las cuales actuan experimentaran, en gene¬ 
ral, desplazamientos diferentes. Por lo tanto, al calcular Ui_^ 2 se debe 
considerar el trabajo de las fuerzas internas fy asx como el trabajo 
de las fuerzas externas F;. 

Si todas las fuerzas que actuan sobre las partfculas del sistema son 
conservativas, la ecuacion (14.30) puede sustituirse por 


T i + Vi = T 2 + V 2 (14.31) 


donde V representa la energia potencial asociada con las fuerzas in¬ 
ternas y externas que actuan sobre las partfculas del sistema. La ecua¬ 
cion (14.31) expresa el principio de conservacion de la energia para el 
sistema de partfculas. 

14.9. PRINCIPIO DEL IMPULSO Y LA CANTIDAD 
DE MOVIMIENTO DE UN SISTEMA DE PARTICULAS 

Al integrar las ecuaciones (14.10) y (14.11) en t desde 1 1 hasta t% se es¬ 
cribe 


ft 2 

2 FA = Lj-Li (14.32) 

2 f 2 M 0 dt = (Ho) s - (H 0 )! (14.33) 

Al recordar la definition del impulso lineal de una fuerza que se dio 
en la section 13.10, se nota que las integrates en la ecuacion (14.32) 
representan los impulsos lineales de las fuerzas externas que actuan so¬ 
bre las partfculas del sistema. Hay que referirse de manera similar a 
las integrales en la ecuacion (14.33) como los impulsos angulares alre- 
dedor de O de las fuerzas externas. De tal modo, la ecuacion (14.32) 
expresa que la suma de los impulsos lineales de las fuerzas externas 
que actuan sobre el sistema es igual al cambio en la cantidad de mo¬ 
vimiento lineal del sistema. De manera similar, la ecuacion (14.33) ex¬ 
presa que la suma de los impulsos angulares alrededor de O de las fuer¬ 
zas externas es igual al cambio en el momenta angular alrededor de O 
del sistema. 



Fotografi'a 14.2 Cuando una pelota de golf es 
golpeada fuera de la trampa de arena, cierta 
parte de la cantidad de movimiento del palo se 
transfiere a la pelota y a la arena que tambien es 
golpeada. 
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Para clarificar el significado fisico de las ecuaciones (14.32) y 
(14.33), se rearreglan los terminos en estas ecuaciones y se escribe 

(14.34) 

(14.35) 


Li + 


2 [ 2 F dt = l 2 

Jf l 

(H 0 )i + S f* M 0 dt = (Ho) s 


En los incisos a) y c) de la figura 14.8 estan dibujadas las cantidades de 
movimiento de las particulas del sistema en los tiempos 1 1 y respecti- 
vamente. En el inciso b) se indica un vector igual a la suma de los impul- 
sos lineales de las fuerzas extemas y un momento de par igual a la suma 
de los impulsos angulares alrededor de O de las fuerzas externas. Por sim- 
plieidad, se ha supuesto que las particulas se mueven en el piano de la 




Figura 14.8 figura, aunque el analisis presente sigue siendo valido en el caso de par¬ 

ticulas que se mueven en el espacio. Al recordar de la ecuacion (14.6) 
que L, por definition, es la resultante de la eantidad de movimiento 
mi Vj, se nota que la ecuacion (14.34) expresa que la resultante de los vec- 
tores mostrados en los incisos a) y b) de la figura 14.8 es igual a la resul¬ 
tante de los vectores indieados en el inciso c) de la misma figura. Si se re- 
cuerda de la ecuacion (14.7) que H 0 es el momento resultante de las 
cantidades de movimiento m-Vf, se advierte que la ecuacion (14.35) ex¬ 
presa de manera similar que el momento resultante de los vectores en los 
incisos a) y b) de la figura 14.8 es igual al momento resultante de los vec¬ 
tores en el inciso c). Juntas, las ecuaciones (14.34) y (14.35) expresan en- 
tonces que las cantidades de movimiento de las particulas en el tiempo t\ 
y los impulsos de las fuerzas externas desde t x hasta t 2 forman un sistema 
de vectores equipolente al sistema de las cantidades de movimiento de las 
particulas en el tiempo f 2 . Esto se ha indicado en la figura 14.8 median- 
te el uso de signos de mas y de igualdad en color azul. 

Si ninguna fuerza externa actua sobre las particulas del sistema, las 
integrales en las ecuaciones (14.34) y (14.35) son cero, y estas ecuacio¬ 
nes producen 

Lj = L 2 (14.36) 

(H 0 )i = (H 0 ) 2 (14.37) 


De este modo se verifica el resultado obtenido en la section 14.6: si nin¬ 
guna fuerza externa actua sobre las particulas de un sistema, la eantidad 
de movimiento lineal y la eantidad de movimiento angular alrededor de 
O del sistema de particulas se conservan. El sistema de la eantidad 
de movimiento inicial es equipolente al sistema de la eantidad de movi¬ 
miento final y, por lo tanto, la eantidad del movimiento angular del siste¬ 
ma de particulas alrededor de cualquier punto fijo se eonserva. 









PROBLEMA RESUELTO 14.3 


Para el vehiculo espacial de 200 kg del problema resuelto 14.1, se sabe que 
en t = 2.5 s, si la velocidad de la parte A es v A = (270 m/s)i — (120 m/s)j + 
(160 m/s)k y la velocidad de la parte B es paralela al piano xz. Determine la 
velocidad de la parte C. 



SOLUCION 


Puesto que no hay fuerza externa, la cantidad de movimiento initial mv 0 es 
equipolente al sistema de las cantidades de movimiento finales. Igualando 
primero las sumas de los vectores en ambas partes del dibujo adjunto y des¬ 
pues las sumas de sus momentos alrededor de O, se escribe 

Lj = L 2 : mv 0 = m A x A + m B x B + m c v c (1) 

(H 0 )i = (H 0 ) 2 : 0 = r A X m A \ A + r B X m B x B + r c X m c v c (2) 

Al recordar del problema resuelto 14.1 que v ( > = (150 m/s)i, 

rn A = 100 kg m B = 60 kg m c = 40 kg 
r A = (555 m)i - (180 m)j + (240 m)k 
r B = (255 m)i — (120 m)k 
r c = (105 m)i + (450 m)j — (420 m)k 

y utilizar la information que se dio en el enunciado de este problema, se 
reescriben las ecuaciones (1) y (2) del modo siguiente: 


200(150i) = 100(270i - 120j + 160k) + 60[(u B ) x i + (o B )-k] 

+ 40[(u c ) x i + (u c ) y j + (u c )zk] 


i 

j 

k 


i 

j 

k 

555 

-180 

240 

+ 60 

255 

0 

-120 

270 

-120 

160 


( V B )x 

0 

( v b)z 


+ 40 


1 j 

105 450 

(«c)x («c)y 


k 

-420 

(' v c)z 


(D 


( 2 ') 


Al igualar a cero el coeficiente de j en (1') y los coeficientes de i y k en (2'), 
se escribe, despues de simplificaciones, las tres ecuaciones escalares 

(v c ) y - 300 = 0 
450M* + 420(^0), = 0 
105(u c ), / - 450(u c ) x - 45000 = 0 

las cuales producen, respectivamente, 

(v c )y = 300 (v c ), = -280 (v c ) x = -30 

La velocidad de la parte C es entonces 

vc = —(30 m/s)i + (300 m/s)j — (280 m/s)k ^ 
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PROBLEMA RESUELTO 14.4 

La bola B, de masa m B , se suspende de una cuerda de longitud l unida al Ca¬ 
iro A, de masa wi A , que rueda con libertad sobre una pista horizontal sin fric¬ 
tion. Si a la bola se le da una velocidad horizontal inicial v 0 mientras el Ca¬ 
iro esta en reposo, determine a) la velocidad de B cuando esta alcanza su 
elevation maxima, b) la distancia vertical maxima h a que se elevara B. (Se 
supone que < 2g l.) 


SOLUCION 


El principio del impulso-cantidad de movimiento y el principio de conserva¬ 
tion de la energia se aplicaran al sistema carro-bola entre su position inicial 
1 y la position 2, cuando B alcanza su elevation maxima. 

Velocidades Position 1: (v A ) A = 0 (vgh = v 0 (1) 

Position 2: Cuando la bola B alcanza su elevation maxima, su veloci¬ 
dad (vg / A ) 2 relativa a su soporte A es cero. De tal rnodo, en ese instante, su 
velocidad absoluta es 

(vg) 2 = (v A ) 2 + (vg/ A ) 2 = (v A ) 2 (2) 

Principio del impulso-cantidad de movimiento. Al observar que los 
impulsos extemos consisten en W A f, W B t y R t, donde R es la reaction de la 
pista sobre el carro y recordando (1) y (2) se dibuja el diagrama de impulso- 
cantidad de movimiento y se escribe 

2wivi + 2 Ext Imp |^.2 = 2wiv 2 
componentes x: m B v 0 = (m A + m s )(e A ) 2 

que expresa que la cantidad de movimiento lineal del sistema se conserva en 
la direction horizontal. Al resolver para (u A ) 2 : 


Position 1 Position 2 




Position 1 Position 2 



t \ _ " l B 

(v A ) 2 -; - V 0 

m A + m B 

Conservation de energia 

Position 1. Energia potential: 

Energia cinetica: 
Position 2. Energia potential: 

Energia cinetica: 

Ti + V x = T 2 + V 2 : jm B v § + m^l 

Al resolver para h, se tiene 


(vg) 2 — (v A ) 2 — * Vq — * ^ 

m A + m B 

Vi = m A gl 
i i — 2 m B Vo 
V 2 = m A gl + m B gh 
T 2 = jirn A + »ig)(u A )l 


(m A + m B )(v A ) 1 + mj^gl + m B gh 

1 — _ m A m B (, v a )I 

2g m B 2g 

o, al sustituir para (u A ) 2 la expresion que se encontro arriba, 


^ _ _Ho_ m B v o , ^ 

2g m A + wig 2g rn A + m B 2g 

Coinentarios. 1) Al recordar que t>f> < 2g l, de acuerdo con la ultima 
ecuacion h < l, se verifica de tal modo que B permanece debajo de A como 
se supuso en la solution. 

2) para m A m B , la respuesta que se obtuvo se reduce a (v B ) 2 = 
(v A ) 2 = 0 y h = «o/2g; B oscila como un pendulo simple con A f'ijo. Para m A 
<5C wig, el problema se reduce a (v B ) 2 = (v A ) 2 = v 0 y h = 0; A y B se mue- 
ven con la misma velocidad constante v 0 . 
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PROBLEMA RESUELTO 14.5 



En un juego de billar, a la bola A se le da una velocidad inicial v 0 de magni- 
tud v 0 = 10 ft/s a lo largo de la linea DA paralela al eje de la mesa. Esta bo¬ 
la choca con la bola B y luego con la bola C, las cuales se encuentran en re- 
poso. Si se sabe que Ay C inciden perpendicularmente en las laterales de la 
mesa en los puntos A' y C', respectivamente, que B choca con la lateral de 
manera oblicua en B', y se suponen superficies sin friction, asi como impac- 
tos perfectamente elasticos, determine las velocidades va, v b y v c con las 
cuales las bolas chocan con las laterales de la mesa. ( Comentario. En este 
problema resuelto y en varios de los problemas que siguen, se supone que 
las bolas de billar son particulas que se mueven con libertad en un piano ho¬ 
rizontal, y no como las esferas rodantes y deslizantes que realmente son.) 


SOLUCION 



D 



mv o = m( 10 ft/s) 


O 



Conservation de la cantidad de movimiento. Puesto que no hay 

fuerza externa, el momento inicial m\ 0 es equipolente al sistema de cantida- 
des de movimiento despues de los dos choques (y antes de que cualquiera 
de las bolas golpee las laterales de la mesa). Con referencia al dibujo adjun- 
to, se escribe 

componentes x: m(10 ft/s) = m(v B ) x + mv c (1) 

+|componentes y. 0 = mv A — m(v B ) y (2) 

+ 1 ) momentos alrededor de O: —(2 ft)m(10 ft/s) = (8 ft)mv A 

- (7 ft )m(v B ) y ~ (3 ft }mv c (3) 

Al resolver las tres ecuaciones para v A , (v B ) x y (v B ) y en terminos de Vc, 

v A = (v B ) y = 3v c ~ 20 (v B ) x = 10 - v c (4) 

Conservation de la energia. Puesto que las superficies son sin fric¬ 
tion y los impactos perfectamente elasticos, la energia cinetica inicial imvo 
es igual a la energia cinetica final del sistema: 


jinvo = \m A v\ + + jyin c Vc 

V% + (« B )f + (v B )fj + v z c = (10 ft/s) 2 (5) 


Al sustituir v A , (v B ) x y (v B ) y de (4) en (5), se tiene 

2(3u c - 20) 2 + (10 - v c f + v 2 c = 100 
20vc ~ 260v c + 800 = 0 


Al resolver para vc, se encuentra que vc = 5 ft/s yvc = 8 ft/s. Puesto que so¬ 
lo la segunda raiz produce un valor positivo de v A despues de sustituir en las 
ecuaciones (4), se concluye que v c — 8 ft/s y 

v A = (v B ) y = 3(8) - 20 = 4 ft/s (v B ) x = 10 - 8 = 2 ft/s 

v A = 4 ft/s| v B = 4.47 ft/s ^ 63.4° v c = 8 ft/s — * M 
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RESOL UCION DE PROB LEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


En la leccion anterior se definio la cantidad de movimiento lineal y la cantidad de 
movimiento angular de un sistema de particulas. En esa leccion se definio la energia 
cinetica T de un sistema de particulas: 

T = | 2 mp f (14.28) 

1 »=i 

La solution de los problemas en la section anterior se baso en la conservacion de la 
cantidad de movimiento lineal de un sistema de particulas o en la observation del 
movimiento del centra de masa de un sistema de particulas. En esta leccion se re- 
solveran problemas que implican lo siguiente: 

1. Calculo de la energia cinetica perdida en choques. La energia cinetica Ty 
del sistema de particulas antes de los choques y su energia cinetica T 2 despues de 
los mismos se calcula a partir de la ecuacion (14.28) y se resta una de la otra. Tenien- 
do presente que, si bien la cantidad de movimiento lineal y la cantidad de movimien¬ 
to angular son cantidades vectoriales, la energia cinetica es una cantidad escalar. 

2. Conservacion de la cantidad de movimiento lineal y conservacion de la 

energia. Como se estudio en la leccion anterior, cuando la resultante de las fuerzas 
externas que actuan sobre un sistema de particulas es cero, se conserva la cantidad 
de movimiento lineal del sistema. En problemas que implican movimiento en dos di- 
mensiones, el senalamiento de que la cantidad de movimiento lineal inicial y la can¬ 
tidad de movimiento lineal final del sistema son equipolentes produce dos ecuacio- 
nes algebraicas. La igualacion de la energia total inicial del sistema de particulas 
(incluyendo la energia potential, asi como la energia cinetica) con su energia total fi¬ 
nal produce una ecuacion adicional. En consecuencia, es posible escribir tres ecua- 
ciones que pueden resolverse para tres incognitas [problema resuelto 14.5]. Hay que 
observar que si la resultante de las fuerzas externas no es cero y tiene una direction 
fija, la componente de la cantidad de movimiento lineal en una direction perpendi¬ 
cular a la resultante se sigue conservando; el numero de ecuaciones que es posible 
utilizar se reduce entonces a dos [problema resuelto 14.4]. 

3. Conservacion de las cantidades de movimiento lineal y angular. Cuando 
no actuan fuerzas externas sobre un sistema de particulas, se conservan tanto la can¬ 
tidad de movimiento lineal del sistema como su cantidad de movimiento angular al- 
rededor de algun punto arbitrario. En el caso de movimiento en tres dimensiones, 
lo anterior permitira escribir hasta seis ecuaciones, aunque quiza sea necesario resol¬ 
ver unicamente alguna de ellas para obtener las respuestas deseadas [problema re¬ 
suelto 14.3]. En el caso de movimiento bidimensional, sera factible escribir tres ecua¬ 
ciones que podran resolverse para tres incognitas. 

4. Conservacion de las cantidades de movimiento lineal y angular y conser¬ 
vacion de la energia. En el caso de movimiento en dos dimensiones de un sistema de 
particulas que no esta sujeto a ninguna fuerza externa, se obtendran dos ecuaciones al¬ 
gebraicas al expresar la conservacion de la cantidad de movimiento lineal del sistema, una 
ecuacion al escribir que se conserva la cantidad de movimiento angular del sistema alre- 
dedor de algun punto arbitrario, y una cuarta ecuacion al expresar que se conserva la 
energia total del sistema. Con estas ecuaciones se pueden despejar euatro incognitas. 
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Problemas 


14.31 Si el empleado de la linea aerea del problema 14.1 primero lanza 
la maleta de 15 kg sobre el carrito para equipaje, determine la energia per- 
dida a) cuando la primera maleta entra en contacto con el carrito, b) cuando 
la segunda maleta hace contacto con el carrito. 

14.32 Determine la energia perdida como resultado de la serie de cho- 
ques que se describe en el problema 14.7. 

14.33 En el problema 14.3, determine el trabajo realizado por la mu- 
jer y por el hombre cuando se lanzan del bote, suponiendo que la mujer se 
lanza primero. 

14.34 En el problema 14.5, determine la energia que se pierde cuando 
la bala a) pasa a traves del bloque Ay b) queda incrustada en el bloque B. 

14,58 Dos automoviles Ay B, de masa y m B viajan en direcciones 
opuestas cuando chocan de frente. El impacto se supone perfectamente plas- 
tico y, ademas, se considera que la energia absorbida por cada automovil es 
igual a su perdida de energia cinetica con respecto a un sistema de referen¬ 
da en movimiento unido al centro de masa del sistema de los dos vehiculos. 
Si se denota con E A y E B la energia que absorben los automoviles A y B, 
a) demuestre que E A /E B = m B /m A , es decir, la cantidad de energia que ab- 
sorbe cada vehiculo es inversamente proporcional a su masa. b) Calcule E A 
y E b , si se sabe que m A = 1 600 kg y m B = 900 kg y que las velocidades de 
Ay B son, respectivamente, 90 y 60 km/h. 



Figura P14.35 


14.36 Se supone que cada uno de los dos automoviles implicados en 
el choque descrito en el problema 14.35 se han disenado para soportar de 
manera segura una prueba en la cual se estrellan contra una pared solida e 
inamovible, a la rapidez v 0 . La severidad del choque del problema 14.35 
puede medirse entonces para cada vehiculo por medio del cociente de la 
energia absorbida en el choque y la energia absorbida en la prueba. Sobre 
esa base, demuestre que el choque descrito en el problema 14.35 es ( m A /m B ) z 
veces mas severo para el automovil B que para el automovil A. 

Retome el problema resuelto 14.4, y ahora suponga que al Ca¬ 
iro A se le da una velocidad horizontal initial v 0 mientras la bola B esta en 
reposo. 
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Sistemas de particulas 


14.38 En un juego de billar, la bola A se mueve con una velocidad 
v 0 = t>oi cuando golpea a las bolas B y C, las cuales estan en reposo una al 
lado de la otra. Si se suponen superficies sin friction y un impacto perfecta- 
mente elastico (esto es, conservation de energia), determine la velocidad fi¬ 
nal de cada bola, suponiendo que la trayectoria de A a) esta perfectamente 
centrada y que A golpea de manera simultanea a B y C, b) no esta perfecta¬ 
mente centrada y que A golpea a B un poco antes de golpear a C. 



14.39 y 14.40 En un juego de billar la bola A se mueve con veloci¬ 
dad v 0 de magnitud v 0 = 15 ft/s cuando choca contra las bolas B y C, las 
cuales se encuentran en reposo y alineadas como se muestra. Si despues del 
choque las tres bolas se mueven en las direcciones indicadas y se suponen 
superficies sin friction y un impacto perfectamente elastico (esto es, conser¬ 
vacion de energia), determine las magnitudes de las velocidades v A , \ B y v c . 



Dos hemisferios se conservan unidos mediante una cuerda que 
mantiene comprimido a un resorte (el resorte no esta unido a los hemisfe¬ 
rios). La energia potential del resorte comprimido es igual a 120 J y el en- 
samble tiene una velocidad initial v 0 de magnitud v 0 = 8 m/s. Si la cuerda 
se rompe cuando 9 = 30°, lo que ocasiona que los hemisferios se separen, 
determine la velocidad resultante de cada hemisferio. 



Figura P14.41 
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14.42 Retome el problema 14.41, si se sabe que la cuerda se rompe 
cuando 0 = 120°. 

Un bloque B de 40 lb esta suspendido de una cuerda de 6 ft 
unida a un carrito A de 60 lb, el cual puede rodar libremente sobre una pista 
horizontal y sin friccion. Si el sistema se suelta desde el reposo en la posi¬ 
tion mostrada, determine las velocidades de A y B cuando B pasa directa- 
mente debajo de A. 



Figura P14.43 


14.44 Tres esferas, cada una de masa m, se pueden deslizar con li- 
bertad sobre una superficie horizontal sin friccion. Las esferas Ay B estan 
unidas a una cuerda inextensible e inelastica de longitud l y se encuentran 
en reposo en la position que se muestra cuando la esfera C, que se esta mo- 
viendo a la derecha con una velocidad v 0 , choca frontalmente contra la es¬ 
fera B. Si la cuerda no esta tensa cuando la esfera C choca con la esfera B y 
se supone un impacto perfectamente elastico entre B y C, determine a) la 
velocidad de cada esfera inmediatamente despues de que la cuerda se tensa, 
b ) la fraction de la energia cinetica initial del sistema que se disipa cuando 
la cuerda se pone tensa. 

Un vehrculo espacial de 360 kg que viaja con una velocidad 
v 0 = (450 m/s)k pasa por el origen O. Despues, mediante cargas explosivas 
se separa al vehiculo en tres partes A, B y C, con masas respectivas de 60, 
120 y 180 kg. Si poco tiempo despues las posiciones de las tres partes son 
A(72, 72, 648), B(180, 396, 972) y C(-144, -288, 576), donde las coorde- 
nadas se expresan en metros, y se sabe que la velocidad de Be s v B = (150 
m/s)i + (330 m/s)j + (660 m/s)k, y que la componente x de la velocidad de 
C es —120 m/s, determine la velocidad de la parte A. 



Figura P14.44 


14.46 En el experimento de dispersion del problema 14.24, se sabe 
que la particula alfa se proyecta desde A o (300, 0, 300) y que choca con el 
nucleo de oxigeno C en Q( 240, 200, 100), donde todas las coordenadas se 
expresan en milimetros. Determine las coordenadas del punto B 0 donde la 
trayectoria original del nucleo B interseca el piano zx. ( Sugerencia: Exprese 
que la cantidad de movimiento angular de las tres particulas alrededor de Q 
se conserva.) 

Dos pequenas esferas A y B, que pesan 5 y 2 lb, respectiva- 
mente, se conectan mediante una varilla rigida de longitud l y de peso des- 
preciable. Las dos esferas descansan sobre una superficie horizontal sin fric¬ 
tion cuando a A se le imparte repentinamente la velocidad v () = (10.5 ft/s)i. 
Determine a) la cantidad de movimiento lineal del sistema y su cantidad de 
movimiento angular alrededor de su centra de masa G y b) las velocidades 
de A y B despues de que la varilla AB ha girado 180°. 

14.48 Retome el problema 14.47, y ahora suponga que es a la esfera 
B a la que se le imparte repentinamente la velocidad v () = (10.5 ft/s)i. 



7 in. 


Figura P14.47 
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14.49 Ties esteras identicas A, B y C, que pueden deslizarse libre- 
mente sobre una superficie horizontal sin friction, se conectan mediante 
cuerdas inelasticas e inextensibles a un pequeno anillo D ubicado en el cen¬ 
tra de masa de las tres esferas {V = 21 cos 9). Las esferas estan rotando ini- 
cialmente alrededor del anillo D, que esta en reposo, a velocidades propor- 
cionales a sus distancias de D. Se denota con v 0 la rapidez original de Ay B 
y se supone que 9 = 30°. Repentinamente se rompe la cuerda CD, lo que 
ocasiona que la esfera C se aleje deslizandose. Considere el movimiento de 
las esferas Ay B y del anillo D despues de que las otras dos cuerdas se han 
tensado de nuevo y determine a) la rapidez del anillo D, b) la rapidez rela- 
tiva a la cual giran las esferas Ay B alrededor de D y c) el porcentaje de la 
energia del sistema original que se disipa cuando las cuerdas AD y BD se 
vuelven a tensar. 

1 .50 Retome el problema 14.49, y ahora suponga que 9 = 45°. 

14.51 Dos discos pequenos, A y B, de 3 y 1.5 kg de masa, respectiva- 
mente, se pueden deslizar sobre una superficie horizontal sin friction. Estan 
conectados mediante una cuerda de 600 mm de largo, y giran en sentido con- 
trario al de las maneciUas del reloj alrededor de su centra de masa G a ra- 
zon de 10 rad/s. En 1 = 0, las coordenadas de G son x 0 = 0, Tj 0 = 2 m y su 
velocidad es v 0 = (1.2 m/s)i + (0.96 m/s)j. Poco tiempo despues se rompe la 
cuerda; se observa luego que el disco A se mueve a lo largo de una trayec- 
toria paralela al eje y y que el disco B lo hace por una trayectoria que inter- 
seca al eje x a una distancia b = 7.5 m de O. Determine a) las velocidades 
de A y B despues de que se rompe la cuerda, b) la distancia a desde el eje 
y a la trayectoria de A. 



14.52 Dos discos pequenos, A y B, de 2 y 1 kg de masa, respectiva- 
mente, pueden deslizarse sobre una superficie horizontal sin friction. Se co¬ 
nectan mediante una cuerda de masa despreciable y giran alrededor de su 
centra de masa G. En t = 0, G se mueve con la velocidad v 0 y sus coorde¬ 
nadas son x 0 = 0,j/ 0 = 1.89 m. Poco despues se rompe la cuerda y se ob¬ 
serva que el disco A se mueve con una velocidad \ A = (5 m/s)j en linea recta 
y a una distancia a = 2.56 m desde el eje y, en tanto que B lo hace con una 
velocidad v B = (7.2 m/s)i — (4.6 m/s)j a lo largo de una trayectoria que in- 
terseca al eje x a una distancia b = 7.48 m desde el origen O. Determine 
a) la velocidad initial v 0 del centra de masa G de los dos discos, b) la longi- 
tucl de la cuerda que conecta inicialmente a los dos discos, c) la rapidez en 
rad/s a la cual los dos discos giraban alrededor de G. 
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14.53 En un juego de billar a la bola A se le da una velocidad inicial 
v 0 a lo largo del eje longitudinal de la mesa. Choca con la bola B y luego con 
la bola C, las cuales estan en reposo. Se observa que las bolas Ay C chocan 
de manera frontal con las laterales de la mesa en A' y C', respectivamente, 
y que la bola B choca en forma oblicua con la lateral en B'. Si v 0 = 12 ft/s, 
v A = 5.76 ft/s y a = 66 in., determine a) las velocidades v B y v c de las bo¬ 
las B y C, y b) el punto C' donde la bola C choca con la lateral de la mesa. 
Suponga superficies sin friction e impactos perfectamente elasticos (esto es, 
conservation de energfa). 



B' 


72.5 in. 


47.5 in. 


t 

30 in. 


c 


30 in. 
1 


C' 


A' 


a 


Figura PI 4.53 

Para el juego de billar del problema 14.53, ahora suponga que 
v Q = 15 ft/s, v c = 9-6 ft/s y c = 48 in. Determine a) las velocidades v A y v B 
de las bolas A y B, b) el punto A' donde la bola A hace contacto con la la¬ 
teral de la mesa. 

14. 5t Tres pequenas esferas identicas A, B y C, que pueden deslizarse 
sobre una superficie horizontal sin friction, estan unidas a tres cuerdas, de 200 
mm de largo, las cuales estan amarradas a un anillo G. A1 principio las esferas 
giran en el sentido de las maneciHas del reloj alrededor del anillo, con una velo¬ 
cidad relativa de 0.8 m/s y el anillo se rnueve a lo largo del eje x con una 
velocidad v 0 = (0.4 m/s)i. De repente se rompe el anillo y las tres esferas se 
mueven libremente en el piano xy con Ay B siguiendo trayectorias paralelas al 
eje y a una distancia a = 346 mm una de la otra y C siguiendo una trayectoria 
paralela al eje x. Determine a) la velocidad de cada esfera y b) la distancia d. 



Figura P14.55 y P14.56 

14.56 Tres pequenas esferas identicas A, B y C, que pueden deslizarse 
sobre una superficie horizontal sin friction, estan unidas a tres cuerdas de 
longitud l, las cuales se encuentran amarradas al anillo G. Al principio las es¬ 
feras giran, en el sentido de las manecillas del reloj, alrededor del anillo que 
se mueve a lo largo del eje x con una velocidad v 0 . De repente el anillo se 
rompe y las tres esferas se mueven libremente en el piano xy. Si v A = (1.039 
m/s)j, v c = (1.800 m/s)i, a = 416 mm y d = 240 mm, determine a) la velo¬ 
cidad initial del anillo, b) la longitud / de las cuerdas, c) la tasa en rad/s a la 
cual las esferas rotaban alrededor de G. 
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Sistemas de particuias *14.10. SISTEMAS VARIABLES DE PARTICULAS 

Todos los sistemas de particuias considerados hasta ahora estan com- 
puestos por particuias bien definidas. Estos sistemas no ganaran o per- 
deran particuias durante su movimiento. Sin embargo, en un gran nu- 
mero de aplicaciones de ingenieria es necesario considerar sistemas 
variables de particuias, esto es, sistemas que estan ganando o perdien- 
do continuamente particuias o ambas cosas al mismo tiempo. Conside- 
re, por ejemplo, una turbina hidraulica. Su analisis implica la determi¬ 
nation de las fuerzas ejercidas por una corriente de agua sobre los 
alabes giratorios, y se advierte que las particuias de agua en contacto 
con los alabes forman un sistema que cambia en todo momenta y que 
adquiere y pierde particuias de manera continua. Los cohetes propor- 
cionan otro ejemplo de sistemas variables, ya que su propulsion depen- 
de de la expulsion continua de particuias de combustible. 

Recuerdese que todos los principios de la cinetica establecidos has- 
ta ahora se dedujeron para sistemas constantes de particuias, los cuales 
ni las ganan ni las pierden. Por lo tanto, se debe encontrar una forma de 
reducir el analisis de un sistema variable de particuias al de un sistema 
eonstante auxiliar. El procedimiento seguido se indica en las secciones 
14.11 y 14.12 para dos amplias categorias de aplicaciones: una corriente 
estacionaria de particuias y un sistema que gana o pierde masa. 



*14.11. CORRIENTE ESTACIONARIA DE PARTICULAS 

Considere una corriente estacionaria de particuias, tal como un chorro de 
agua que desvia una paleta fija o un flujo de aire que pasa por un ducto 
o por un ventilador. Para determinar la resultante de las fuerzas ejercidas 
sobre las particuias en contacto con la paleta, el ducto o el ventilador, se 
aislan estas particuias y se denota por S el sistema definido de esa mane¬ 
ra (figura 14.9). Observe que S es un sistema variable de particuias, ya 
que de manera continua gana las particuias que fluyen hacia su interior 
e igualmente pierde un numero igual de particuias que fluyen hacia afue- 
ra del sistema. Por lo tanto, los principios de la cinetica que se han esta- 
blecido hasta ahora no pueden aplicarse de manera direct a a S. 

Sin embargo, se puede definir con facilidad un sistema auxiliar de 
particuias que permanece eonstante durante un breve intervalo de tiem¬ 
po At. Considere al tiempo t el sistema S mas las particuias que entra- 
ran a S durante el intervalo de tiempo At (figura 14.10a). A continua¬ 
tion, considere al tiempo t + At el sistema S mas las particuias que han 
salido de S durante el intervalo de tiempo At (figura 14.10c). Claramen- 
te, las mismas particuias estan implicadas en ambos casos, y es posible 
aplicar a aquellas particuias el principio del impulso y la cantidad de mo¬ 
vimiento. Puesto que la masa total m del sistema S permanece constan- 
te, las particuias que entran al sistema y aquellas que salen de el en el 
tiempo At deben tener la misma masa Am. Denotando por v A y v B , res- 
peetivamente, las velocidades de las particuias que entran a S en A y las 
que salen de S en B, se representa en la figura 14.10a la cantidad de mo¬ 
vimiento de las particuias que entran a S por (Am)v A y la cantidad de 
movimiento de las particuias que salen de S por (Am)v B (figura 14.10c). 
Se representan tambien mediante vectores apropiados las cantidades de 
movimiento m,v ; de las particuias que forman a S y los impulsos de las 
fuerzas ejercidas sobre S y se indica mediante signos mas e igual en azul 
que el sistema de las cantidades de movimientos e impulsos en los inci- 
sos a) y b) de la figura 14.10 es equipolente al sistema de las cantidades 
de movimiento en el inciso c) de la misma figura. 




a) b ) c) 

Figura 14.10 
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La sumatoria Am,v,- de las cantidades de movimiento de las particu¬ 
las de S se encuentra a ambos lados del signo de igualdad y por ello pue- 
de omitirse. Se eoncluye que el sistemaformaclo por la cantidad de mo¬ 
vimiento (A m)\ A de las particulas que entran a S en el tiempo At ij los 
impulsos de las fuerzas ejercidas sobre S durante ese tiempo es equipo- 
lente a la cantidad de movimiento (Am)\ B de las particulas que salen de 
S en el rnismo tiempo At. Por lo tanto, es posible escribir 

(A m)\ A + 2F At = (A m)\ B (14.38) 

Se puede obtener una ecuacion similar considerando los momentos de 
los vectores que intemenen (vease el problema resuelto 14.5). Al di- 
vidir todos los terminos de la ecuacion (14.38) entre At y dejando que 
At tienda a cero, se obtiene en el limite 

2F = ^(v B -v A ) (14.39) 

donde v B — v A representa la diferencia entre el vector \ B y el vector v A . 

Si se usan unidades del SI, dm/clt se expresa en kg/s y las veloci- 
dades en m/s; se verilica que ambos miembros de la ecuacion (14.39) 
se expresan en las mismas unidades (newtons). Si se recurre a unida¬ 
des de uso comun en Estados Unidos, dm/clt debe expresarse en slugs/s 
y las velocidades en ft/s. Se verifica de nuevo que ambos miembros de 
la ecuacion se expresen en las mismas unidades (libras)/ 

El principio establecido se usa para analizar un gran numero de 
aplicaciones de ingenierfa. Algunas de las mas comunes de estas apli- 
caciones se consideraran a continuation. 


^Muchas veces es conveniente expresar el gasto de masa clm/clt como el producto pQ, 
donde p es la densidad de la corriente (masa por unidad de volumen) y Q su gasto de vo- 
lumen (volumen por unidad de tiempo). Si se usan unidades del SI. p se expresa en 
kg/m 3 (por ejemplo, p = 1000 kg/m 3 para el agua) y Q en m 3 /s. Sin embargo, si se recurre 
a unidades de uso comun en Estados Unidos, p por lo general tendra que calcularse a par- 
tir del peso especifico correspondiente y (peso por unidad de volumen) p = y/g. Puesto 
que y se expresa en lb/ft 3 (por ejemplo, y = 62.4 lb/ft 3 para el agua), p se obtiene en 
slugs/ft 3 . El gasto de volumen Q se expresa en ft 3 /s. 
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Corriente de fluido desviada por una paleta. Si la paleta es¬ 
ta fija, el metodo de analisis que se indico antes puede aplicarse de ma- 
nera directa para determinar la fuerza F ejercida por la paleta sobre la 
corriente. F es la unica fuerza que necesita considerarse, ya que la pre¬ 
sion en la corriente es constante (presion atmosferica). La fuerza ejer¬ 
cida por la corriente sobre la paleta sera igual y opuesta a F. Si la pa¬ 
leta se mueve con una velocidad constante, la corriente no es estacionaria. 
Sin embargo, parecera estacionaria para un observador que se mueve 
con la paleta. Por lo tanto, se debe elegir un sistema de ejes que se 
muevan con ella. Puesto que dicho sistema de ejes no esta acelerado, 
la ecuacion (14.38) puede seguirse usando, aunque v A y v B deben sus- 
tituirse por las velocidades relativas de la corriente con respecto a la 
paleta (vease el problema resuelto 14.7). 

Flujo de fluido por el interior de un tubo. La fuerza que ejer- 
ce el fluido sobre una transicion de un tubo tal como una curva o un 
estrechamiento puede determinarse al considerar el sistema de parti¬ 
culas S en contacto con la transicion. Puesto que en general variara la 
presion en el flujo, tambien se deben considerar las fuerzas que ejer- 
cen sobre S las partes colindantes del fluido. 

Motor a reaccion En un motor a reaccion, el aire entra sin ve¬ 
locidad por el frente del motor y sale por la parte posterior con una 
velocidad elevada. La energia que se requiere para acelerar las parti¬ 
culas de aire se obtiene al quemar el combustible. La masa del com¬ 
bustible quemado en los gases de escape sera de manera usual lo su- 
ficientemente pequena comparada con la masa del aire que fluye por 
el motor y debido a ello sera posible ignorarla. De tal modo, el anali¬ 
sis de un motor a reaccion se reduce al de una corriente de aire. Esta 
puede considerarse como una corriente estacionaria si todas las velo¬ 
cidades se miden con respecto al avion. En consecuencia, se supondra 
que las corrientes de aire entran al motor con una velocidad v de mag- 
nitud igual a la rapidez del avion y que salen con una velocidad u igual 



Figura 14.11 


a la velocidad relativa de los gases de escape (figura 14.11). Como las 
presiones de entrada y salida son casi iguales a la atmosferica, la unica 
fuerza externa que necesita considerarse es la ejercida por el motor so¬ 
bre la corriente de aire. Esta fuerza es igual y opuesta al einpuje. * 


f Advierta que si se acelera el avion, no es posible utilizarlo como un sistema de referen- 
cia newtoniano. Sin embargo, se obtendra el mismo resultado para el empuje, al recurrir 
a un sistema de referenda en reposo con respecto a la atmosfera, ya que en ese caso se 
observara que las particulas de aire entraran al motor sin velocidad y saldran de el con una 
velocidad de magnitud u — v. 



Ventilador. Considere el sistema de partfculas S que se muestra 
en la figura 14.12. La velocidad v A de las partfculas que entran al sis¬ 
tema se supone igual a cero, y la velocidad v B de las partfculas que sa- 
len del sistema es la velocidad del viento de helice o torbellino. La ve¬ 
locidad del gasto se obtiene al multiplicar v B por el area de la seccion 
transversal del viento de helice o torbellino. Puesto que toda la pre- 
sion alrededor de S es la atmosferica, la unica fuerza externa que ac- 
tua sobre S es el empuje del ventilador. 

to. La determinacion del empuje creado por las heli¬ 
ces giratorias de un helicoptero en vuelo es similar a la determinacion 
del empuje de un ventilador. La velocidad v A de las partfculas de aire 
cuando estas se aproximan a las helices se supone igual a cero, y la ve¬ 
locidad del gasto se obtiene al multiplicar la magnitud de la velocidad 
v B del viento de helice por su area de seccion transversal. 
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*14.12. SISTEMAS QUE GANAN O PIERDEN MASA 

En seguida se analiza un tipo diferente de sistema variable de partfcu¬ 
las, a saber, un sistema que gana masa al absorber continuamente partf¬ 
culas o que pierde masa al expulsar partfculas de manera continua. Con- 



(A m)v a 




m + Am 


(m + Am)(v + Av) 

S 



Figura 14.13 


sidere el sistema S que se muestra en la figura 14.13. Su masa, igual a 
m en el instante t, aumenta en Am en el intervalo de tiempo At. Para 
aplicar el principio del impulso y la cantidad de movimiento al analisis 
de este sistema, se debe considerar en el tiempo t al sistema S mas las 
partfculas de masa Am que absorbe S durante el intervalo de tiempo At. 
La velocidad de S en el tiempo t se denota mediante v, la velocidad de 
S en el tiempo t + At se denota mediante v + Av, y la velocidad abso- 
luta de las partfculas absorbidas se denota por medio de v a . Al aplicar el 
principio del impulso y la cantidad de movimiento, se escribe 

mv + (A m)\ a + 2F At = (m + Am)(v + Av) (14.40) 



Fotografia 14.3 Cuando los cohetes de 
propulsion del transbordador se encienden, las 
partfculas de gas que expulsan proporcionan el 
empuje requerido para el despegue. 
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Al resolver para la suma 2F At de los impulsos de las fuerzas externas 
que actuan sobre S (excluyendo las fuerzas ejereidas por las particulas que 
se absorben), se tiene 


2F At = mAv + Am(v — v a ) + (Am)(Av) (14.41) 


Al introducir la velocidad relativa u con respecto a S de las particulas 
que se absorben, se escribe u = v„ — vy se anota, puesto que v„ < v, que 
la velocidad relativa u esta dirigida hacia la izquierda, como se mues- 
tra en la figura 14.13. Si se ignora el ultimo termino en la ecuacion 
(14.41), que es de segundo orden, se escribe 


2F At = m Av — (Am)u 

Al dividir entre At y dejar que At tienda a cero, se tiene en el limite 1 

dm 


SF = _ 

dt 


dt 


u 


(14.42) 


Al reagrupar los terminos y recordar que dv/dt = a, donde a es la ace- 
leracion del sistema S, se escribe 

2F + —~~u = ma (14.43) 

dt 


que muestra que la action sobre S de las particulas que se estan ab- 
sorbiendo es equivalente a un empuje 


P = 



(14.44) 


que tiende a frenar el movimiento de S, ya que la velocidad relativa u 
de las particulas esta dirigida hacia la izquierda. Si se usan unidades 
del SI, dm/dt se expresa en kg/s, la velocidad relativa u en m/s y el em¬ 
puje correspondiente en newtons. Si se recurre a unidades de uso co- 
mun en Estados Unidos, dm/dt debe expresarse en slugs/s, u en ft/s y 
el empuje correspondiente en libras. 4 

Las ecuaciones que se obtienen se usan tambien para determinar 
el movimiento de un sistema S que pierde masa. En este caso la tasa 
de cambio de masa es negativa y la action sobre S de las particulas que 
se estan expulsando es equivalente a un empuje en la direction de — u, 
esto es, en la direction opuesta a aquella en que las particulas se estan 
expulsando. Un cohete representa un caso caracteristico de un sistema 
que pierde masa de manera continua (vease el problema resuelto 14.8). 


f Cuando la velocidad absoluta v„ de las particulas que se absorben es cero, u = —v, y 
la formula (14.42) se convierte en 

2F = -f-(mv) 
dt 

Al coniparar la formula obtenida para la ecuacion (12.3) de la section 12.3, se observa que 
es posible aplicar la segunda ley de Newton a un sistema que gana masa, siempre que las 
particulas absorbidas esten inicialmente en reposo. Tambien puede aplicarse a sistemas que 
pierdan masa, siempre que la velocidad de las particulas expulsadas sea cero con respecto 
al sistema de referenda elegido. 

{ Vea la nota al pie de la pagina 891. 


PROBLEMA RESUELTO 14.6 



De una tolva cae grano sobre una rampa CB a razon de 240 lb/s. El grano 
golpea a la rampa en A con una velocidad de 20 ft/s y sale en B con una ve- 
locidad de 15 ft/s, formando un angulo de 10° con la horizontal. Si el peso 
combinado de la rampa y el grano que se transporta es una fuerza W de mag- 
nitud igual a 600 lb aplicada en G, determine la reaccion en el rodillo de 
apoyo B y las componentes de la reaccion en la articulation C. 


SOLUCION 

Se aplica el principio del impulso y la cantidad de movimiento durante el in- 
tervalo de tiempo A t al sistema compuesto por la rampa y el grano que trans- 
portan, y la cantidad de grano que golpea a la rampa en el intervalo A t. Pues- 
to que la rampa no se rnueve, no tiene cantidad de movimiento. Tambien se 
observa que la surna de las cantidades de movimiento de las particu- 

las que transporta la rampa es el mismo en t y t + At y que, en consecuen- 
cia, es posible omitir. 




-12 ft- 


6 ft 



10 ° 

L 


(A m)v B ' T 


Puesto que el sistema formado por la cantidad de movimiento (Am)v A y 
los impulsos es equipolente a la cantidad de movimiento ( Am)v B , se escribe 

componentes x: C x At = (A m)v B cos 10° (1) 

+| componentes y: —(A m)v A + C y At — W At + B At 

= —(A m)v B sen 10° (2) 

+*j momentos alrededor de C: —3(Am)u A — 7(W At) + 12(B At) 

= 6(Am)v B cos 10° — 12(Atn)u B sen 10° (3) 

Al utilizar los datos proporcionados, W = 600 lb, v A = 20 ft/s, v B = 15 ft/s y 
Am/At = 240/32.2 = 7.45 slugs/s, y resolver la ecuacion (3) para B y la 
ecuacion (1) para C x , 

12 B = 7(600) + 3(7.45)(20) + 6(7.45)(15)(cos 10° - 2 sen 10°) 

12B = 5 075 B = 423 lb 

C x = (7.45)(15) cos 10° = 110.1 lb 

Al sustituir B y resolver la ecuacion (2) para C (/ , 

C y = 600 - 423 + (7.45)(20 - 15 sen 10°) = 307 lb 

C y = 307 lb t ◄ 
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PROBLEMA RESUELTO 14.7 



Una tobera descarga un chorro de agua de area de seccion transversal A con 
velocidad v A . La corriente se desvfa por medio de una sola paleta que se 
mueve hacia la derecha con velocidad constante V. Suponiendo que el agua 
se mueve a lo largo de la paleta a velocidad constante, determine a) las com- 
ponentes de la fuerza F ejercida por la paleta sobre la corriente, b) la velo¬ 
cidad V para la cual se genera la potencia maxima. 



SOLUCION 

a) Componentes de la fuerza ejercida sobre el chorro. Se elige un 
sistema de coordenadas que se mueve con la paleta a una velocidad constante 
V. Las partfculas de agua golpean la paleta con una velocidad relativa u A = v A — 
V y se alejan de la paleta con una velocidad relativa u B . Puesto que las partfcu- 
las se mueven a lo largo de la paleta a una rapidez constante, las velocidades 
relativas u A y u B tienen la misma magnitud u. Al denotar la densidad de agua 
por p, la masa de las partfculas que hacen contacto con la paleta durante el in- 
tervalo de tiempo A t es A m = Ap(v A — V) A t; una masa igual de partfculas se 
aleja de la paleta durante At. Se aplica el principio del impulso y la cantidad de 
movimiento al sistema formado por las partfculas en contacto con la paleta y las 
partfculas que inciden en esta misma en el intervalo A t. 



Al recordar que u A y u B tienen la misma magnitud u, y omitir la canti¬ 
dad de movimiento 2m, ; v ; que aparece en ambos lados, se escribe 

-L> componentes x: ( Am)u — F x A t = [Arn)u cos 0 

+| componentes y. +F lf A t = (A m)u sen 9 

Al sustituir Am = Ap(v A — V) At y u = v A — V, se obtiene 

F x = Ap(v A - V) 2 (l - cos 6) «- F y = Ap(v A - Vf sen 9 | ◄ 

b) Velocidad de la paleta para desarrollar la maxima potencia. 
La potencia se obtiene al multiplicar la velocidad V de la paleta por la conr- 
ponente F x de la fuerza ejercida por el chorro sobre la paleta. 

Potencia = F X V = Ap(v A — V) 2 (l — cos 0)V 


Al diferenciar la potencia con respecto a V e igualar a cero la derivada, se 
obtiene 


d(potencia) 

dV 


Apiv | 


V = v A V = iv A 


4v a V + 3V 2 )(1 - cos 9) = 0 
Para potencia maxima V = j^v A —*■ 


◄ 


Nota. Estos resultados solo son validos cuando una sola paleta desvfa 
el chorro. Se obtienen resultados diferentes cuando una serie de paletas des- 
vfan el chorro como en una turbina Pelton. (Vease el problema 14.81.) 
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PROBLEMA RESUELTO 14.8 

Un cohete de masa inicial >n 0 (incluido el armazon y el combustible) se lan- 
za verticalmente en el instante t = 0. El combustible se consume a una tasa 
constante q = dm/dt y se expulsa a una velocidad constante u relativa al co¬ 
hete. Obtenga una expresion para la magnitud de la velocidad del cohete en 
el tiempo t, ignorando la resistencia del aire. 


SOLUCION 

En el tiempo t, la masa del armazon del cohete y el combustible que queda 
es m = m 0 — qt y la velocidad es v. Durante el intervalo de tiempo At se ex¬ 
pulsa una masa de combustible Am = q At con una rapidez u relativa al co¬ 
hete. Denotando por v e la velocidad absoluta del combustible expulsado, se 
aplica el principio del impulso y la cantidad de movimiento entre el tiempo 
t y el tiempo t + At. 


( m 0 -qt)v 



+ 



WA t 



(m 0 - qt - q Af)(v+Av) 


'A mv, 


[W At = g(m 0 -qt) At] | L 

[A mv e = qAt(u - «)] 


Se escribe 


(m Q — qt)v — g (mo — qt) At = (m 0 — qt — q At)(v + Av) — q A till — v) 
Al dividir entre At y dejar que At tienda a cero, se obtiene 

~g(m 0 ~ qt) = (m 0 ~ qt)~ ~ qu 

Al separar variables e integrar desde f = 0, b = 0 a t = f, v = v. 


dv = 


- p\dt 


m 0 - qt 
-u In (m 0 - qt) - gt]* 0 


[ V dv = 
J o 


1 ( 


m 0 ~ qt 
v = u In 


- gj dt 

Wq 

m 0 - qt 


Comentario. La masa que queda en el tiempo tf, despues de que se 
ha consumido todo el combustible, es igual a la masa del armazon del cohe¬ 
te m s = m 0 ~ qtf, y la maxima velocidad que alcanza el cohete es v m = u In 
(m 0 / rn s ) — gtf. Suponiendo que el combustible se expulsa en un periodo re- 
lativamente corto, el termino gtf es pequeiio y se tiene v m ~ u In (m 0 / m s ). 
Para escapar el campo gravitational terrestre, un cohete debe alcanzar una 
velocidad de 11.18 km/s. Si se supone que u = 2200 m/s y v m — 11.18 km/s, 
se obtiene m 0 /m s = 161. En consecuencia, para lanzar cada kilogramo del 
armazon del cohete al espacio, es necesario consumir mas de 161 kg de com¬ 
bustible si se usa un impulsor que produce u = 2200 m/s. 
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RESOL UCION DE PROB LEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


Esta leccion se dedieo al estudio del movimiento de sistemas variables de particulas, 
esto es, sistemas que estan ganando o perdiendo particulas en forma continua o en 
los que ambos procesos se producen al rnisrno tiempo. Los problemas que se propo- 
nen para resolver incluyen 1) corrientes estacionarias de particulas y 2) sistemas que 
ganan o pierden masa. 

1. Para resolver problemas de corrientes estacionarias de particulas se con- 
siderara una parte S de la corriente y se expresara que el sistema formado por la can- 
tidad de movimiento de las particulas que entran a S en A en el tiempo At y los im- 
pulsos de las fuerzas ejercidas sobre S durante ese tiempo es equipolente a la eantidad 
de movimiento de las particulas que salen de S en B en el mismo tiempo At (figura 
14.10). Si se consideran solo las resultantes de los sistemas vectoriales implicados, es 
posible escribir la ecuacion vectorial 

(A m)\ A + 2F At = (Am)vfl (14.38) 

Quiza tambien sea deseable considerar los momentos alrededor de un punto dado 
del sistema vectorial para obtener una ecuacion adicional [problema resuelto 14.6], 
aunque muchos problemas se resuelven utilizando la ecuacion (14.38) o la ecuacion 
que se obtuvo al dividir todos los terminos entre At y al dejar que At tienda a cero, 

2F = ^(v b -v a ) (14.39) 

donde v B — v A representa una resta vectorial y donde la tasa de masa de flujo dm/dt 
se expresa como el producto pQ de la densidad p de la corriente (masa por unidad de 
volumen) y la tasa de flujo de volumen Q (volumen por unidad de tiempo). Si se re- 
curre a las unidades de uso comun en Estados Unidos, p se expresa como el cocien- 
te y/g, donde y es el peso especifico del flujo y g es la aceleracion de la gravedad. 

Los problemas caracteristicos que implican una corriente estacionaria de particulas 
se han descrito en la section 14.11. Se le podrfa pedir que determinara lo siguiente: 

a) Empuje causado por un flujo desviado. La ecuacion (14.39) resulta apli- 
cable, pero se obtendra una mejor comprension del problema si se usa una solution 
basada en la ecuacion (14.38). 

b ) Reacciones en soportes de paletas o bandas transportadoras. Es nece- 
sario dibujar primero un diagrama que muestre a uno de los lados del signo de igual- 
dad la eantidad de movimiento (A m)v A de las particulas que ineiden sobre la paleta o 
la banda en el tiempo At, asi como los impulsos de las cargas y reacciones en los so¬ 
portes durante ese tiempo, y que indique en el otro lado la eantidad de movimiento 
(A m)v B de las particulas que se alejan de la paleta o la banda en el tiempo At [pro¬ 
blema resuelto 14.6]. Al igualar las componentes x, las eomponentes y los momentos 
de las cantidades en ambos lados del signo de igualdad se generaran tres ecuaciones 
escalares de las que es posible despejar tres incognitas. 

(continua) 
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c) Empuje desarrollado por un motor a reaccion, un propulsor o un ven- 
tilador. En la mayorfa de los casos intemene una sola incognita, la cual puede des- 
pejarse al resolver la ecuacion escalar que se obtuvo de la ecuacion (14.38) o de la 
(14.39). 


2. Para resolver problemas en los que los sistemas ganan masa se considera- 
ra al sistema S, el cual tiene una masa m y se mueve con velocidad v en el tiempo t, y 
las particulas de masa Am con velocidad v„ que S absorbera en el intervalo de tiempo 
At (figura 14.13). Luego se expresara que la cantidad de movimiento total de S y de 
las particulas que se absorberan, mas el impulso de las fuerzas extemas ejercidas so- 
bre S, son equipolentes a la cantidad de movimiento S en el tiempo t + At. Al adver- 
tir que la masa de S y que su velocidad en ese tiempo son, respectivamente, m + Am 
y v + Av, se escribe la ecuacion vectorial 

mv + (A m)\ a + 2F At = (m + Am)(v + Av) (14.40) 

Como se mostro en la section 14.12, si se introduce la velocidad relativa u = v„ v 
de las particulas que se estan absorbiendo, se obtiene la siguiente expresion para la 
resultante de las fuerzas externas aplicadas a S: 

dv dm n a An\ 

2F = m — -— u (14.42) 

dt dt 


Ademas, se mostro que la action sobre S de las particulas que estan siendo absorbi- 
das es equivalente a un empuje 


P = 


dm 

~i~ u 

dt 


(14.44) 


ejercido en la direction de la velocidad relativa de las particulas que se absorben. 


Los ejemplos de los sistemas que ganan masa son las bandas transportadoras y los 
vagones de ferrocarril en movimiento que se estan cargando con grava o arena, asi 
como las cadenas que se estan jalando de un carrete. 


3. Para resolver problemas de sistemas que pierden masa, como los cohetes 
y los motores de cohetes, es posible recurrir a las ecuaciones (14.40) a (14.44), siem- 
pre que se den valores negativos a los incrementos de masa Am y a la tasa de cam- 
bio de masa dm/dt. De este modo, el empuje definido por la ecuacion (14.44) se 
ejercera en una direction opuesta a la direction de la velocidad relativa de las parti¬ 
culas que se estan expulsando. 


899 


Problemas 



14.57 Un chorro de agua con un area de seccion transversal A y una 
velocidad Vj, golpea a una placa que permanece sin movimiento mediante 
una fuerza P. Determine la magnitud de P, si se sabe que A = 500 nun 2 , 
= 25 m/s y V = 0. 

Un chorro de agua con un area de seccion transversal A y una 
velocidad vj, golpea a una placa que se mueve a la derecha con velocidad V. 
Determine la magnitud de V, si se sabe que A = 600 nun 2 , ci = 30 m/s y 
P = 400 N. 



B 

Figura PI 4.59 



Se introducen troncos y ramas de arbol en A a razon de 5 kg/s 
en una picadora que lanza las astillas resultantes en C con una velocidad de 
20 m/s. Determine la componente horizontal de la fuerza que ejerce la pi¬ 
cadora sobre el camion en la union en D. 

1 60 Un arado giratorio electrico se usa para quitar la nieve de la sec¬ 

cion horizontal de una via. Esta maquina se coloca enfrente de una locomo- 
tora que la impulsa a una velocidad constante de 12 mi/h. La maquina quita 
180 toneladas de nieve por minuto, lanzandola en la direction que se mues- 
tra con una velocidad relativa a la maquina de 40 ft/s. Si se desprecia la fric¬ 
tion, determine a) la fuerza ejercida por la locomotora sobre la maquina, 
b) la fuerza lateral ejercida por la via sobre la maquina. 

14.61 Entre dos placas A y B fluye agua en una forma laminar con 
una velocidad v de 30 m/s de magnitud. La corriente se divide en dos par¬ 
tes mediante una placa horizontal lisa C. Si se sabe que los gastos en cada 
una de las dos corrientes resultantes son, respectivamente, = 100 L/min 
y Q -2 — 500 L/min, determine a) el angulo 6, b) la fuerza total ejercida por 
la corriente sobre la placa horizontal. 



Figura P14.61 y P14.62 


Figura PI4.60 

14.62 Entre dos placas Ay B fluye agua en forma laminar con una ve¬ 
locidad v de 40 m/s de magnitud. La corriente se divide en dos partes me¬ 
diante una placa horizontal lisa C. Determine los gastos y Qz en cada una 
de las dos corrientes resultantes, si se sabe que 6 = 30° y que la fuerza to¬ 
tal ejercida por el chorro sobre la placa horizontal es una fuerza vertical de 
500 N. 
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14.63 La manguera que se muestra en la figura descarga agua a razon 
de 1.3 m 3 /min. Si se sabe que tanto en A como en B la corriente de agua se 
mueve con una velocidad de 20 m/s de magnitud y se desprecia el peso de 
la paleta, determine las componentes de las reacciones en C y D. 



Figura PI 4.63 


14.64 Si se sabe que la cuchilla AB del problema resuelto 14.7 tiene 
la forma de un arco de circulo, muestre que la fuerza resultante F ejercida 
por la cuchilla sobre el chorro se aplica en el punto medio C del arco AB. 
( Sugerencia: Primero muestre que la linea de accion de F debe pasar por el 
centra O del circulo.) 


14.65 La corriente de agua que se muestra en la figura fluye a razon 
de 150 gal/min y se mueve con una velocidad de 60 ft/s de magnitud tanto 
en A como en B. La paleta esta soportada por un pasador y una mensula en 
C y por una celda de carga en D, la cual solo puede ejercer una fuerza ho¬ 
rizontal. Si se desprecia el peso de la paleta, determine las componentes de 
las reacciones en C y D (1 ft 3 = 7.48 gal). 

14.66 La manguera que se muestra en la figura descarga agua a razon 
de 200 gal/min. Si se sabe que tanto en B como en C la corriente de agua se 
mueve con una velocidad de 100 ft/s de magnitud y se desprecia el peso de 
la paleta, determine el sistema fuerza-par que debe aplicarse en A para man- 
tener fija la paleta (1 ft 3 = 7.48 gal). 


1.5 in. 

5 in. 



Figura P14.65 



Figura P14.66 
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Sistemas de particulas 


14.67 Un chorro de aire a alta velocidad sale de la boquilla A con una 
velocidad v A y una razon de flujo de masa de 0.36 kg/s. El aire incide sobre 
una paleta ocasionando que gire hasta la position mostrada. La paleta tiene 
una masa de 6 kg. Si se sabe que la magnitud de la velocidad del aire es igual 
en A y B, determine a) la magnitud de la velocidad en A, b) las componen- 
tes de las reacciones en O. 



Figura PI4.67 

14.68 Se descarga carbon desde una banda transportadora a razon de 
120 kg/s. Una segunda banda lo recibe en A y a su vez lo descarga en B. Si 
se sabe que Vj = 3 m/s y v 2 — 4.25 m/s y que la segunda banda y el carbon 
que sostiene tienen una masa total de 472 kg, determine las componentes de 
las reacciones en C y en D. 


0.75 m 



Figura P14.68 

14.6 Mientras vuela a una rapidez de 900 km/h, un avion a propul¬ 
sion succiona aire a razon de 90 kg/s y lo descarga a una velocidad con res- 
pecto al avion de 660 m/s. Determine el arrastre total debido a la friccion 
del aire sobre el aeroplano. 

14.70 El arrastre total debido a la friccion del aire sobre un avion a 
propulsion que vuela a una rapidez de 570 mi/h es de 7 500 lb. Si se sabe 
que la velocidad de escape relativa al avion es de 1 800 ft/s, determine la ra¬ 
zon en lb/s a la que el aire debe pasar a traves del motor. 




































14.71 El avion a propulsion que se muestra succiona aire en A a ra- 
zon de 200 lb/s y lo descarga en B a una velocidad con respecto al avion de 
2 000 ft/s. Determine la magnitud y la linea de action del empuje propulsor 
desarrollado por el motor cuando la rapidez del avion es a) 300 mi/h y b) 600 
mi/h. 


14.72 Con la finalidad de acortar la distancia requerida para aterrizar, 
un avion a propulsion esta equipado con paletas moviles, las cuales invierten 
parcialmente la direction del aire descargado por los motores. Cada uno de 
los motores succiona aire a razon de 120 kg/s y lo descarga a una velocidad 
de 600 m/s en relation con el motor. En un instante cuando la rapidez del 
avion es de 270 km/h, determine el empuje inverso proporcionado por cada 
uno de los motores. 
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270 km/h 



20 ° 

Figura P14.72 


14.73 Un ventilador de piso, disenado para arrojar aire a una veloci¬ 
dad maxima de 6 m/s en una estela de 400 mm de diametro, esta sostenido 
por una base circular de 200 mm de diametro. Si se sabe que el peso total 
del ensamble es de 60 N y que su centro de gravedad se ubica directamente 
por encima del centro de la placa base, determine la altura h maxima a la 
cual debe operarse el ventilador para que no se vuelque. Suponga que la den- 
sidad del aire es p = 1.21 kg/m 3 y desprecie la velocidad de aproximacion 
del aire. 




Figura PI 4.73 


14.74 El helicoptero que se muestra en la figura puede producir una 
rapidez maxima del aire hacia abajo de 80 ft/s en una estela de 30 ft de dia¬ 
metro. Si el peso del helicoptero y la tripulacion es de 3 500 lb y se supone 
que y = 0.076 lb/ft' 3 para el aire, determine la carga maxima que el heli¬ 
coptero puede levantar cuando esta suspendido en el aire. 

Un jet de linea viaja a una rapidez de 600 mi/h mientras cada 
uno de sus tres motores descarga aire con una velocidad relativa al avion de 
2 000 ft/s. Determine la rapidez del jet despues de haber perdido el uso de 
a) uno de sus motores, b) dos de sus motores. Suponga que el arrastre de- 
bido a la friction del aire es proportional al cuadrado de la rapidez y que los 
motores restantes siguen operando al mismo ritmo. 




Figura PI 4.74 


Figura PI 4.75 































































904 Sistemas de particulas 



a 


Figura P14.76 



Figura P14.77 y P14.78 


14.76 Un avion a propulsion de 16 Mg mantiene una rapidez cons- 
tante de 774 km/h mientras asciende a un angulo a = 18°. El avion succiona 
aire a razon de 300 kg/s y lo descarga con una velocidad relativa a la nave de 
665 m/s. Si el piloto cambia a un vuelo horizontal mientras mantiene los mo- 
tores funcionando igual que antes, determine a) la aceleracion inicial del 
avion, b) la maxima rapidez horizontal que alcanzara. Suponga que el arras- 
tre debido a la friction del aire es proportional al cuadrado de la rapidez. 

14.77 El aerogenerador que se muestra en la figura tiene una salida 
de potencia de 5 kW para una rapidez del viento de 30 km/h. Para la rapi¬ 
dez del viento dada, determine a) la energia cinetica de las particulas de aire 
que entran por segundo al circulo de 7.50 m de diametro y b) la eficiencia 
de este sistema de conversion de energia. Suponga que la densidad del aire 
es p = 1.21 kg/m 3 . 

14.78 Para cierta rapidez del viento el aerogenerador que se muestra 
en la figura produce 28 kW de potencia electrica y tiene una eficiencia de 
0.35 como sistema de conversion de energia. Si la densidad del aire es p = 
1.21 kg/m 3 , determine a) la energia cinetica de las particulas de aire que en¬ 
tran por segundo al circulo de 7.50 m de diametro y b) la rapidez del viento. 

14.79 Un avion a propulsion viaja en un vuelo piano a una rapidez de 
570 mi/h, succiona aire a razon de 240 lb/s y lo descarga con una velocidad 
relativa al avion de 2 200 ft/s. Determine a) la potencia que en realidad se 
utiliza para propulsar al avion, b) la potencia total desarrollada por el motor, 
c) la eficiencia mecanica del avion. 

14 0 La helice de un pequeno avion tiene una estela de 6 ft de dia¬ 
metro y produce un empuje de 800 lb cuando el avion esta en reposo sobre 
el suelo. Si y = 0.076 lb/ft 3 para el aire, determine a) la rapidez del aire en 
la estela, b) el volumen de aire que pasa por la helice por segundo, c) la ener¬ 
gia cinetica por segundo impartida al aire en la estela. 



Figura P14.81 


14.81 En una turbina de action una serie de cuchillas desvia un cho- 
rro de agua, de manera que la razon a la que el agua es desviada por las cu¬ 
chillas es igual a la razon con la que el agua sale de la boquilla (Am/At = 
Apv A ). Si se usa la misma notation que en el problema resuelto 14.7, a) de¬ 
termine la velocidad V de las cuchillas para la cual se desarrolla la potencia 
maxima, b) obtenga una expresion para la potencia maxima, c) obtenga una 
expresion para la eficiencia mecanica. 

Un orificio circular entrante (conocido tambien con el nombre 
de boquilla de Borda) de diametro D se situa a una profundidad h por de- 
bajo de la superficie de un tanque. Si se sabe que la rapidez del chorro ex- 
pulsado es v = V2g h y se supone que la rapidez de aproximacion Vi es cero, 
muestre que el diametro del chorro es d = D/\^2. (Sugerencia: Considere 
la section de agua indicada y observe que P es igual a la presion a una pro¬ 
fundidad h multiplicada por el area del orificio.) 


P 



h 


Figura P14.82 






















La profundidad del agua que fluye en un canal rectangular de 
ancho b a una rapidez y a una profundidad di aumenta a una profundi¬ 
dad d 2 , en un salto liidrdulico. Exprese el gasto Q en terminos de b, di y d 2 . 
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v 2 

Ah IA 


Figura P14.83 

* 14.84 Determine el gasto en el canal del problema 14.83, si se sabe 
que b = 12 ft, di = 4 ft y d 2 = 5 ft. 

! La grava que se muestra en la figura cae casi con velocidad cero 
sobre la banda transportadora a una razon constante q = dm/dt. a) Deter¬ 
mine la magnitud de la fuerza P requerida para mantener una velocidad cons¬ 
tante v en la banda. b) Demuestre que la energia cinetica adquirida por la 
grava en un intervalo de tiempo dado es igual a la mitad del trabajo reali- 
zado en ese intervalo por la fuerza P. Explique que le sucede a la otra mi- 
tad del trabajo realizado por P. 



Una cadena de longitud l y masa m cae por un pequeno agu- 
jero en una placa. A1 principio, cuando y es muy pequena, la cadena esta en 
reposo. En cada caso mostrado, determine a) la aceleracion del primer esla- 
bon A como una funcion de y, b) la velocidad de la cadena cuando el ultimo 
eslabon pasa por el agujero. En el caso 1 suponga que los eslabones indivi¬ 
duates estan en reposo hasta que caen por el agujero. En el caso 2 considere 
que en cualquier instante todos los eslabones tienen la misma rapidez. Des- 
precie el efecto de la friction. 



1 ) 2 ) 

Figura PI 4.86 


14.87 Una cadena de longitud I y masa rn se encuentra amontonada 
sobre el piso. Si su extremo A se levanta verticalmente a una rapidez cons¬ 
tante v, exprese en terminos de la longitud y de la cadena que esta fuera del 
piso en cualquier instante dado a) la magnitud de la fuerza P aplicada en A, 
b) la reaction del piso. 


i F 


A 



Figura PI 4.87 
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Figura PI 4.89 y PI 4.90 


14.88 Retome el problema 14.87, y ahora suponga que la cadena se 
baja hacia el suelo a una rapidez constante v. 

14.89 Un automovil de juguete se impulsa mediante agua expulsada 
desde un tanque interno a una velocidad constante relativa al automovil de 
6 ft/s. El peso del automovil vacio es de 0.4 lb y puede contener 2 lb de agua. 
Si se desprecian las demas fuerzas tangenciales, determine la rapidez ma¬ 
xima del automovil. 

1 90 Un automovil de juguete se impulsa mediante agua expulsada 

desde un tanque interno. El peso del automovil vacio es de 0.4 lb y puede 
contener 2 lb de agua. Si se sabe que la rapidez maxima del automovil es de 
8 ft/s, determine la velocidad relativa del agua que se expulsa desde el tan¬ 
que interior. 



Figura P14.91 y P14.92 


14.91 El principal sistema de propulsion del transbordador espacial 
consiste en tres motores de cohete identicos, cada uno de los cuales querna 
el propelente de hidrogeno-oxigeno a razon de 340 kg/s y lo expulsa a una 
velocidad relativa de 3 750 m/s. Determine el empuje total que proporcio- 
nan los tres motores. 

14.92 El principal sistema de propulsion del transbordador espacial 
consiste en tres motores de cohetes identicos que proporcionan un empuje 
total de 6 MN. Determine la razon a la cual cada uno de los tres motores 
quema el propulsor de hidrogeno-oxigeno, si se sabe que este se expulsa con 
una velocidad relativa de 3 750 m/s. 


1 Un vehiculo espacial que describe una orbita circular alrededor 

de la Tierra a una rapidez de 24 X 10 3 km/h libera en su extremo frontal una 
capsula que tiene masa bruta de 600 kg, incluyendo 400 kg de combustible. 
Si el combustible se consume a razon de 18 kg/s y se expulsa con una ve¬ 
locidad relativa de 3 000 m/s, determine a) la aceleracion tangencial de la 
capsula cuando se enciende su motor, b) la maxima rapidez que alcanza 
la capsula. 


«®I0 -0> 

Figura PI4.93 



Figura PI 4.95 


Un cohete tiene una masa de 1 200 kg que incluyen 1 000 kg 
de combustible, el cual se consume a razon de 12.5 kg/s y se expulsa con una 
velocidad relativa de 4 000 m/s. Si se sabe que el cohete se lanza vertical- 
mente desde el suelo, determine su aceleracion a) cuando este es lanzado, 
b) cuando se consume la ultima particula de combustible. 

14.95 Un satelite de comunicaciones climatologico con un peso de 
10 000 lb, que incluye al combustible, ha sido expulsado de un transborda¬ 
dor espacial que describe una orbita circular baja alrededor de la Tierra. Des¬ 
pues de que el satelite se ha alejado lentamente del transbordador hasta una 
distancia segura, se enciende su motor para incrementar la velocidad en 
8 000 ft/s como primer paso en su transferencia a una orbita geosincrona. Si 
se sabe que el combustible se expulsa con una velocidad relativa de 13 750 
ft/s, determine el peso de combustible consumido en esta maniobra. 

Determine el aumento en la velocidad del satelite del problema 
14.95 despues de que se han consumido 2 500 lb del combustible. 
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14.97 Una nave espacial de 540 kg se monta en la parte superior de un 
cohete de 19 Mg de masa, lo que incluye 17.8 Mg de combustible. Si se sabe 
que el combustible se consume a razon de 225 kg/s y que se expulsa con una 
velocidad relativa de 3 600 m/s, determine la rapidez maxima que se imparte 
a la nave espacial cuando el cohete es lanzado verticalmente desde el suelo. 


LJ 

fk 

? 


I 

s 

/I 

» 


B 


A 


Figura PI4.97 


Figura PI 4.98 


14.98 El cohete que se uso para lanzar la nave espacial de 540 kg del 
problema 14.97 se rediseno para incluir dos etapas Ay B, cada una con una 
masa de 9.5 Mg, que incluyen 8.9 Mg de combustible. En este caso el com¬ 
bustible tambien se consume a razon de 225 kg/s y se expulsa con una velo¬ 
cidad relativa de 3 600 m/s. Si se sabe que cuando la etapa A expulsa su ul¬ 
tima parttcula de combustible, su cubierta se desprende y se dispara, 
determine a) la rapidez del cohete en ese instante, b ) la rapidez maxima que 
se imparte a la nave espacial. 

1 1 Determine la altura alcanzada por la nave espacial del problema 

14.97 cuando todo el combustible de su cohete de lanzamiento se ha consu- 
mido. 


14.100 Para la nave espacial y el cohete de lanzamiento de dos etapas 
del problema 14.98, determine la altura a la cual a) se desprende la etapa A 
del cohete, b) se ha consumido el combustible de ambas etapas. 

14.101 En el problema 14.95 determine la distancia que separa al sa¬ 
tellite de comunicaciones del transbordador espacial 60 s despues de haber 
encendido el motor, si se sabe que el combustible se consume a una tasa de 
37.5 lb/s. 


14,102 Para el cohete del problema 14.94, determine a) la altura a la 
cual se ha consumido el combustible, b) la velocidad del cohete en ese mo¬ 
menta. 


14.103 Un avion de propulsion desperdicia la energta cinetica impar- 
tida a los gases de escape. La potencia util es igual al producto de la fuerza 
disponible para impulsarlo y su velocidad. Si v es la rapidez del avion y u es 
la rapidez relativa de los gases expulsados, muestre que la eficiencia meca- 
nica del avion es r\ = 2v/(u + v). Explique por que r\ = 1 cuando u = v. 

14.104 En la propulsion de un cohete se desperdicia la energta cine¬ 
tica que se imparte al combustible consumido y expulsado. La potencia util 
es igual al producto de la fuerza disponible para impulsarlo y su velocidad. Si 
v es la rapidez del cohete y « es la rapidez relativa del combustible expulsado, 
muestre que la eficiencia mecanica del cohete es 17 = 2uv/(u 2 + v 2 ). Expli¬ 
que por que 17 = 1 cuando u = v. 






REPASO Y RESUMEN 
DEL CAPITULO 14 


En este capftulo se estudio el movimiento de sistemas de particu¬ 
las, esto es, el movimiento de un gran numero de particulas con- 
sideradas juntas. En la primera parte del capftulo se consideraron 
los sistemas compuestos por particulas bien definidas, mientras que 
en la segunda parte se analizaron sistemas que continuamente ga- 
nan o pierden particulas, o ambas cosas al mismo tiempo. 


Se definio primero la fuerza efectiva de una partfcula P t de un 


Fuerzas efectivas 


sistema dado como el producto de su masa m, y su aceleracion 
a, con respeeto al sistema de referencia newtoniano centrado en O 
[seccion 14.2]. Se mostro despues que el sistema de fuerzas extemas 


que actuan sobre las particulas y el sistema de las fuerzas efectivas de 


las particulas son equipolentes; esto es, ambos sistemas tienen la mis- 
ma resultante y el mismo momento resultante alrededor de O: 


n 


n 


2 F; = 2 m i a i 


(14.4) 


i=l i =1 


n 


n 


2 ( r i x F ,•) = 2 ( r ; x m&i) 


(14.5) 


Cantidad de movimiento lineal y angular Al definir la cantidad de movimiento lineal L y la cantidad de 

de un sistema de particulas movimiento angular H 0 alrededor del punto O del sistema de par- 

tfculas [seccion 14.3] como 


n n 


L = 2 " 1 ./V; Ho = 2 ( r ; x mPi) (14.6, 14.7) 



se mostro que las ecuaciones (14.4) y (14.5) pueden sustituirse por 
las ecuaciones 


2F = L 2M 0 = H 0 (14.10, 14.11) 


que expresa que la resultante y el momento resultante alrededor 
de O de las fuerzas externas son, respectivamente, iguales a las ta- 


sas de cambio de la cantidad de movimiento lineal y de la cantidad 
de movimiento angular alrededor de O del sistema de particulas. 


Movimiento del centra de masa En la seccion 14.4 se definio el centra de masa de un sistema 

de un sistema de particulas de particulas como el punto G cuyo vector de position r satisface 

la ecuacion 


n 


mr = 2 


(14.12) 
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donde m representa la masa total 2 rn i de las particulas. Al dife- 

i =1 

renciar dos veces ambos miembros de la ecuacion (14.12) con res- 
pecto a t, se obtienen las relaciones 

L = mv L = ma (14.14, 14.15) 

donde v y a representan, respectivamente, la velocidad y la acele- 
racion del centra de masa G. Al sustituir L de (14.15) en (14.10), se 
obtuvo la ecuacion 


2F = ma (14.16) 

a partir de la cual se concluyo que el centro de masa de un sistema 
de particulas se mueve como si la masa total del sistema y todas las 
fuerzas externas estuvieran concentradas en ese punto [problema re- 
suelto 14.1]. 


En la section 14.5 se considero el moviiniento de la particula 
de un sistema con respecto a un sistema de referenda centroidal 
Gx'y'z' unido al centro de masa G del sistema y en traslaeion con 
respecto al sistema de referenda newtoniano Oxijz (figura 14.14). 
Se definio la cantidad de moviiniento angular del sistema alrededor 
de su centro de masa G como la suma de los momentos alrededor 
de G de las cantidades de moviiniento m,v/ de las particulas en su 
moviiniento relativo al sistema de referencia Gx'y'z 1 . Tambien se 
advirtio que el mismo resultado puede obtenerse considerando los 
momentos alrededor de G de las cantidades de moviiniento m,v, : de 
las particulas en su moviiniento absolute. Por lo tanto, se escribio 

n n 

H G = 2 ( r ; x miVi) = 2 (r ; X mpr'i) (14.24) 

i=i i=i 

y se dedujo la relation 

2M g = H g (14.23) 


Cantidad de movimiento angular de un 
sistema de particulas alrededor de su 
centro de masa 



Figura 14.14 


que expresa que el momento resultante alrededor de G de las fuer¬ 
zas externas es igual a la razon de cambio de la cantidad de movi¬ 
miento angular alrededor de G del sistema de particulas. Como se 
vera despues, esta relation es fundamental para el estudio del mo¬ 
vimiento de cuerpos rigidos. 


Cuando no actuan fuerzas externas sobre un sistema de particu¬ 
las [section 14.6] se concluye a partir de las ecuaciones (14.10) y 
(14.11) que la cantidad de movimiento lineal L y la cantidad de mo¬ 
vimiento angular H 0 del sistema se conservan [problemas resueltos 
14.2 y 14.3]. En los problemas en los que intervienen fuerzas centra¬ 
les, la cantidad del movimiento angular del sistema alrededor del cen¬ 
tro de fuerza O tambien se conservara. 


Conservacion de la cantidad de 
movimiento 


La energia cinetica T de un sistema de particulas se definio co¬ 
mo la suma de las energias cineticas de las particulas [section 14.7]: 

T = j 2 mpf 

z i=l 


Energia cinetica de un sistema de 
particulas 


(14.28) 
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Utilizando el sistema de referenda centroidal Gx'y'z' de la figura 
14.14 se advirtio que la energia cinetica del sistema tambien puede 
obtenerse al sumar la energia cinetica \mv 2 asociado con el 
movimiento del centra de inasa G y la energia cinetica del sistema 
en su movimiento relativo al sistema de referencia Gx'y'z': 

T = \mv 2 + - 2 mfil 2 (14.29) 

2 ; = i 

El principio del trabajo y la energia puede aplicarse a un sis¬ 
tema de particulas, asi como a particulas individuales [seccion 14.8]. 
Se escribe 

T, + tli—> 2 = T 2 (14.30) 

y se senalo que U i_^ 2 representa el trabajo de tod as las fuerzas que 
actuan sobre las particulas del sistema, internas y externas. 

Conservacion de la energia Si todas las fuerzas que actuan sobre las particulas del sistema 

son conservativas, es posible determinar la energia potential V del 
sistema y escribir 

T 1 + V 1 = T 2 + V 2 (14.31) 

que expresa el principio de conservacion de la energia para un sis¬ 
tema de particulas. 


Principio del impulso y la cantidad Se vio en la seccion 14.9 que el principio del impulso y la can- 

de movimiento tidad de movimiento para un sistema de particulas se expresa grafi- 
camente como se muestra en la figura 14.15. Se establece que las 
cantidades de movimiento en las particulas en el tiempo ti y los im- 
pulsos de las fuerzas externas desde 1 1 hasta t 2 forman un sistema 
de vectores equipolentes al sistema de cantidades de movimiento de 
las particulas en el tiempo t 2 . 




Si ninguna fuerza externa actua sobre las particulas del sistema, 
los sistemas de las cantidades de movimiento indicados en los in- 
cisos a) y c) de la figura 14.15 son equipolentes y se tiene 

u = L 2 (Ho)! = (H g ) 2 (14.36, 14.37) 

Uso de los principios de conservacion Muchos problemas que implican el movimiento de sistemas de 

en la solucion de problemas en los que particulas pueden resolverse aplicando de manera simultanea el 

principio del impulso y la cantidad de movimiento y el principio de 
la conservacion de la energia [problema resuelto 14.4] o expresando 
que la cantidad de movimiento lineal, la cantidad de movimiento an¬ 
gular y la energia del sistema se conservan [problema resuelto 14.5]. 
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En la segunda parte del capitulo se consideraron los sistemas va¬ 
riables cle particulas. Primero se estudio una corriente estacionaria de 
particulas, como una corriente de agua desviada por una paleta fija o 
el flujo de aire a traves de un motor a reaction [section 14.11]. Al apli- 
car el principio del impulso y la cantidad de movimiento a un sistema 
S de particulas durante un intervalo de tiempo A t y al incluir las par¬ 
ticulas que entran al sistema en A durante ese intervalo de tiempo y 
aquellas (de la misma masa Am) que dejan el sistema en B, se conclu- 
yo que el sistema formado por la cantidad de movimiento (A m)\ A de 
las particulas que entran por S en el tiempo At y los impulsos de las 
fuerzas ejercidas sobre S durante ese tiempo es equipolente a la canti¬ 
dad de movimiento (Am)v B de las particulas que salen de S en el mis- 




Figura 14.16 


mo tiempo At (figura 14.16). Al igualar las componentes x, las compo- 
nentes y y los momentos alrededor de un punto fijo de los vectores 
que intervienen, se podrfan obtener hasta tres ecuaciones, en las que 
se podrfan resolver las incognitas deseadas [problemas resueltos 14.6 
y 14.7], De este resultado seria posible obtener la siguiente expresion 
pai'a la resultante 2F de las fuerzas ejercidas sobre S, 

dm 

2F = — (v B - v A ) (14.39) 

donde v B — v A representa la diferencia entre los vectores \ B y v A y donde 
dm/dt es el gasto de masa de la corriente (vease la nota al pie, pag. 891). 


Considerando a continuation un sistema de particulas que gana 
masa al absorber particulas de manera continua o que pierde masa al 
expulsar particulas continuamente (section 14.12), como en el caso de 
un cohete, se aplica el principio del impulso y la cantidad de movimiento 
al sistema durante el intervalo de tiempo At, teniendo cuidado de in¬ 
cluir las particulas ganadas o perdidas durante ese intervalo de tiempo 
[problema resuelto 14.8]. Tambien se advirtio que la action sobre un 
sistema S de las particulas que se estan absorbiendo por S era equiva- 
lente a un empuje 


P = 



(14.44) 


donde dm/dt es la tasa a la cual se esta absorbiendo la masa y u es 
la veloeidad de las particulas relativa a S. En el caso de particulas 
que estan siendo expulsadas por S, la tasa dm/dt es negativa y el 
empuje P se ejerce en una direction opuesta a aquel en el cual las 
particulas estan siendo expulsadas. 


Sistemas que ganan o pierden masa 


Problemas de repaso 


14.105 Una bala de 30 g se dispara con una velocidad de 480 m/s ha- 
cia un bloque A, el cual tiene una masa de 5 kg. El coeliciente de friction ci- 
netica entre el bloque A y el carrito BC es de 0.50. Si se sabe que el carrito 
tiene una masa de 4 kg y puede rodar libremente, determine a) la velocidad 
final del carrito y el bloque, b) la position final del bloque sobre el carrito. 



x 


C 


B 


Figura PI4.105 

14 108 Una locomotora A de 80 Mg que viaja a 6.5 km/h choca con 
un carro plataforma C de 20 Mg que transporta una carga B de 30 Mg, la 
cual puede deslizarse a lo largo del piso (/i* = 0.25). Si se sabe que el carro 
plataforma estaba en reposo, sin frenos, y que se acoplo automaticamente 
con la locomotora luego del impacto, determine la velocidad del carro pla¬ 
taforma a) inmediatamente despues del impacto, b) despues de que la carga 
se ha deslizado con relation al carro plataforma hasta llegar a un tope. 



14.107 Tres vagones de carga identicos tienen las velocidades que se 
indican en la figura. Si el vagon A primero golpea al vagon B, determine la 
velocidad de cada vagon despues de que hayan ocurrido todas las colisiones 
si a) los tres vagones se acoplan de rnanera automatica, b) si los vagones A y 
B se acoplan automaticamente mientras que los vagones B y C rebotan uno 
contra el otro con un coeficiente de restitution e = 0.8. 
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14.108 Un helicoptero A de 9 000 lb viajaba hacia el este a una rapi- 
dez de 75 mi/h y a una altura de 2 500 ft, cuando fue golpeado por un heli¬ 
coptero B de 12 000 lb. Como resultado de la colision, los dos helicopteros 
perdieron altura y sus restos trenzados cayeron al suelo en 12 s en un punto 
localizado 1 500 ft al este y 384 ft al sur del punto de impacto. Si se despre- 
cia la resistencia del aire, determine las componentes de la velocidad del he¬ 
licoptero B justo antes del choque. 

14.109 Un bloque B de 15 lb se encuentra en reposo y un resorte de 
constante k = 72 lb/in. se mantiene comprimido 3 in. mediante una cuerda. 
Despues de colocar el bloque A de 5 lb contra el extremo del resorte, se 
corta la cuerda ocasionando que Ay B se muevan. Si se desprecia la friction, 
determine las velocidades de los bloques Ay B inmediatamente despues de 
que A despegue de B. 



Figura PI4.109 


14.110 Un bloque B de 9 kg parte del reposo y se desliza hacia de- 
bajo sobre la superficie inclinada de una cuna A de 15 kg, la cual esta so- 
portada por una superficie horizontal. Si se desprecia la friction, determine 
a) la velocidad de B en relation con A despues de que el bloque se haya des- 
lizado hacia abajo 0.6 m sobre la superficie de la cuna, b) la velocidad co- 
rrespondiente de la cuna. 



Figura P14.110 


14 Cada unidad de tiernpo se descarga una masa q de arena so¬ 

bre una banda transportadora que se mueve con una velocidad v 0 . La arena 
se desvia mediante una placa A de rnodo que cae en una corriente vertical. 
Despues de caer una distancia h, la arena se desvia de nuevo mediante una 
placa curva en B. Si se desprecia la friction entre la arena y las placas, de¬ 
termine la fuerza requerida para mantener en la position mostrada a) la placa 
A, b) la placa B. 


v o 



Figura PI 4.111 
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14.112 La componente final de un sistema transportador recibe arena 
a razon de 100 kg/s en A y la descarga en B. La arena se rnueve horizontal- 
mente en A y B con una velocidad de magnitud v A = v B = 4.5 m/s. Si se 
sabe que el peso combinado de la componente y de la arena que soporta es 
W = 4 kN, determine las reacciones en C y D. 



14.113 Un aspersor de jardin tiene cuatro brazos rotatorios, cada 
uno de los cuales consta de dos secciones rectas horizontales de tubo que 
forman un angulo de 120°. Cada brazo descarga agua a razon de 20 L/min 
con una velocidad de 18 m/s relativa al brazo. Si se sabe que la friccion en- 
tre las partes moviles y estacionarias del aspersor es equivalente a un par de 
magnitud M = 0.375 N • m, determine la razon constante a la cual gira el 
aspersor. 



Figura PI4.113 
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14.114 Los eslabones de los extremos de una cadena se encuentran 
amontonados en A y C. Cuando se le da una velocidad initial v, la cadena se 
mantiene en movimiento libre a esa rapidez sob re la polea en B. Desprecie 
la friction y determine el valor requerido de h. 


B 



Figura P14.114 


Un vagon de ferrocarril de longitud L y masa m 0 cuando esta 
vacio, se mueve con libertad sobre una via horizontal mientras se carga con 
arena que proviene de un conducto estacionario a una razon dm/dt = q. Si 
se sabe que el vagon se aproximaba al conducto a una rapidez v 0 , determine 
a) la masa del vagon y su carga despues de que este ha dejado atras al con¬ 
ducto, b) la rapidez del vagon en ese momenta. 



Figura P14.115 


Un metodo posible para reducir la rapidez de un avion de en- 
trenamiento cuando desciende sobre un portaviones consiste en enganchar 
la cola del avion al extremo de una cadena pesada de longitud l, la cual esta 
amontonada debajo de la cubierta. Si se denota con m la masa del avion y 
con u 0 su rapidez al hacer contacto con el portaaviones, y se supone que no 
existe otra fuerza retardadora, determine a) la masa requerida de la cadena 
si la rapidez del avion debe reducirse a /3u 0 , donde /3 < 1, b) el maximo va¬ 
lor de la fuerza ejercida por la cadena sobre el avion. 



Figura P14.116 
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14.Cl Un hombre y una mujer de pesos W/, y W m , estan de pie en ex- 
tremos opuestos de un bote de peso Wj,, listos para lanzarse con velocidades 
relativas al bote y v m , respectivamente. Use software para determinar la ve- 
locidad del bote despues de que ambos se hayan lanzado, si a) la mujer se lanza 
primero, b) el hombre se lanza primero. En primer lugar utilice este software 
para resolver el problema 14.4 como se establecio originalmente, despues re- 
suelva ese problema suponiendo que las velocidades de la mujer y el hombre 
relativas al bote son, respectivamente, i) 14 ft/s y 18 ft/s, ii) 18 ft/s y 14 ft/s. 


14.C2 Un sistema de particulas esta formado por n particulas A; de 
masa y coordenadas x h !/,• y z t con velocidades de componentes (v x ) { , («„)j 
Figura PI4.Cl y (v z ) t . Deduzca expresiones para las componentes de la cantidad de movi- 

miento angular del sistema alrededor del origen O de las coordenadas. Uti¬ 
lice software para resolver los problemas 14.9 y 14.13. 


14.C3 Una bomba que se mueve con una velocidad de componentes 
conocidas v x , v tJ y v z explota en tres fragmentos de pesos Wi, W 2 y W 3 en el 
punto A 0 a una distancia d de una pared vertical. Use software para determi¬ 
nar las velocidades de los tres fragmentos inmediatamente despues de la ex¬ 
plosion, si se conocen las coordenadas x, ; y ij h de los puntos A ; (i = 1, 2, 3) 
donde los fragmentos golpean la pared. Utilice este software para resolver a) 
el problema 14.25, b) el problema 14.26. 


y 



916 


Figura P14.C3 
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14.C4 Cuando un avion de entrenamiento de 6 000 kg desciende so- 
bre un portaaviones con una velocidad de 180 km/h, su cola se engancha en 
el extremo de una larga cadena de 80 m que se encuentra amontonada de- 
bajo de la cubierta. Si se sabe que la cadena tiene una masa por unidad de 
longitud de 50 kg/m y se supone que no hay otra fuerza retardadora, utilice 
software para determinar la distancia recorrida por el avion mientras la ca¬ 
dena esta siendo jalada y los valores correspondientes del tiernpo transcu- 
rrido, asi como la velocidad y la desaceleracion del avion. 



Figura P14.C4 


14.C5 Un avion a propulsion de 16 Mg mantiene una velocidad cons- 
tante de 774 km/h mientras asciende con un angulo a = 18°. El avion suc- 
ciona aire a razon de 300 kg/s y lo descarga con una velocidad relativa a la 
aeronave de 665 m/s. Si se sabe que el piloto carnbia el angulo de ascenso a 
mientras mantiene a los motores funcionando igual, use software para 
calcular y graficar con los valores de a entre 0 y 20° a) la aceleracion initial 
del avion, b) la rapidez maxima que alcanzara. Suponga que el arrastre de- 
bido a la friction del aire es proportional al cuadrado de la rapidez. 



Figura P14.C5 


14 6 Un cohete tiene una masa de 2 400 lb, lo que incluye 2 000 lb 

de combustible, el cual se consume a razon de 25 lb/s y se expulsa con una 
velocidad relativa de 12 000 ft/s. Si se sabe que el cohete se dispara verti- 
calmente desde el suelo y se supone un valor constante para la aceleracion 
de la gravedad, utilice intervalos de tiempo de 4 s y software para calcular y 
graficar, desde el momenta del encendido hasta el instante en que se con¬ 
sume la ultima particula de combustible, a) la aceleracion a del cohete en 
ft/s 2 , b) su velocidad v en ft/s y c) su elevation h sobre el suelo en rnillas. 
( Sugerencia : Use para v la expresion obtenida en el problema resuelto 14.8 
e integre esta expresion analiticamente para obtener h.) 








El enorme ciguenal pertenece a un motor 
a diesel de dos tiempos Wartsila-Sulzer 
RTA96-C turbocargado. En este capitulo 
usted aprendera a llevar a cabo el analisis 
cinematico de cuerpos rigidos que realizan 
traslacion, rotation alrededor de un eye fijo 
y movimiento piano general. 
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15.1. INTRODUCCION 


CAPITULO 15 CINEMATICA 
DE CUERPOS RIGIDOS 

Introduccion 

Traslacion 

Rotacion alrededor de un eje fijo 
Ecuaciones que definen la 
rotacion de un cuerpo rigido 
alrededor de un eje fijo 
Movimiento piano general 
Velocidad absoluta y velocidad 
relativa en el movimiento piano 
Centro instantaneo de rotacion 
en el movimiento piano 
Aceleraciones absoluta y relativa 
en el movimiento piano 
Analisis del movimiento piano en 
terminos de un parametro 
Razon de cambio de un vector 
con respecto a un sistema de 
referencia en rotacion 
Movimiento piano de una 
parti'cula relativa a un sistema de 
referencia en rotacion. 
Aceleracion de Coriolis 
Movimiento alrededor de un 
punto fijo 

Movimiento general 
Movimiento tridimensional de una 
parti'cula con respecto a un 
sistema de referencia en 
rotacion. Aceleracion de Coriolis 
Sistema de referencia en 
movimiento general 



En este capitulo se considera la cinematica de cuerpos rigidos. Se inves- 
tigan las relaciones existentes entre el tiempo, las posiciones, las veloci- 
dades y las aceleraciones de las diferentes particulas que forman un cuerpo 
rigido. Como se vera, los diferentes tipos de movimiento de cuerpo rigido 
pueden agruparse de manera conveniente en la forma que sigue: 



1 . 


2 . 


Figura 15.1 

Traslacion. Se afirma que un movimiento sera de traslacion si 
toda liiiea recta dentro del cuerpo mantiene la misma direc¬ 
tion durante el movimiento. Tambien puede observarse que 
en la traslacion todas las particulas que constituyen el cueipo 
se mueven a lo largo de trayectorias paralelas. Si estas trayec- 
torias son lineas rectas, se afirma que el movimiento es una 
traslacion rectilmea (figura 15.1); si las trayectorias son lineas 
curvas, el movimiento es una traslacion curvilinea (figura 15.2). 

Rotacion alrededor de un eje fijo. En este movimiento, las par¬ 
ticulas que forman al cuerpo rigido se mueven en pianos pa- 
ralelos a lo largo de circulos centrados sobre el mismo eje fi¬ 
jo (figura 15.3). Si este eje, llamado eje de rotacion, interseca 
al cuerpo rigido, las particulas localizadas sobre el eje tienen 
velocidad cero y aceleracion cero. 

La rotacion no debe confundirse con ciertos tipos de trasla¬ 
cion curvilinea. Por ejemplo, la placa que se muestra en la figu¬ 
ra 15.4 a es una traslacion curvilinea, con todas sus particulas mo- 
viendose a lo largo de circulos paralelos, mientras que la placa 
que se muestra en la figura 15.4b esta en rotacion, con todas sus 
particulas moviendose a lo largo de circulos concentricos. 



a) Traslacion curvilinea 

Figura 15.4 


b) Rotacion 
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En el primer caso, cualquier linea recta dada dibujada sobre 151 ■ introduccion Q21 

la placa mantendra la misma direction, en tanto que en el se- 
gundo caso, el punto O permanece fijo. 

Como cada particula se mueve en un piano determinado, 
se afirma que la rotacion del cuerpo alrededor de un eje fijo 
es un movimiento piano. 

3. Movimiento piano general. Hay muchos otros tipos de movi¬ 
miento piano, esto es, movimientos en los cuales todas las par- 
ticulas del cuerpo se mueven en pianos paralelos. Cualquier 
movimiento piano que no es ni una rotacion ni una traslacion 
se conoce como un movimiento piano general. En la figura 
15.5 se dan dos ejemplos de movimiento piano general. 



a) Rueda rodando 

Figura 15.5 



b) Barra corrediza 


4. Movimiento alrededor de un punto fijo. El movimiento tridi¬ 
mensional de un cuerpo rfgido unido a un punto fijo O, por 
ejemplo, el movimiento de un trompo sobre un piso rugoso 
(figura 15.6), se conoce como movimiento alrededor de un 
punto fijo. 



Figura 15.6 


5. Movimiento general. Cualquier movimiento de un cuerpo rf¬ 
gido que no entra en ninguna de las categories anteriores se 
conoce como movimiento general. 

Despues de un breve analisis en la section 15.2 del movimiento 
de traslacion, en la section 15.3 se considera la rotacion de un cuerpo 
rfgido alrededor de un eje fijo. Se definira la velocidad angular y la 
aceleracion angxdar de un cuerpo rfgido alrededor de un eje fijo, y el 
lector aprendera a expresar la velocidad y la aceleracion de un punto 
dado del cuerpo en terminos de su vector de position, de la velocidad 
angular y de la aceleracion angular del cuerpo. 

Las siguientes secciones se dedican al estudio del movimiento piano 
general de un cuerpo rfgido y a su aplicacion al analisis de mecanismos 
tales como engranes, bielas y eslabones conectados por medio de pasa- 
dores. Al deseomponer el movimiento piano de una placa en una trasla¬ 
cion y una rotacion (secciones 15.5 y 15.6), se expresara la velocidad de 
un punto B de la placa como la suma de la velocidad de un punto de re¬ 
ferenda A y de la velocidad de B relativa al sistema de referenda que se 
traslada con A (esto es, que se mueve con A pero que no gira). El mis- 
mo planteamiento se utiliza posteriormente en la section 15.8 para ex¬ 
presar la aceleracion de B en terminos de la aceleracion de A, y la acele¬ 
racion de B relativa a un sistema de referenda que se traslada con A. 
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Fotografi'a 15.1 Esta replica de un ariete en 
Chateau des Baux , Francia, realiza traslacion 
curvilinea. 


Un metodo alternative para el analisis de velocidades en movimien- 
to piano, basado en el concepto de centro instantdneo de rotacion, se 
proporciona en la section 15.7; e incluso otro metodo de analisis, ba¬ 
sado en el uso de expresiones parametricas para las coordenadas de un 
punto dado, se presenta en la seccion 15.9. 

El movimiento de una particula relativo a un sistema de referen- 
cia en rotacion y el concepto de aceleracidn de Coriolis se estudian en 
las secciones 15.10 y 15.11, y los resultados que se obtienen se aplican 
al analisis del movimiento piano de mecanismos que contienen partes 
que deslizan entre si. 

La parte restante del capitulo se dedica al analisis del movimien¬ 
to en tres dimensiones de un cuerpo rigido, a saber, el movimiento de 
un cuerpo rigido como un punto fijo y el movimiento general de un 
cuerpo rigido. En las secciones 15.12 y 15.13 se utiliza un sistema de 
referencia fijo o sistema de referencia en traslacion para realizar este 
analisis; en las secciones 15.14 y 15.15 sera considerado el movimien¬ 
to del cuerpo relativo al sistema de referencia en rotacion o a un sis¬ 
tema de referencia en movimiento general, y se volvera a usar el con¬ 
cepto de aceleracion de Coriolis. 


15.2. TRASLACION 

Considere un cuerpo rigido en traslacion (ya sea rectilinea o curvili¬ 
nea), y deje que Ay B sean cualesquiera dos de sus particulas (figura 
15.7a). Al denotar, respectivamente, por r A y r B los vectores de posi¬ 
tion de Ay B con respecto a un sistema de referencia fijo y mediante 
r B / A al vector que une a A y B, se escribe 


r B = r A + r B/A (15.1) 

Se diferencia esta relation con respecto a t. Hay que resaltar que de 
la definition pura de traslacion, el vector r B / A debe mantener una di¬ 
rection constante; su magnitud tambien debe ser constante, ya que A 



Figura 15.7 









y B pertenecen al mismo cuerpo rigido. De tal modo, la derivada de 15,3, Rotacion alrededor de un e i e f| i° 923 

r B/A es cero y se tiene 


v B =v A (15.2) 

Al diferenciar una vez mas, se escribe 

a B = a A (15.3) 

En consecuencia, cuando un cuerpo rigido estd en traslacion, todos 
los puntos del cueiyo tienen la misma velocidad y la rrrisma aceleracidn 
en cualquier instante dado (figura 15.7b y c ). En el caso de traslacion cur- 
vilinea, la velocidad y la aceleracion cambian en direction, asi como en 
magnitud, en cada instante. En el caso de traslacion rectilinea, todas las 
paiticulas del cuerpo se mueven a lo largo de lineas rectas paralelas, y su 
velocidad y aceleracidn se mantienen en la misma direction durante el 
movimiento completo. 


15.3. ROTACION ALREDEDOR DE UN EJE FIJO 

Considere un cuerpo rigido que gira alrededor de un eje fijo AA'. Sea 
P un punto del cuerpo y r su vector de position con respecto a un sis- 
tema de referencia fijo. Por conveniencia, se supone que el sistema de 
referenda esta centrado en el punto O sobre AA' y que el eje 3 coin¬ 
cide con AA' (figura 15.8). Sea B la proyeccion de P sobre AA'; pues- 
to que P debe permanecer a una distancia constante de B, describira 
un circulo de centra B y de radio r sen 4>, donde (b denota el angulo 
formado por r y AA'. 

La position de P y del cuerpo completo esta definida totalmente 
por el angulo 0 que forma la linea BP con el piano zx. El piano 0 se 
conoce como coordenada angular del cuerpo y se define como positi- 
va cuando se ve en sentido contrario al de las manecillas del reloj des- 
de A'. La coordenada angular se expresara en radianes (rad) o, en oca- 
siones, en grados (°) o revoluciones (rev). Recuerdese que 

1 rev = 2-77 rad = 360° 



Recuerdese de la section 11.9 que la velocidad v = dr/dt de una 
particula P es un vector tangente a la trayectoria de P y de magnitud 
v = cls/dt. Al observar que la longitud A s del arco descrito por P cuan¬ 
do el cuerpo gira un angulo A0 es 

As = (BP) A6 = (r sen <t>) Ad 

y al dividir ambos miembros entre At, se obtiene en el limite, cuando 
At tiende a cero, 


v = = rG sen 4> (15-4) 

donde 0 denota la derivada en el tiempo de 0. (Advierta que el angu¬ 
lo 0 depende de la position de P dentro del cuerpo, pero que la razon 
de cambio 0 es en si misma independiente de P.) La conclusion es que 



Fotografi'a 15.2 Para el engrane central que 
gira alrededor de un eje fijo, su velocidad y 
aceleracion angulares son vectores dirigidos a lo 
largo del eje de rotacion vertical. 
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Figura 15.9 


la velocidad v de P es un vector perpendicular al piano que contiene 
a AA' y r, y de magnitud v definida por (15.4). Pero este es precisa- 
mente el resultado que se obtendrfa al dibujar un vector to = 0k a lo 
largo de AA' y se formara el producto vectorial to X r (figura 15.9). 
Entonces se escribe 


dr V 

v = — = to X r 

dt 


(15.5) 


El vector 

to = tok = 0k (15.6) 

que esta dirigido a lo largo del eje de rotation se denomina la veloci¬ 
dad angular del cuerpo y es igual en magnitud a la razon de cambio 0 
de la coordenada angular; su sentido puede obtenerse mediante la re¬ 
gia de la mano derecha (section 3.6) con base en el sentido de rotation 
del cuerpo. f 

La aceleracion a de la particula P se determinara a continuation. 
Al diferenciar (15.5) y recordar la regia de differentiation de un pro¬ 
ducto vectorial (section 11.10), se escribe 


dv d , , 

a = i# = * ( “* r) 

doj dr 

= —r~ X r + to X — 

dt dt 


dot 

dt 


X r + to X v 


(15.7) 


El vector dto/dt se denota mediante a; y se denomina aceleracion an¬ 
gular del cuerpo. Al sustituir tambien v de (15.5), se tiene 


a = aXr + toX (to X r) 


(15.8) 


Al diferenciar (15.6) y recordar que k es constante en magnitud y di¬ 
rection, se tiene 

a = ctk = tok = 0k (15.9) 

De tal modo, la aceleracion angular de un cuerpo que gira alrededor de 
un eje fijo es un vector dirigido a lo largo del eje de rotation, y es igual 
en magnitud a la tasa de cambio to de la velocidad angular. Volviendo a 
(15.8), observe que la aceleracion de P es la suma de dos vectores. El pri¬ 
mer vector es igual al producto vectorial a X r; es tangente al drculo des- 
crito por P y, por lo tanto, representa la componente tangential de la ace¬ 
leracion. El segundo vector es igual al triple producto vectorial (mixto de 
tres vectores) to X (toXr) obtenido al formar el producto vectorial 
de to y to x r; ya que to X r es tangente al drculo que describe P, el tri¬ 
ple producto vectorial esta dirigido hacia el centra B del drculo y, por 
consiguiente, representa la componente normal de la aceleracion. 

f Se demostrara en la seccion 15.12 en el caso mas general de un cuerpo rfgido que ro¬ 
ta simultaneamente alrededor de ejes que tienen diferentes direcciones. que las velocida- 
des angulares obedecen la ley de suma del paralelogramo y, por ello, verdaderamente son 
cantidades vectoriales. 
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Rotacion de una placa representativa. La rotacion de un cuer- 
po rfgiclo alrededor de un eje fijo puede definirse mediante el movimien- 
to de una placa representativa en un piano de referencia perpendicular 
al eje de rotacion. Se elige el piano xy como el piano de referencia y se 
supone que coincide con el piano de la figura, con el eje 3 apuntando ha- 
cia fuera del papel (figura 15.10). Al recordar de (15.6) que to = wk. se 



nota que un valor positivo del escalar to corresponde a una rotacion en 
el sentido contrario al de las manecillas del reloj de la placa represen¬ 
tativa, y un valor negativo a una rotacion en el sentido de las maneci- 
llas del reloj. Al sustituir wk por to en la ecuacion (15.5), se expresa la 
velocidad de cualquier punto P dado de la placa como 


v = &>k X r 


(15.10) 


Puesto que los vectores k y r son mutuamente perpendiculares, la mag- 
nitud de la velocidad v es 


v = rto 


(15.10') 


y su direction puede obtenerse al girar r 90° en el sentido de rotacion 
de la placa. 

Al sustituir ta = o>k ya = ak en la ecuacion (15.8) y observar que 
el doble producto cruz de r por k origina una rotacion de 180° del vec¬ 
tor r, se expresa la aceleracion del punto P como 


a = ak X r — a> 2 r 


(15.11) 


Al descomponer a en las componentes tangential y normal (figura 
15.11), se escribe 

a f = ak X r a t = ra (15.11') 

a„ = — w 2 r a n = rto 2 

La componente tangencial a t apunta en la direction contraria a la del 
movimiento de las manecillas del reloj si el escalar a es positivo, y en 
la direction del movimiento de las manecillas del reloj si a es negati¬ 
vo. La componente normal a„ siempre apunta en la direction opuesta 
a la de r, esto es, hacia O. 
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15.4. ECUACIONES QUE DEFINEN LA ROTACION 
DE UN CUERPO RIGIDO ALREDEDOR DE UN EJE FIJO 



Fotograffa 15.3 Si el rollo inferior tiene una 
velocidad angular constante, la rapidez con la 
que el papel esta siendo enrollado se incrementa 
conforme el radio aumenta. 


Se afirma que se conoce el movimiento de un cuerpo rfgido que gira 
alrededor de un eje fijo AA! cuando su coordenada angular 9 puede 
expresarse como una funcion conocida de t. Sin embargo, en la prac- 
tica la rotacion de un cuerpo rfgido rara vez se define mediante una 
relation entre 9 y t. Con mayor frecuencia, las condiciones de movi¬ 
miento se especificaran mediante el tipo de aceleracion angular que 
posea el cueipo. Por ejemplo, es posible que a se de como una fun- 
cion de t, como una funcion de 9 o como una funcion de oj. Al recor- 
dar las relaciones (15.6) y (15.9), se escribe 



(15.12) 


dw d z 9 


(15.13) 


o, al despejar (15.12) dt y sustituir en (15.13), 


da) 

> d9 


(15.14) 


Puesto que estas ecuaciones son similares a las que se obtuvieron en 
el capftulo 11 para el movimiento rectilmeo de una partfcula, su inte¬ 
gration puede efectuarse siguiendo el procedimiento descrito en la sec¬ 
tion 11.3. 

Con frecuencia se encuentran dos casos particulares de rotacion: 


Rotacion uniforme. Este caso se caraeteriza por el hecho de 
que la aceleracion angular es cero. Consecuentemente, la ace¬ 
leracion angular es constante, y la coordenada angular esta da- 
da por la formula 


9 = 9 0 + mt (15.15) 

2, Rotacion acelerada uniformemente. En este caso, la acelera¬ 
cion angular es constante. Las siguientes formulas que relacio- 
nan la velocidad angular, la coordenada angular y el tiempo 
pueden obtenerse entonces de manera similar a la que se des¬ 
cribe en la section 11.5. La similitud entre las formulas deri- 
vadas aquf y aquellas obtenidas para el movimiento rectilmeo 
uniformemente acelerado de una partfcula es manifiesta. 


a) = oo 0 + at 

9 = 9 o + (o 0 t + \at 2 (15.16) 

a) 2 = cap + 2 a(9 — 9 0 ) 


Debe subrayarse que la formula (15.15) solo se usa cuando a = 0, y 
las formulas (15.16) solo cuando a = constante. En cualquier otro ca¬ 
so, deben emplearse las formulas generales (15.12) a (15.14). 






c 


PROBLEMA RESUELTO 15.1 



La carga B se conecta a una polea doble mediante uno de los dos cables 
inextensibles que se muestran. El movimiento de la polea se controla me¬ 
diante el cable C, el cual tiene una aceleracion constante de 9 in./s 2 y una 
velocidad inicial de 12 in./s, ambas dirigidas hacia la derecha. Determine a) 
el numero de revoluciones ejecutadas por la polea en 2 s, b) la velocidad y 
el cambio en la position de la carga B despues de 2 s, y c) la aceleracion del 
punto D sobre el borde de la polea interna cuando 1 = 0. 


SOLUCION 



a) Movimiento de la polea. Puesto que el cable es inextensible, la 
velocidad del punto D es igual a la velocidad del punto C y la componente 
tengencial de la aceleracion de D es igual a la aceleracion de C. 

(v D )0 = (v c )o = 12 in./s (a D ) f = a c = 9 in./s 2 

Al observar que la distancia desde D hasta el centra de la polea es de 3 in., 
se escribe 


(vd)o = r( °o 12 in./s = (3 in.)w 0 to 0 = 4 rad/s J 

( a D )t = ra 9 in./s 2 = (3 in.)a a = 3 rad/s 2 J 

Con base en las ecuaciones del movimiento uniformemente acelerado, se ob- 
tiene, para t = 2 s, 

<j) = to 0 + = 4 rad/s + (3 rad/s z )(2 s) = 10 rad/s 

w = 10 rad/s J 

0 = u> 0 t + \at z = (4 rad/s)(2 s) + |-(3 rad/s 2 )(2 s) 2 = 14 rad 
9 = 14 rad j 

1 rev 
2 t t rad 

b) Movimiento de la carga B. Mediante el uso de las relaciones 
siguientes entre el movimiento lineal y el angular con r = 5 in., se escribe 

v B = rco = (5 in.)(10 rad/s) = 50 in./s v B = 50 in./s 'l M 

Aij b = rd = (5 in.)(14 rad) = 70 in. A i/ B = 70 in. hacia arriba M 

c) Aceleracion del punto D en t = 0. La componente tangential 
de la aceleracion es 

(a D )t = a c = 9 in./s 2 -> 

Puesto que, en / = 0, co 0 = 4 rad/s, la componente normal de la aceleracion 
es 

(a D ) n = r D (OQ = (3 in.)(4 rad/s) 2 = 48 in./s 2 (a D ) n = 48 in./s 2 1 

La magnitud y direction de la aceleracion total puede obtenerse al escribir 

tan cj) = (48 in./s 2 )/(9 in./s 2 ) </> = 79.4° 

a D sen 79.4° = 48 in./s 2 a D = 48.8 in./s 2 

a D = 48.8 in./s 2 ^ 79.4° ◄ 


Numero de revoluciones = (14 rad) 


j = 2.23 rev ◄ 
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RESOL UCION DE PROB LEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


En esta lection se inicia el estudio del movimiento de cuerpos rigidos considerando 
dos tipos particulares de su movimiento: traslacion y rotacidn alrededor de un eje fijo. 

1. Cuerpo rigido en traslacion. En cualquier instante dado, todos los puntos 
de un cuerpo rigido en traslacion tienen la misma velocidad y la misma aceleracion 
(figura 15.7). 

2. Cuerpo rigido que gira alrededor de un eje fijo. La position de un cuer¬ 
po rigido que gira alrededor de un eje fijo se definio en cualquier instante dado me- 
diante la coordenada angular 6, que suele medirse en raclianes. Al elegir el vector 
unitario k a lo largo del eje fijo, de manera tal que la rotation del cuerpo aparece en 
sentido contrario al de las manecillas del reloj cuando se observa desde la punta de 
k, se definio la velocidad angular w y la aceleracion angular a del cuerpo: 

to = 0k a = 0 k (15.6, 15.9) 

En la solution de problemas, tengase presente que los vectores to y a estan dirigi- 
dos ambos a lo largo del eje fijo de rotation y que su sentido puede obtenerse me- 
diante la regia de la mano derecha. 

a) La velocidad de un punto P de un cuerpo que gira alrededor de un eje fi¬ 
jo se determino como 

v = to X r (15.5) 

donde to es la velocidad angular del cuerpo y r es el vector de position dibujado des¬ 
de cualquier punto sobre el eje de rotacion hasta el punto P (figura 15.9). 

b) La aceleracion del punto P se determino como 

a = a X r + to X (to X r) (15.8) 

Puesto que los productos vectoriales no son conmutativos, haij que asegurarse de es- 
cribir los vectores en el orclen indicado cuando se use cualquiera de las dos ecuacio- 
nes anteriores. 

3. Rotacidn de una placa representativa. En muchos problemas se puede re- 
ducir el analisis de la rotacidn de un cuerpo tridimensional alrededor de un eje fijo 
mediante el estudio de la rotacidn de una placa representativa en un piano perpen¬ 
dicular al eje fijo. El eje z debe dirigirse a lo largo del eje de rotacidn y apuntar ha- 
cia fuera del papel. Asi, la placa representativa girara en el piano xy alrededor del 
origen O del sistema de coordenadas (figura 15.10). 

Para resolver problemas de este tipo es necesario realizar lo siguiente: 

a) Dibujar un diagrama de la placa representativa que muestre sus dimen- 
siones, su velocidad angular y la aceleracion angular, asi como los vectores que re- 
presentan las velocidades y aceleraciones de los puntos de la placa para los cuales se 
tiene o se busca information. 
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b) Relacionar la rotacion de la placa y el movimiento de los pantos de la 
misma al escribir las ecuaciones 


v = raj (15.10') 

a t = ra a n = raj 2 (15.11') 

llecuerde que la velocidad v y la componente a, de la aceleracion de un punto P de 
la placa son tangentes a la trayectoria circular descrita por P. Las direcciones de v y 
a, se encuentran al girar el vector de position r 90° en el sentido indieado por to 
y a, respeetivamente. La componente normal a„ de la aceleracion de P siempre es- 
ta dirigida hacia el eje de rotacion. 

4. Ecuaciones que definen la rotacion de un cuerpo rigido. Es posible que 
le complazca la similitud que existe entre las ecuaciones que definen la rotacion de 
un cuerpo rigido alrededor de un eje fijo [ecuaciones (15.12) a la (15.16)] y las del 
capitulo 11 que definen el movimiento rectilineo de una particula [ecuaciones (11.1) 
a (11.8)]. Todo lo que se necesita hacer para obtener un nuevo conjunto de ecuacio¬ 
nes es sustituir d, to y a por x, v y a en las ecuaciones del capitulo 11. 
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Problemas 


15.1 El movimiento de una leva se define por medio de la relation 
9 = t 3 — 9 t z + 15f, donde 6 se expresa en radianes y t en segundos. Deter¬ 
mine la coordenada angular, la velocidad angular y la aceleracion angular de 
la leva cuando a) t = 0, b) t = 3 s. 

15.2 Para la leva del problema 15.1, determine el tiempo, la coorde¬ 
nada angular y la aceleracion angular cuando la velocidad angular es cero. 

15.3 El movimiento de una manivela oscilante se define por medio de 
la relation 6 = 6 0 sen (irt/T) — (0.50 O ) sen (2 irf/T), donde 9 se expresa en 
radianes y t en segundos. Si se sabe que 0 O = 6 rad y T = 4 s, determine la 
coordenada angular, la velocidad angular y la aceleracion angular de la 
manivela cuando a) t = 0, b) t = 2 s. 


Retome el problema 15.3, cuando t = Is. 

15.5 El movimiento de un disco que gira en un bano de aceite se 
define mediante la relation 6 = 0 O (1 — e~ f 4 ), donde 9 se expresa en radia¬ 
nes y t en segundos. Si se sabe que 6 0 = 0.40 rad, determine la coordena¬ 
da angular, la velocidad angular y la aceleracion angular del disco cuando 
a) t = 0, b) t = 3 s, c) t = oo. 



Figura P15.7 


15.6 La aceleracion angular de un disco oscilante se define mediante la 
relation a = -k.9. Determine a) el valor de k para el cual co = 8 rad/s cuan¬ 
do 9 = 0 y 9 = 4 rad cuando co = 0, b) la velocidad angular del disco cuando 
0 = 3 rad. 


15.7 Cuando se pone en operation, un motor alcanza su velocidad 
nominal de 3 300 rpm en 6 s y cuando el motor se desactiva tarda 80 s para 
llegar al reposo. Si se supone que el movimiento es uniformemente acele- 
rado, determine el numero de revoluciones que ejecuta el motor a) para al- 
canzar la velocidad nominal, b) para detenerse. 


15.8 El rotor de una turbina de gas esta girando a una velocidad de 
6 900 rpm cuando la turbina se desactiva. Se observa que se necesitan 4 min 
para que el rotor llegue al reposo. Si se supone que el movimiento es uni¬ 
formemente acelerado, determine a) la aceleracion angular, b) el numero de 
revoluciones que ejecuta el rotor antes de llegar al reposo. 


15.9 La aceleracion angular de una flecha se define mediante la 
relation a = — 0.25&>, donde a se expresa en rad/s 2 y co en rad/s. Si se sabe 
que en t = 0 la velocidad angular de la flecha es 20 rad/s, determine a) el 
numero de revoluciones que la flecha ejecutara antes de detenerse, b) el 
tiempo requerido para que la flecha se detenga y c) el tiempo necesario para 
que la velocidad angular de la flecha se reduzca en 1 por ciento de su valor 
initial. 
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15.10 El ensamble que se muestra en la figura esta compuesto por la 
varilla recta ABC que pasa por, y esta soldada a la placa rectangular DEFH. 
El ensamble gira alrededor del eje AC con una velocidad angular constante 
de 9 rad/s. Si el movimiento es en sentido contrario al de las manecillas del 
reloj cuando se observa desde C, determine la velocidad y la aceleracion de 
la esquina F. 



Figura P15.10 


15.11 En el problema 15.10 determine la aceleracion de la esquina 
H , suponiendo que la velocidad angular es de 9 rad/s y disminuye a razon de 
18 rad/s 2 . 

15.12 La varilla doblada ABCDE gira alrededor de una lmea que line 
los puntos Ay E con una velocidad angular constante de 9 rad/s. Si se sabe 
que la rotacion es en el sentido de las manecillas del reloj segun se observa 
desde E, determine la velocidad y aceleracion de la esquina C. 



15.13 En el problema 15.12 determine la velocidad y aceleracion de 
la esquina B, suponiendo que la velocidad angular es de 9 rad/s y que au- 
menta a razon de 45 rad/s 2 . 























932 15.14 Una placa triangular y dos placas rectangulares se sueldan a una 

barra recta AB. La unidad soldada gira completa alrededor del eje AB con 
una velocidad angular constante de 5 rad/s. Si se sabe que en el instante con- 
siderado la velocidad de la esquina E se dirige hacia abajo, determine la ve¬ 
locidad y la aceleracion de la esquina D. 



15 5 En el problema 15.14 determine la aceleracion de la esquina D, 
suponiendo que la velocidad angular es de 5 rad/s y que disminuye a razon 
de 20 rad/s 2 . 

La Tierra realiza una revolution completa sobre su eje en 23 h 
56 min. Si se sabe que el radio medio de la Tierra es de 3 960 mi, determine 
la velocidad lineal y la aceleracion de un punto sobre la superficie de la Tierra 

a) en el ecuador, b) en Filadelfia, 40° latitud norte, c) en el polo norte. 

15.17 La Tierra realiza una revolution completa alrededor del Sol en 
365.24 dias. Si se supone que la orbita de la Tierra es circular y que tiene un 
radio de 93 000 000 mi, determine la velocidad y aceleracion de la Tierra. 

15.'. La placa circular que se muestra en la figura esta inicialmente 
en reposo. Si se sabe que r = 200 mm y que la placa tiene una aceleracion 
angular constante de 0.3 rad/s 2 , determine la magnitud de la aceleracion to¬ 
tal del punto B cuando a) t = 0, b) t = 2 s, c) t = 4 s. 

15.19 La aceleracion angular de la placa circular de 600 mm de radio 
que se muestra en la figura, esta defmida por la relation a = ot () e i . Si se 
sabe que la placa esta en reposo cuando t — 0 y que a 0 = 10 rad/s 2 , de¬ 
termine la magnitud de la aceleracion total del punto B cuando a) t = 0, 

b) t = 0.5 s , c) t = °°. 

15.20 La pi aca circular de 250 mm de radio que se muestra en la 
figura, esta inicialmente en reposo y tiene una aceleracion angular definida 
por la relation a = a 0 cos {irt/T). Si se sabe que T = 1.5 s y a 0 = 10 rad/s 2 , 
determine la magnitud de la aceleracion total del punto B cuando a) t = 0, 
b) t = 0.5 s, c) t = 0.75 s. 



Figura PI 5.18, PI5.19 y PI5.20 
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15.21 Una serie de pequenos componentes de maquina se mueven 
por medio de una banda transportadora que pasa sobre una polea guia de 
6 in. de radio. En el instante que se muestra, la velocidad del punto A es 
15 in./s hacia la izquierda y su aceleracion es de 9 in./s 2 hacia la derecha. De¬ 
termine a) la velocidad angular y la aceleracion angular de la polea guia y 
b) la aceleracion total de los componentes de maquina en B. 



Figura PI5.21 y PI5.22 


15.22 Una serie de pequenos componentes de maquina se mueven 
por medio de una banda transportadora que pasa sobre una polea guia de 
6 in. de radio. En el instante que se muestra, la velocidad angular de la polea 
guia es de 4 rad/s en el sentido de las manecillas del reloj. Determine la ace¬ 
leracion angular de la polea para la cual la magnitud de la aceleracion total 
del componente de maquina en B es 120 in./s 2 . 

15.23 La lijadora de banda que se muestra en la figura se encuentra 
inicialmente en reposo. Si el tambor propulsor B tiene una aceleracion an¬ 
gular constante de 120 rad/s 2 en sentido contrario de las manecillas del reloj, 
determine la magnitud de la aceleracion de la banda en el punto C cuando 
a) t — 0.5 s, b) t = 2 s. 



25 mm 


Figura PI5.23 y PI 5.24 


15.24 La velocidad nominal del tambor B de la lijadora de banda que 
se muestra es de 2 400 rpm. Cuando se apaga, se observa que la lijadora 
sigue funcionando libremente desde su velocidad nominal hasta detenerse 
en 10 s. Si se supone movimiento uniformemente desacelerado, determine 
la velocidad y la aceleracion del punto C de la banda, a) inmediatamente 
antes de ser apagada, b) 9 s despues. 

15.25 El anillo C tiene un radio interior de 55 mm y un radio exte¬ 
rior de 60 mm, se encuentra colocado entre dos ruedas Ay B, cada una con 
24 mm de radio exterior. Si se sabe que la rueda A gira con una velocidad 
angular constante de 300 rpm y que no se presenta deslizamiento, determine 
a) la velocidad angular del anillo C y de la rueda B, b) la aceleracion de los 
puntos Ay B que estan en contacto con C. 



Figura PI 5.25 
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15.26 El anillo B tiene un radio interior r 2 y cuelga de un eje hori¬ 
zontal A en la forma indicada. Si la flecha A gira con una velocidad angular 
constante a> A y no ocurre deslizamiento, obtenga una relation en terminos 
de r b r 2 , r 3 y u> A para a) la velocidad angular del anillo B, y b) la aceleracion 
de los puntos de la llecha A y del anillo B que estan en contacto. 




Figura PI5.26 y PI 5.27 


15.27 El anillo B tiene un radio interior r 2 y cuelga de la flecha ho¬ 
rizontal A en la forma que se indica. La flecha A gira con una velocidad an¬ 
gular constante de 25 rad/s y no ocurre deslizamiento. Si rq = 12 mm, r 2 = 
30 mm yr 3 = 40 mm, determine a) la velocidad angular del anillo B, b) la 
aceleracion de los puntos de la flecha A y del anillo B que estan en contacto 
y c) la magnitud de la aceleracion de un punto sobre la superficie exterior 
del anillo B. 

15.2t El cilindro A desciende con una velocidad de 9 ft/s cuando se 
aplica de manera repentina el freno al tambor. Si el cilindro desciende 18 ft 
antes de detenerse y se supone movimiento uniformemente acelerado, de¬ 
termine a) la aceleracion angular del tambor, b) el tiempo requerido para 
que el cilindro se detenga. 

15.29 El sistema se mantiene en reposo mediante el sistema de freno 
y tambor que se ilustra en la figura. Despues de que el freno se libera par- 
cialmente en t = 0, se observa que el cilindro se mueve 16 ft en 5 s. Si se 
supone un movimiento uniformemente acelerado, determine a) la aceleracion 
angular del tambor, b) la velocidad angular del tambor en t = 4 s. 



A 


A 


Figura PI5.28 y PI5.29 
















15.30 Una polea y dos cargas se conectan mediante cuerdas inexten- 
sibles como se muestra en la figura. La carga A tiene una aceleracion cons- 
tante de 300 mm/s 2 y una velocidad initial de 240 mrn/s, ambas dirigidas ha- 
cia arriba. Determine, a) el numero de revoluciones ejecutadas por la polea 
en 3 s, b) la velocidad y la position de la carga B despues de 3 s, c) la acele¬ 
racion del punto D sobre el aro de la polea en el tiempo t = 0. 

Una polea y dos bloques se conectan mediante cuerdas inex- 
tensibles como se muestra en la figura. La polea parte desde el reposo en 
t = 0 y se acelera a una razon uniforme de 2.4 rad/s 2 en el sentido de las 
manecillas del reloj. En t — 4 s, determine la velocidad y position de a) la 
carga A, b) la carga B. 

15.32 El disco B esta en reposo cuando se pone en contacto con el 
disco A que gira libremente a 450 rpm en el sentido de las manecillas del 
reloj. Despues de 6 s de deslizamiento, durante el cual cada disco tiene una 
aceleracion angular constante, el disco A alcanza una velocidad angular final 
de 140 rpm en el sentido de las manecillas del reloj. Determine la aceleracion 
angular de cada disco durante el periodo de deslizamiento. 



Problemas 935 



15.33 y 15.34 Un sistema de propulsion simple consiste en dos dis¬ 
cos Ay B. Inicialmente, el disco A tiene una velocidad angular en el sentido 
de las manecillas del reloj de 500 rpm, y el disco B se encuentra en reposo. 
Se sabe que el disco A quedara en reposo en 60 s. Sin embargo, en lugar de 
esperar hasta que ambos discos esten en reposo para unirlos, el disco B recibe 
una aceleracion angular constante de 2.5 rad/s 2 en sentido contrario al de las 
manecillas del reloj. Determine a) en que tiempo pueden unirse los discos 
si no resbalan, b) la velocidad angular de cada disco cuando se hace el con¬ 
tacto. 



Figura PI5.34 y P15.35 


15.35 Dos discos de friction A y B giran con libertad a 240 rpm en 
sentido contrario al de las manecillas del reloj, cuando se ponen en con¬ 
tacto. Despues de 8 s de deslizamiento, durante los cuales cada disco tiene 
una aceleracion angular constante, el disco A alcanza una velocidad angular 
final de 60 rpm en sentido contrario al de las manecillas del reloj. Deter¬ 
mine a) la aceleracion angular de cada disco durante el periodo de desliza¬ 
miento, b) el tiempo en el cual la velocidad angular del disco B es igual a 
cero. 

* En un proceso de impresion continuo, las prensas tiran del pa- 

pel a una velocidad constante v. Si se denota con r el radio del rodillo de 
papel en cualquier tiempo dado y con b el espesor del papel, obtenga una 
expresion para la aceleracion angular del rollo de papel. 


b 



Figura PI 5.36 
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*15.37 Una cinta de grabacion de television se rebobina en un carrete 
de vma videograbadora que gira con una velocidad angular constante co 0 . Si 
se denota con r el radio del carrete en cualquier tiernpo dado y con b el 
grosor de la cinta, obtenga una expresion para la aceleracion de la cinta al 
aproximarse al carrete. 


b 



Figura PI5.37 


15.5. MOVIMIENTO PLANO GENERAL 

Tal como se indieo en la seccion 15.1, el movimiento piano general es 
un movimiento piano que no es ni una traslacion ni una rotacion. Sin 
embargo, como se vera, un movimiento piano general siempre puede 
considerarse como la suma de una traslacion y una rotacion. 

Considere, por ejemplo, una rueda que gira sobre una pista recta 
(figura 15.12). A lo largo de cierto intervalo, dos puntos dados Ay B 
se habran movido, respectivamente, desde .4, hasta A 2 y desde B± hasta 
B z . El mismo resultado podria obtenerse mediante una traslacion que 
llevaria a A y a B hacia A 2 y B\ (la linea AB se mantiene vertical), se- 
guida por una rotacion alrededor de A que llevaria a B a B 2 . Aunque 
el movimiento de giro original difiere de la combinacion de traslacion 
y rotacion cuando estos movimientos se toman en forma sucesiva, el 
movimiento original puede duplicarse de manera exacta mediante una 
combinacion de traslacion y rotacion simultaneas. 

Otro ejemplo de movimiento piano lo proporciona la figura 15.13, 
la cual representa una varilla cuyos extremos se deslizan a lo largo de 
una pista horizontal y una vertical, respectivamente. Este movimiento 


B i 



Movimiento piano 

Figura 15.12 



Traslacion con A 


+ Rotacion alrededor de A 












Figura 15.13 


b) 


puede sustituirse por una traslacion en una direction horizontal y una 
rotacion alrededor de A (figura 15.13a) o por una traslacion en una di¬ 
rection vertical y una rotation alrededor de B (figura 15.13b). 

En el caso general de movimiento piano se considero un pequeno 
desplazamiento que lleva a dos particulas Ay B de una placa represen- 
tativa, respectivamente, de A] y B t a A 2 y B 2 (figura 15.14). Este des- 
plazamiento puede dividirse en dos partes: en una, las particulas se mue- 
ven hacia A 2 y B [ mientras la linea AB mantiene la misma direction; en 
el otro, B se mueve hacia B 2 mientras A permanece fijo. La primera 
parte del movimiento es claramente una traslacion y la segunda parte 
una rotacion alrededor de A. 

Si se recuerda de la section 11.12 la definition de movimiento re- 
lativo de una particula con respecto a un sistema de referencia movil 
—lo que se opone a su movimiento absolute con respecto a un siste¬ 
ma de referencia fijo— es posible enunciar del modo siguiente el re- 
sultado que se obtuvo antes: dadas dos particulas Ay B de una placa 
rfgida en movimiento piano, el movimiento relativo de B con respecto 
a un sistema de referencia unido a A y de orientation fija es una rota¬ 
cion. Para un observador que se mueve con A, pero que no gira, la par¬ 
ticula B parecera describir un arco de un circulo centrado en A. 
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15.6. VELOCIDAD ABSOLUTA Y VELOCIDAD RELATIVA 
EN EL MOVIMIENTO PLANO 



Fotografi'a 15.4 Los sistemas de engranes 
planetarios se usan a altas razones de 
reduccion con espacio y peso rmnimos. Los 
engranes pequenos realizan movimiento piano 
general. 


En la section anterior se analizo que cualquier movimiento piano de 
una placa puede ser reemplazado por una traslacion definida median- 
te el movimiento de un punto de referencia arbitrario A y una rotacion 
simultanea alrededor de A. La velocidad absoluta v B de una particula 
B de la cadena se obtiene de la formula de velocidad relativa que se 
obtuvo en la section 11.12, 


v B =v A + v B/A (15.17) 

donde el miembro del lado derecho representa una suma vectorial. La 
velocidad v A corresponde a la traslacion de la placa con A, mientras 
que la velocidad relativa v B / A se asocia con la rotacion de la placa en 
tomo a A y se mide con respecto a ejes centrados en A de orientation 
fija (ligura 15.15). Al denotar mediante r B/A el vector de position de 
B relativo a A, y por wk la velocidad angular de la placa con respecto 
a los ejes de orientation fija, se tiene de (15.10) y (15.10') 


v B /a = wk X r B/A v b /a = rco 


(15.18) 



Movimiento piano 

Figura 15.15 



Traslacion con A 




V B = V A + V B/A 


donde res la distancia de A a B. Sustituyendo v B / A de (15.18) en (15.17), 
tambien se puede escribir 

v B = v A + wk X r B/A (15.17') 

Como ejemplo, se necesita considerar otra vez la varilla AB de la fi¬ 
gura 15.13. Suponiendo que se conoce la velocidad v A del extremo A, se 
propone encontrar la velocidad v B del extremo B y la velocidad angular 
w de la varilla, en terminos de la velocidad v A , la longitud 1 y el angulo 
9. Al elegir A como un punto de referencia, se expresa que el movimien¬ 
to dado es equivalente a la traslacion con A y una rotacion simultanea 
alrededor de A (figura 15.16). La velocidad absoluta de B debe enton- 
ces ser igual a la suma vectorial 

v B = v A + v B/A (15.17) 

Advierta que mientras se conozca la direction de v B / A , su magnitud Ioj 
es desconocida. Sin embargo, esto se compensa por el hecho de que 
se conoce la direction v B . Por lo tanto, es posible completar el diagra- 
ma de la figura 15.16. Al despejar las magnitudes de « B y w se escribe 


v b/a _ V A 

l 


v B = Va tan 0 


co = 


l cos 9 


(15.19) 













Figura 15.16 
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V B ~ V A + V B/A 


El mismo resultado se obtiene utilizando B como un punto de refe¬ 
renda. Al descomponer el movimiento dado en una traslacion con B y 
una rotacion simultanea alrededor de B (figura 15.17), se escribe la ecua- 
cion 


v A = v B + v A/B (15.20) 

que se representa de manera grafica en la figura 15.17. Note que v A / B 
y v b/ A tienen la misma magnitud lco pero sentido opuesto. Por lo tan- 
to, el sentido de la velocidad relativa depende del punto de referenda 
que se ha elegido y es necesario determinarlo de manera cuidadosa en 
el diagrama apropiado (figura 15.16 o 15.17). 



Movimiento piano = 



Figura 15.17 



v a = v b + v a/b 


Por ultimo, observe que la velocidad angular to de la varilla en su 
rotacion alrededor de B es la misma que en su rotacion en tomo a A. 
En ambos casos se mide mediante la razon de cambio del angulo 6. Es- 
te resultado es bastante general; por lo tanto, se debe tener presente 
que la velocidad angular to de un cuerpo rigido en movimiento piano 
es independiente del punto de referenda. 

La mayorfa de los mecanismos no consisten en una sino en varias 
partes moviles. Cuando las distintas partes de un mecanismo se unen 
mediante pasadores, el analisis del mecanismo puede efectuarse con- 
siderando cada parte como un cuerpo rigido, teniendo en cuenta que 
los puntos donde se unen dos partes deben tener la misma velocidad 
absoluta (vease el problema resuelto 15.3). Es posible utilizar un ana¬ 
lisis similar cuando intervienen engranes, ya que los dientes en contac- 
to tambien deben tener la misma velocidad absoluta. Sin embargo, 
cuando un mecanismo contiene partes que se deslizan entre si, la ve¬ 
locidad relativa de las partes en contacto debe tomarse en cuenta (vean- 
se las secciones 15.10 y 15.11). 










PROBLEMA RESUELTO 15.2 

El engrane doble que se muestra rueda sobre una cremallera estacionaria in¬ 
ferior; la velocidad de su centra A es 1.2 m/s dirigida hacia la derecha. De¬ 
termine a) la velocidad angular del engrane, b) las velocidades de la crema¬ 
llera superior R y del punto D del engrane. 


SOLUCION 

a) Velocidad angular del engrane. Puesto que el engrane rueda so¬ 
bre la cremallera inferior, su centra A se mueve una distancia igual a la circun- 
ferencia exterior 277)"! por cada revolution completa del engrane. Al observar 
que 1 rev = 2ir rad y que cuando A se mueve hacia la derecha (x A > 0) el en¬ 
grane gira en el sentido de las maneciUas del reloj (9 < 0), se escribe 

2nri 2ir %A ri 


Al diferenciar con respecto al tiempo t y sustituir los valores conocidos v A — 
1.2 m/s y r 1 = 150 mm = 0.150 m, se obtiene 

v A = — rqct) 1.2 m/s = —(0.150 m)a> co = —8 rad/s 

oj = cok = — (8 rad/s)k A 


donde k es un vector que apunta hacia fuera del papel. 

b) Velocidades. El movimiento de rodamiento se transforma en dos 
movimientos componentes: una traslacion con el centra A y una rotation al- 
rededor del centra A. En la traslacion, todos los puntos del engrane se mue- 
ven con la misma velocidad v A . En la rotation, cada punto P del engrane se 
mueve alrededor de A con una velocidad relativa v P / A = wk X r P / A , donde 
r P / A es el vector de position de P relativo a A. 



Velocidad de la cremallera superior. La velocidad de la cremallera 
superior es igual a la velocidad del punto B; se escribe 



Vr = v B = V A + v B / A = v A + wk X r B/A 
= (1.2 m/s)i — (8 rad/s)k X (0.100 m)j 
= (1.2 m/s)i + (0.8 m/s)i = (2 m/s)i 

Vr = 2 m/s—» M 

Velocidad del punto D. 

V D = v A + v D/A = v A + ojk X r D/A 

= (1.2 m/s)i — (8 rad/s)k X (—0.150 m)i 
= (1.2 m/s)i + (1.2 m/s)j 

v D = 1.697 m/s 45° ◄ 
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PROBLEMA RESUELTO 15.3 

En el mecanismo mostrado, la manivela AB tiene una velocidad angular cons- 
tante en el sentido de las manecillas del reloj de 2000 rpm. Para la position 
indicada de la manivela, determine a) la velocidad angular de la biela BD, 
b) la velocidad del piston P. 



SOLUCION 


Movimiento de la manivela AB. La manivela AB gira alrededor del 
punto A. A1 expresar u> AB en rad/s y escribir v B = ru> AB se obtiene 


w ab — 


2000 - 


1 min 
60 s 


2tt rad 
1 rev 


= 209.4 rad/s 


v B = (AB)co ab = (3 in.)(209.4 rad/s) = 628.3 in./s 
\ B = 628.3 in./s 50° 

Movimiento de la biela BD. Este movimiento se considera como un 
movimiento piano general. Utilizando la ley de los senos, se calcula el angu- 
lo jS entre la biela y la horizontal: 


sen 40° _ sen (3 
8 in. 3 in. 


/3 = 13.95° 


La velocidad v D del punto D, donde la biela esta unida al piston, debe ser 
horizontal, en tanto que la velocidad del punto B es igual a la velocidad v B 
que se obtuvo antes. Descomponiendo el movimiento de BD en una trasla- 
cion con B y una rotation alrededor de B, se obtiene 



Al expresar la relation entre las velocidades v D , v B y v D / B , se escribe 

v D = v B + v D/B 


A continuation se dibuja el diagrama vectorial correspondiente a esta ecua- 
cion. Si se recuerda que fi = 13.95°, se determinan los angulos del triangu- 
lo y se escribe 


V D 



v D Vo/ B 628.3 in./s 

sen 5395° sen 50° sen 76.05° 

Vd/b ~ 495.9 in./s Vd/ b = 495.9 in./s 76.05° 
v D = 523.4 in./s = 43.6 ft/s v D = 43.6 ft/s —> 

v B = v D = 43.6 ft/s — * M 

Puesto que v d /b = ?<u bd , se obtiene 

495.9 in./s = (8 in.)to BD oi BD = 62.0 rad/s ^ ^ 
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RESOL UCION DE PROB LEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


En esta leccion se aprendio a analizar la velocidad de cuerpos en movimiento piano 
general. Se observo que un movimiento piano general siempre puede considerarse 
como la suma de los dos movimientos estudiados en esta leccion, a saber, una tras- 
lacion y una rotacion. 

Para resolver un problema en el que interviene la velocidad de un cuerpo en movi¬ 
miento piano deben seguirse los siguientes pasos. 

1. Determinar siempre que sea posible la velocidad de los puntos del cuerpo 

donde este se encuentre conectado a otro cuerpo cuyo movimiento se conozca. Ese 
otro cuerpo tal vez sea un brazo o una manivela que gira con una velocidad angular 
determinada [problema resuelto 15.3]. 

2. A continuacion, dibujar una “ecuacion de diagrama ” que se utilizara en la so¬ 
lution (figuras 15.15 y 15.16). Esta “ecuacion” consistira en los siguientes diagramas. 

a) Diagrama de movimiento piano: Dibuje un diagrama del cuerpo que in- 
cluya todas las dimensiones y que muestre aquellos puntos para los que se conozca 
o se busque la velocidad. 

b) Diagrama de traslacion: Elija un punto de referencia A para el cual conoz¬ 
ca la direction y/o la magnitud de la velocidad v A , y dibuje un segundo diagrama que 
muestre el cuerpo en traslacion con todos sus puntos con la misma velocidad v A . 

c) Diagrama de rotacion . Considere el punto A como un punto fijo y dibuje 
un diagrama que muestre al cuerpo en rotacion alrededor de A. Indique la veloci¬ 
dad angular cn = wk del cuerpo y las velocidades relativas con respecto a A de los 
otros puntos, como la velocidad v B / A de B relativa a A. 

3. Escribir la formula de velocidad relativa 

v B = V A + V B/A 

Aunque es factible resolver esta ecuacion vectorial en forma analitica al escribir las 
ecuaciones escalares correspondientes, usualmente usted encontrara mas sencillo re- 
solverla utilizando un triangulo de vectores (figura 15.16). 

4. Es posible utilizar un punto de referencia diferente para obtener una solu- 
cion equivalente. Por ejemplo, si se elige el punto B como el punto de referencia, 
la velocidad del punto A se expresa como 

V A = V B + V A/B 

Advierta que las velocidades relativas v B / A y v A / B tienen la misma magnitud, pero 
sentido opuesto. Por lo tanto, las velocidades relativas dependen del punto de refe¬ 
rencia que se ha seleccionado. Sin embargo, la velocidad angular es independiente 
de la election del punto de referencia. 
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Problemas 


15.38 El movimiento de la varilla AB es guiado por los pasadores en 
Ay B, los cuales se deslizan en las ranuras mostradas. En el instante que se 
indica, 6 = 40° y el pasador en B se mueve hacia arriba y a la izquierda con 
una velocidad constante de 6 in./s. Determine a) la velocidad angular de la 
varilla y b) la velocidad del pasador en el extremo A. 

15.39 El movimiento de la varilla AB es guiado por los pasadores en 
AyB, los cuales se deslizan en las ranuras indicadas. En el instante mostrado, 
6 = 30° y el pasador en A se mueve hacia abajo con una velocidad constante 
de 9 in./s. Determine a) la velocidad angular de la varilla y b) la velocidad 
del pasador en el extremo B. 

15.40 Se han unido unas pequenas ruedas a los extremos de la varilla 
AB y ruedan libremente a lo largo de las superficies que se muestran. Si la 
rueda A se mueve hacia la izquierda con una velocidad constante de 1.5 m/s, 
determine a) la velocidad angular de la varilla, b) la velocidad del extremo B 
de la varilla. 



Figura PI 5.38 y PI 5.39 


15.41 El collarin A se mueve hacia arriba con una velocidad constante 
de 1.2 m/s. En el instante mostrado cuando 6 = 25°, determine a) la ve¬ 
locidad angular de la varilla AB, b) la velocidad del collarin B. 



Figura PI 5.41 y PI5.42 


A 



15.42 El collarin B se mueve hacia abajo y a la izquierda con una ve¬ 
locidad constante de 1.6 m/s. En el instante mostrado cuando 9 = 40°, de¬ 
termine a) la velocidad angular de la varilla AB, b) la velocidad del collarin A. 
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15.43 La varilla AB se mueve sobre una pequena rueda en C mien- 
tras el extremo A se desplaza hacia la derecha con una velocidad constante 
de 500 min/s. En el instante mostrado, determine a) la velocidad angular de 
la varilla y b) la velocidad del extremo B de la varilla. 

15.44 La pi aca mostrada en la figura se mueve en el piano xy. Si (v A ) x 
= 12 in./s, (v B ) x = —4 in./s y (u c ) v = —24 in./s, determine a) la velocidad 
angular de la placa, b) la velocidad del punto B. 



En el problema 15.44 determine a) la velocidad del punto A, 
b) el punto de la placa con velocidad cero. 

15.46 La pi aca mostrada en la figura se mueve en el piano xy. Si (v A ) x 
= 120 mm/s, (u B ), y = 300 rnm/s y (v c )„ = —60 mm/s, determine a) la ve¬ 
locidad angular de la placa, b) la velocidad del punto A. 



15.47 En el problema 15.46 determine a) la velocidad del punto B, 
b) el punto de la placa con velocidad cero. 









































Problemas 945 


En el sistema de engranes planetarios que se muestra en la 
figura, el radio de los engranes A, B, C y D es de 3 in. y el radio del engrane 
exterior E es de 9 in. Si se sabe que el engrane E tiene una velocidad angu¬ 
lar de 120 qnn en el sentido de las manecillas del reloj y que el engrane cen¬ 
tral tiene una velocidad angular de 150 rpm en el mismo sentido, determine 
a) la velocidad angular de cada engrane planetario y b) la velocidad angular 
de la arana que conecta a los engranes planetarios. 



Figura PI 5.48 y PI 5.49 


15.49 En el sistema de engranes planetarios que se muestra en la figura, 
el radio del engrane central A es a, el radio de los engranes planetarios es b 
y el radio del engrane exterior E es a + 2b. La velocidad angular del engrane 
A es co A en el sentido de las manecillas del reloj, y el engrane exterior es esta- 
cionario. Si la velocidad angular de la arana BCD debe ser co A /5 en el sentido 
de las manecillas del reloj, determine a) el valor requerido del cociente b/a y 
b) la correspondiente velocidad angular de cada engrane planetario. 

15.50 El engrane A gira con una velocidad angular de 120 rpm en el 
sentido de las manecillas del reloj. Si se sabe que la velocidad angular del 
brazo AB es de 90 rpm en el sentido de las manecillas del reloj, determine 
la velocidad angular correspondiente del engrane B. 



Figura P15.50 y PI 5.51 

15.51 El brazo AB gira con una velocidad angular de 42 rpm en el 
sentido de las manecillas del reloj. Determine la velocidad angular requerida 
del engrane A para la cual a) la velocidad angular del engrane B es de 20 
rpm en sentido contrario al de las manecillas del reloj, b) el movimiento del 
engrane B es una traslacion curvilinea. 

15.52 El brazo AB gira con una velocidad angular de 20 rad/s en sen¬ 
tido contrario al de las manecillas del reloj. Si se sabe que el engrane exte¬ 
rior C es estacionario, determine a) la velocidad angular del engrane B, 
b) la velocidad del diente del engrane localizado en el punto D. 



Figura PI 5.52 
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15,53 y 15,54 El brazo ACB gira alrededor del punto C con una ve- 
locidad angular de 40 rad/s en sentido contrario al de las manecillas del reloj. 
Por medio de pasadores insertados en sus centros, dos discos de friccion A 
y B se montan sobre el brazo ACB corno se muestra en la figura. Si los dos 
discos ruedan sin deslizarse en las superficies de contacto, determine la ve- 
locidad angular de a) el disco A, b) el disco B. 




Figura P15.54 


15.E Si la manivela AB tiene una velocidad angular constante de 160 
rpm en sentido contrario al de las manecillas del reloj, determine la veloci¬ 
dad angular de la varilla BD y la velocidad del collarfn D cuando a) 9 = 0, 
b) 9= 90°. 



Figura PI 5.55 y PI 5.56 


Si la manivela AB tiene una velocidad angular constante de 160 
rpm en sentido contrario al de las manecillas del reloj, determine la veloci¬ 
dad angular de la varilla BD y la velocidad del collarfn D cuando 9 = 60°. 






































15.57 En el mecanismo mostrado, I = 160 mm y b = 60 mm. Si la 
manivela AB gira con una velocidad angular constante de 1 000 rpm en el 
sentido de las manecillas del reloj, determine la velocidad del piston P y la 
velocidad angular de la biela cuando a) 9 = Oyb) d = 90°. 

15.58 En el mecanismo que se muestra en la figura P15.57 y P15.58, 
l = 160 mm y b = 60 mm. Si la manivela AB gira con una velocidad angular 
constante de 1 000 rpm en el sentido de las manecillas del reloj, determine la 
velocidad del piston P y la velocidad angular de la biela cuando 0 = 60°. 

15.59 Una cremallera recta descansa sobre un engrane de radio r y 
esta fija a un bloque B en la forma que se indiea. Si se denota con co D la 
velocidad angular en el sentido de las manecillas del reloj del engrane D y con 
6 el angulo que forma la cremallera y la horizontal, obtenga expresiones para 
la velocidad del bloque B y la velocidad angular de la cremallera en terminos 
de r, 6 y co D . 



Figura PI5.59, PI 5.60 y PI 5.61 



Problemas 947 


15.60 Una cremallera recta descansa sobre un engrane de radio r = 
75 mm y esta fija a un bloque B en la forma que se indiea. Si se sabe que en 
el instante mostrado la velocidad angular del engrane D es de 15 rpm en sen¬ 
tido contrario al de las manecillas del reloj y que 6 = 20°, determine a) la 
velocidad del bloque B,b) la velocidad angular de la cremallera. 

15.61 Una cremallera recta descansa sobre un engrane de radio r = 
60 mm y esta fija a un bloque B en la forma que se indiea. Si se sabe que en 
el instante mostrado la velocidad del bloque B es de 200 mm/s hacia la 
derecha y que 6 = 25°, determine a) la velocidad angular del engrane D, 
b) la velocidad angular de la cremallera. 

15.62 En la rueda excentrica que se muestra, un disco de 2 in. de radio 
gira alrededor del eje O que se ubica a 0.5 in. del centra A del disco. La dis- 
tancia entre el centra A del disco y el pasador en B es de 8 in. Si la velocidad 
angular del disco es de 900 rpm en el sentido de las manecillas del reloj, 
determine la velocidad del bloque cuando 0 = 30°. 



Figura P15.62 
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15,63 a 15.65 En la position mostrada, la barra AB tiene una veloci- 
dad angular de 4 rad/s en el sentido de las manecillas del reloj. Determine 
la velocidad angular de las barras BD y DE. 



Figura PI5.64 



15.66 En la position mostrada, la barra DE tiene una velocidad an¬ 
gular constante de 10 rad/s en el sentido de las manecillas del reloj. Si h = 
500 mm, determine a) la velocidad angular de la barra FBD , b) la velocidad 
del punto F. 


F 



Figura P15.66 y P15.67 
































































Problemas 949 


En la posicion mostrada, la barra DE tiene una velocidad an¬ 
gular constante de 10 rad/s en el sentido de las maneciUas del reloj. Deter¬ 
mine a) la distancia h para la cual la velocidad del punto F es vertical, b ) la 
velocidad correspondiente del punto F. 

15.68 En la posicion mostrada, la barra AB tiene aceleracion angular 
nula y una velocidad angular constante de 20 rad/s en sentido contrario al de 
las manecillas del reloj. Determine a) la velocidad angular del elemento BDFl, 
b) la velocidad del punto G. 



15.69 En la posicion mostrada, la barra AB tiene aceleracion angular 
nula y una velocidad angular constante de 20 rad/s en sentido contrario al de 
las manecillas del reloj. Determine a) la velocidad angular del elemento BDFl, 
b) la velocidad del punto H. 

15.'/0 Un automovil viaja hacia la derecha a una rapidez constante de 
48 mi/h. Si el diametro del neumatico es de 22 in., determine las velocidades 
de los puntos B, C, D y E en el borde del mismo. 



Figura P15.70 
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La rueda de 80 mm de radio que se muestra en la figura, gira 
hacia la izquierda con una velocidad de 900 mm/s. Si la distancia AD es de 
50 mm, determine la velocidad del collarfn y la velocidad angular de la va- 
rilla AB cuando a) (3 — 0 y b) (3 = 90°. 


B 



*15.72 Para el arreglo de engranes que se muestra en la figura, obtenga 
una expresion para la velocidad angular u> c del engrane C y demuestre que 
u> c es independiente del radio del engrane B. Suponga que el punto A esta 
fijo y denote las velocidades angulares de la barra ABC y del engrane A con 
a> ABC y (°a, respectivamente. 



15.7. CENTRO INSTANTANEO DE ROTACION 
EN EL MOVIMIENTO PLANO 



Fotografia 15.5 Si los neumaticos de este 
automovil ruedan sin deslizamiento, el centra 
instantaneo de rotacion de una Manta es el punto 
de contacto entre el camino y el neumatico. 


Considere el movimiento piano general de una placa. Se intenta de- 
mostrar que, en cualquier instante dado, la velocidad de las diversas 
particulas de la placa es la misma como si la placa girara alrededor de 
cierto eje perpendicular a su piano, el cual se conoce como eje de ro¬ 
tation instantaneo. Este eje interseca el piano de la placa en el punto 
C, denominado centro instantaneo de rotation de la placa. 

En primer lugar, recuerde que el movimiento piano de una placa 
siempre puede sustituirse mediante una traslacion definida por el mo¬ 
vimiento de un punto de referencia arbitrario A y mediante una rota¬ 
cion en torno a A. En cuanto a las velocidades, la traslacion se carac- 
teriza por la velocidad v A del punto de referencia A, y la rotacion se 
caracteriza por la velocidad angular m de la placa (que es independien¬ 
te de la election de A). De este modo, la velocidad v A del punto A y 
la velocidad angular to de la placa definen por complete las velocidades 
de todas las demas particulas de la placa (figura 15.18a). A continuation 
suponga que se conocen v A ytoy que ambas son diferentes de cero. 













15.7. Centro instantaneo de rotacion 951 
en el movimiento piano 



Figura 15.18 


C A 

/ 

j r=v A /a> 



(Si Va — 0, el mismo punto A es el centra instantaneo de rotacion y si 
m = 0, todas las particulas tienen la misma velocidad v A .) Estas velo- 
cidades podrian obtenerse dejando que la placa gire con la velocidad 
angular a> alrededor del punto C ubicado sobre la perpendicular a v A 
a una distancia r = v A /co de A, como se indica en la figura 15.1 8b. Se 
verifica que la velocidad de A seria perpendicular a AC y que su mag- 
nitud seria no = (v A / oj)oj = v A . De esta manera, las velocidades de to¬ 
das las demas particulas de la placa serian las mismas que se definie- 
ron originalmente. Por lo tanto, en cuanto a lo que se refiere a las 
velocidades, la placa parece girar alrededor del centro instantaneo C 
en el instante considerado. 

La position del centro instantaneo puede definirse de otras dos 
formas. Si se conocen las direcciones de las velocidades de las dos par¬ 
ticulas A y B de la placa y si estas son diferentes, el centro instantaneo 
C se obtiene dibujando la perpendicular a \ A a traves de A y la per¬ 
pendicular a v B a traves de B y determinando el punto en el cual se 
intersecan estas dos lineas (figura 15.19a). Si las velocidades v A y v B 
de las dos particulas Ay B son perpendiculares a la linea AB y si se co¬ 
nocen sus magnitudes, el centro instantaneo puede encontrarse inter- 
secando la linea AB con la linea que une los extremos de los vectores 
v a y v b (figura 15.19b). Advierta que si v A y v B fueran paralelas en la 
figura 15.19a o si v A y v B tuvieran la misma magnitud en la figura 15.19b, 



a) 


b) 


Figura 15.19 




952 


Cinematica de cuerpos rigidos 


el centra instantaneo C estaria a una distancia infinita y to seria cero. 
Todos los puntos de la placa tendrfan la misma velocidad. 

Para observar como es posible poner en praetica el concepto de cen¬ 
tra instantaneo de rotacion considere de nuevo la varilla de la section 
15.6. Al dibujar la perpendicular a a traves de A y la perpendicular a 
\ B a traves de B (figura 15.20), se obtiene el centra instantaneo C. En el 
instante considerado, las velocidades de todas las particulas de la varilla 



A 

Figura 15.20 



Centroda 

espacial 


son las mismas, como si esta ultima girara en tomo a C. Aliora bien, si 
se conoce la magnitud v A de la velocidad A, la magnitud u> de la veloci¬ 
dad angular de la varilla puede obtenerse al escribir 

= Va_ = Va 
M AC l cos 6 

La magnitud de la velocidad de B se obtiene entonces al escribir 

V A 

v B = ( BC)to = l sen 0~ ——— = v A tan 6 
L cos 0 

Advierta que solo las velocidades absolutas intervienen en el calculo. 

El centra instantaneo de la placa en el movimiento piano se loca- 
liza en la placa o fuera de la misma. Si ocurriera lo primero, la par- 
ticula C que coincide con el centra instantaneo en un instante dado 
t debe tener velocidad cero en ese instante. Sin embargo, debe no- 
tarse que el centra de rotacion instantaneo solo es valido en un instan¬ 
te determinado. De tal rnodo, la particula C de la placa que coincide 
con el centra instantaneo en el tiempo t generalmente no coincidira con 
el centra instantaneo en el tiempo t + A t; si bien su velocidad es cero 
en el tiempo t, probablemente sera diferente de cero en el tiempo t + 
A t. Lo anterior significa que, en general, la particula C no tiene acele- 
racion cero y, por lo tanto, que las aceleraciones de las diversas particu¬ 
las de la placa no pueden determinarse como si la placa estuviera gi- 
rando alrededor de C. 

Conforme avance el movimiento de la placa, el centra instantaneo 
se mueve en el espacio. Sin embargo, se senalo que la position del cen¬ 
tra instantaneo de la placa se mantiene sin cambio. Por consiguiente, 
el centra instantaneo describe una curva en el espacio, llamada cen¬ 
troda espacial, y otra curva en la placa, llamada centroda corporal (fi¬ 
gura 15.21). Es posible demostrar que en cualquier instante, estas dos 
curvas son tangentes en C y que cuando la placa se mueve, la centro¬ 
da corporal rodard sobre la centroda espacial. 


Figura 15.21 








PROBLEMA RESUELTO 15.4 

Resuelva el problema resuelto 15.2 con el metodo del centra instantaneo de 
rotacion. 



SOLUCION 

a) Velocidad angular del engrane. Puesto que el engrane rueda so- 
bre la cremallera inferior estacionaria, el punto de contacto C del engrane 
con la cremallera no tiene velocidad; el punto C es en consecuencia el cen¬ 
tra instantaneo de rotacion. Se escribe 

va — r A d> 1.2 m/s = (0.150 m)w 

to = 8 rad/s J 4 

b) Velocidades. En lo que se refiere a las velocidades, todos los pun- 
tos del engrane parecen girar alrededor del centra instantaneo. 

Velocidad de la cremallera superior. Si se recuerda que v R = v B , 
se escribe 

Vr — v B — r B a> v R = (0.250 m)(8 rad/s) = 2 m/s 

v R = 2 m/s — > M 

Velocidad del punto D. Puesto que r D = (0.150 in )\/2 = 0.2121 m, 
se escribe 

v D = I'Dto v D = (0.2121 m)(8 rad/s) = 1.697 m/s 

v D = 1.697 m/s 45° ◄ 


PROBLEMA RESUELTO 15.5 

Resuelva el problema resuelto 15.3 con el metodo del centra instantaneo de 
rotacion. 


SOLUCION 



Movimiento de la manivela AB. Con referenda al problema resuel¬ 
to 15.3, se obtiene la velocidad del punto B; v B = 628.3 in./s 50°. 

Movimiento de la biela BD. Se localiza primero el centra instanta¬ 
neo C dibujando lineas perpendiculares a las velocidades absolutas v B y v D . 
Al recordar del problema resuelto 15.3 que (3 = 13.95° y que BD = 8 in., se 
resuelve el triangulo BCD. 

y B — 40° + (8 = 53.95° y D = 90° - [3 = 76.05° 

BC _ CD _ 8 in. 

sen 76.05° sen 53.95° sen 50° 

BC = 10.14 in. CD = 8.44 in. 

Puesto que la biela BD parece girar alrededor del punto C, se escribe 

v B — ( BC)co bd 
628.3 in./s = (10.14 in.)w BD 

to BB ) = 62.0 rad/s ^ A 

v D = ( CD)co bd = (8.44 in.)(62.0 rad/s) 

= 523 in./s = 43.6 ft/s 

Ve = y D = 43.6 ft/s — > "4 
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RESOL UCION DE PROB LEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


En esta leccion se presento el centro instantaneo de rotation en un movimiento pia¬ 
no. Esto proporciono una manera alternativa de resolver problemas en los que inter- 
vienen velocidades de diversos puntos de un cuerpo en movimiento piano. 

Como su nombre sugiere, el centro instantaneo de rotation es el punto alrededor del 
cual es posible suponer que un cuerpo esta girando en un instante dado, al determi- 
nar las velocidades de los puntos del cuerpo en ese instante. 

A. Para determinar el centro instantaneo de rotation del cuerpo en movimien¬ 
to piano, es necesario utilizar uno de los siguientes procedimientos. 

1. Si se conocen tanto la velocidad v A del punto A como la velocidad angu¬ 
lar ai del cuerpo (figura 15.18): 

a) Dibujar un bosquejo del cuerpo, en el que se muestre el punto A, su ve¬ 
locidad v A y la velocidad angular to del cuerpo. 

b) A partir de A dibujar una linea perpendicular a v A del lado v A desde 
donde se ve que esta velocidad tiene el mismo sentido que to. 

c) Localizar el centro instantaneo C sobre esta linea, a una distancia r = v A / to 
desde el punto A. 

2. Si las direcciones de las velocidades de los dos puntos A y B se conocen 
y son diferentes (figura 15.19a): 

a) Dibujar un bosquejo del cuerpo en el que se muestren los puntos Ay B 
y sus velocidades v A y v B . 

b) Desde Ay B dibujar line as perpendiculares a\ A y \ B , respectivamente. 
El centro instantaneo C se ubica en el punto donde se intersectan las dos lineas. 

c) Si se conoce la velocidad de uno de los dos puntos es posible determinar 
la velocidad angular del cuerpo. Por ejemplo, si se conoce u A , se puede escribir to = 
v a /AC , donde AC es la distancia desde el punto A hasta el centro instantaneo C. 

3. Si se conocen las velocidades de los dos puntos A y B y ambas son per¬ 
pendiculares a la linea AB (figura 15.19b): 

a) Dibujar un bosquejo del cuerpo en el que se muestren los puntos Ay B 
con sus velocidades v A y v B dibujadas a escala. 

b) Dibujar una linea a traves de los puntos Ay B y otra linea a traves de 
las puntas de los vectores v A y v B . El centro instantaneo C se localiza en los puntos 
donde se cortan las dos lineas. 

c) La velocidad angular del cuerpo se obtiene al dividir v A entre AC o v B en- 
tre BC. 
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d ) Si las velocidades v A y v B tienen la misma magnitud, las dos lineas que 
se dibujaron en la parte b no se interseetan; el centra instantaneo C esta a una dis- 
tancia infinita. La veloeidad angular to es cero y el cuerpo esta en traslacidn. 

B. Una vez que se ha determinado el centro instantaneo y la veloeidad an¬ 
gular del cuerpo, se puede determinar la veloeidad \ F de cualquier punto P del 
cuerpo de la siguiente manera: 

1. Dibujar un bosquejo del cuerpo en el que se muestre el punto P, el centro 
instantaneo de rotation C y la veloeidad angular to. 

2. Dibujar una linea desde P hasta el centro instantaneo C y medir o calcu- 
lar la distancia desde P hasta C. 

3. La veloeidad v P es un vector perpendicular a la linea PC, del mismo sen- 
tido que to, y de magnitud v P = (PC)to. 

Por ultimo, tenga presente que el centro instantaneo de rotation solo se puede 
utilizar para determinar velocidades. No es posible emplearlo para determinar acele- 
raciones. 
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Figura PI 5.74 



15.73 Una viga AE de 10 ft se baja por medio de dos gruas viajeras. 
En el instante que se muestra la velocidad del punto D es de 24 in./s hacia 
abajo y la velocidad en el punto E es de 36 in./s hacia abajo. Determine 
a) el centra instantaneo de rotation de la viga y b) la velocidad del punto A. 


A 

B 


D 

E 




--3 ft-► 

4 ft 

--3 ft-► 


Figura PI5.73 


Un helicoptero se mueve horizontalmente en la direction x a 
una rapidez de 120 mi/h. Si se sabe que las aspas principales giran en el sen- 
tido de las manecillas del reloj con una velocidad angular de 180 rpm, de¬ 
termine el eje de rotation instantaneo de las aspas principales. 

15.75 El carrete de cinta que se muestra y el armazon en el que esta 
montado se jalan hacia arriba a una rapidez v A = 750 mm/s. Si el carrete de 
80 mm de radio tiene una velocidad angular de 15 rad/s en el sentido de las 
manecillas del reloj y en el instante mostrado el grosor total de la cinta en el 
carrete es de 20 mm, determine a ) el centra instantaneo de rotation del ca¬ 
rrete, b) las velocidades de los puntos B y D. 



15.76 El carrete de cinta que se muestra y el armazon en el que esta 
montado se jalan hacia arriba a una rapidez v A = 100 mm/s. Si el extremo B 
de la cinta se jala hacia abajo con una velocidad de 300 mm/s y en el instante 
mostrado el grosor total de la cinta en el carrete es de 20 mm, determine 
a) el centra instantaneo de rotation del carrete, b) la velocidad del punto D 
del carrete. 
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Retome el problema resuelto 15.2, y ahora suponga que la cre- 
mallera inferior no es estacionaria sino que se mueve a la izquierda con una 
velocidad de 0.6 m/s. 

Una polea doble se fija a un bloque corredizo mediante un 
pasador en A. La polea interna de 30 mm de radio se une rigidamente a otra 
polea exterior de 60 mm de radio. Si cada una de las dos cuerdas se jala a 
una rapidez constante en la forma indicada, determine a) el centro instanta- 
neo de rotacion de la doble polea, b) la velocidad del bloque corredizo y 
c) el nunrero de milrmetros de cuerda enrollada o desenrollada de cada polea 
por segundo. 

15.79 Retome el problema 15.78, y ahora suponga que la cuerda E se 
jala hacia arriba con una rapidez de 160 mm/s y la cuerda F se jala hacia 
abajo a una rapidez de 200 mm/s. 

15.80 y 15.81 Un tambor de 3 in. de radio se une de manera rigida 
a un tambor de 5 in. de radio en la forma que se indica. Uno de los tam- 
bores rueda sin deslizarse sobre la superficie mostrada y una cuerda se en- 
rolla alrededor del otro tambor. Si se sabe que el extremo E de la cuerda se 
jala hacia la izquierda con una velocidad de 6 in./s, determine a) la veloci¬ 
dad angular de los tambores, b) la velocidad del centro de los tambores y 
c) la longitud de la cuerda enrollada o desenrollada por segundo. 


200 mm/s 
E 



1 “”* 



E 



Figura PI 5.78 


Figura P15.80 


Figura P15.81 


15.82 Si se sabe que en el instante mostrado la velocidad angular de 
la varilla AB es de 15 rad/s en el sentido de las manecillas del reloj, deter¬ 
mine a) la velocidad angular de la varilla BD , b) la velocidad del punto medio 
de la varilla BD. 
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15.83 Si se sabe que en el instante mostrado la velocidad del punto D 
es de 2.4 m/s hacia arriba, determine a) la velocidad angular de la barra AB, 
b) la velocidad del punto medio de la barra BD. 
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Figura PI5.86 y P15.87 


Las ruedas en A y B giran sobre los carriles horizontal y verti¬ 
cal indicados y guian a la varilla ABD. Si en el instante que se muestra ji = 
60° y la velocidad de la rueda B es de 40 in./s hacia abajo, determine a) la 
velocidad angular de la varilla y b) la velocidad del punto D. 

Una puerta levadiza se guia mediante dos ruedas en Ay B que 
giran sobre las correderas horizontal y vertical que se muestran en la figura. 
Si cuando d = 40° la velocidad de la rueda B es de 1.5 ft/s hacia arriba, de¬ 
termine a) la velocidad angular de la puerta y b) la velocidad del extremo D 
de la puerta. 



Figura PI5.85 


15.86 Si se sabe que en el instante mostrado la velocidad angular de 
la varilla BE es de 4 rad/s en sentido contrario al de las manecillas del reloj, 
determine a) la velocidad angular de la varilla AD, b) la velocidad del co- 
llarfn D, c) la velocidad del punto A. 

15.87 Si se sabe que en el instante mostrado la velocidad angular del 
collann D es 1.6 m/s hacia arriba, determine a) la velocidad angular de la 
varilla AD, b) la velocidad del punto B, c ) la velocidad del punto A. 


La barra AB puede deslizarse libremente a lo largo del piso y el 
piano inclinado. Si se denota con \ A la velocidad del punto A, obtenga una ex- 
presion para a) la velocidad angular de la barra, b) la velocidad del extremo B. 



Figura PI5.88 y PI5.89 


9 La barra AB puede deslizarse libremente a lo largo del piso y 
el piano inclinado. Si se sabe que 6 = 20°, /3 = 50°, l = 0.6 m y v A = 3 m/s, 
determine a) la velocidad angular de la barra, b) la velocidad del extremo B. 
















































15.90 El brazo ABD se une mediante pasadores a un collarin en B Problemas 959 

y a la manivela DE. Si la velocidad del collarin B es de 400 mm/s hacia 
arriba, determine a) la velocidad angular del brazo ABD, b) la velocidad del 
punto A. 


125 mm 



15.91 El brazo ABD se une mediante pasadores a un collarin en B y 
a la manivela DE. Si la velocidad angular de la manivela DE es de 1.2 rad/s 
en sentido contrario al de las manecillas del reloj, determine a) la velocidad 
angular del brazo ABD, b ) la velocidad del punto A. 

15.92 En la placa FG se han cortado dos ranuras y la placa se ha colo- 
cado de manera que en las ranuras entren dos pasadores fijos Ay B. Si se 
sabe que en el instante mostrado la velocidad angular de la manivela DE es 
de 6 rad/s en el sentido de las manecillas del reloj, determine a) la velocidad 
del punto F, b) la velocidad del punto G. 



Figura PI 5.92 


15.93 Dos varillas identicas ABF y DBE se unen mediante un pasador 
en B. Si en el instante indicado la velocidad del punto D es de 10 in./s ha¬ 
cia arriba, determine la velocidad de a) el punto E y b) el punto F. 

15.94 La barra AB esta unida a un collarin en A y esta acoplado con 
una pequena rueda en B. Si se sabe que cuando d = 60° la velocidad del 
collarin es de 250 mm/s hacia arriba, determine a) la velocidad angular de la 
barra AB, b ) la velocidad del punto B. 




Figura P15.94 


to* 
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Dos collarines C y D se mueven a lo largo de la varilla vertical 
que se muestra en la figura. Si se sabe que la velocidad del collarin C es de 
660 mm/s hacia abajo, determine a) la velocidad del collarin D, b) la veloci¬ 
dad angular del elemento AB. 

15 ■ 9 Dos varillas de 500 mm estan conectadas mediante un pasador 
en D corno lo indica la figura. Si el punto B se mueve hacia la izquierda con 
una velocidad constante de 360 mm/s, determine para el instante mostrado 
a) la velocidad angular de cada varilla y b) la velocidad de E. 




Figura PI5.97 


Dimensiones en mm 

Figura PI5.96 

15.97 Dos varillas AB y DE estan conectadas como se indica en la figura. 
Si el punto D se mueve hacia la izquierda con una velocidad de 40 in./s, de¬ 
termine a) la velocidad angular de cada varilla y b) la velocidad del punto A. 

15.9 Dos varillas AB y DE estan conectadas como se indica en la 
figura. Si el punto B se mueve hacia abajo con una velocidad de 60 in./s, de¬ 
termine a) la velocidad angular de cada varilla y b) la velocidad del punto E. 



Describa la centroda espacial y la centroda corporal de la va¬ 
rilla ABD del problema 15.84. ( Sugerencia: La centroda corporal no tiene 
que estar en la parte fisica de la varilla.) 

15.100 Describa la centroda espacial y la centroda corporal del en- 
grane del problema resuelto 15.2, cuando gira sobre una cremallera hori¬ 
zontal estacionaria. 

15.101 Con el metodo de la seccion 15.7, retome el problema 15.62. 

15 02 Con el metodo de la seccion 15.7, retome el problema 15.64. 

15 03 Con el metodo de la seccion 15.7, retome el problema 15.6.5. 

15,104 Con el metodo de la seccion 15.7, retome el problema 15.70. 






































15.8. ACELERACIONES ABSOLUTA Y RELATIVA 
EN EL MOVIMIENTO PLANO 


15.8. Aceleraciones absoluta y relativa 961 
en el movimiento piano 


En la section 15.5 se analizo que cualquier movimiento piano puede 
sustituirse por una traslacion definida por el movimiento de un punto 
de referencia arbitrario A y una rotacion simultanea alrededor de A. 
Esta propiedad se utilizo en la section 15.6 para determinar la veloci- 
dad de los diferentes puntos de la placa en movimiento. La misma pro¬ 
piedad se utilizara ahora para determinar la aceleracion de los puntos 
de la placa. 

Hay que recordar primero que la aceleracion absoluta a B de una 
particula de la placa puede obtenerse de la formula de la aceleracion 
relativa que se dedujo en la section 11.12, 


a B — a A + a B/A 


(15.21) 


donde el miembro del lado derecho representa una suma vectorial. La 
aceleracion a A corresponde a la traslacion de la placa con A, en tanto 
que la aceleracion relativa a b /a se asocia con la rotacion de la placa en 
torno a A y se rnide con respecto a los ejes centrados en A y de orien¬ 
tation fija. Hay que recordar de la section 15.3 que la aceleracion re¬ 
lativa a B / A puede descomponerse en dos componentes, una componen¬ 
ts tangencial (a B / A ) t perpendicular a la linea AB, y una componente 
normal (a B / A )„ dirigida hacia A (figura 15.22). Denotando por r B/A el 
vector de position de B relativo a A y, respectivamente, mediante cok 
y ak la velocidad angular y la aceleracion angular de la placa con res¬ 
pecto a los ejes de orientation fija, se tiene 



Fotografi'a 15.6 El engrane central gira 
alrededor de un eje fijo y esta conectado 
mediante pasadores a tres barras que realizan 
movimiento piano general. 


( a B/A)t = <*k X r B/A ( a B / A )t = ra 

( a B/A)n = ~ (a ^ v B/A («B/a)h = ra > 2 


(15.22) 


donde r es la distancia desde A hasta B. Al sustituir en (15.21) las ex- 
presiones que se obtienen para las componentes tangencial y normal 
de a B / A , tambien se puede escribir 


a B = a A+akx r B/A - a) 2 r B / A 


(15.21') 



Movimiento piano 


Traslacion con A + Rotacion alrededor de A 


Figura 15.22 
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Figura 15.23 




Como ejemplo, hay que considerar otra vez la varilla AB cuyos ex- 
tremos se deslizan, respectivamente, a lo largo de una corredera hori¬ 
zontal y una vertical (figura 15.23). Si se supone que se conocen la ve- 
locidad v A y la aceleracion a A de A, se determina la aceleracion a B de 
B y la aceleracion angular a de la varilla. Al elegir A como un punto 
de referenda, se expresa que el movimiento dado es equivalente a una 
traslacion con A y a una rotation alrededor de A. La aceleracion abso- 
luta de B debe ser igual a la suma 

a B — a A A a B/A /i t no\ 

= a A + (a B/A ) n + (a B/A \ 

donde (a B / A )„ tiene la magnitud la> 2 y esta dirigida hacia A, en tanto 
que (a B / A )f tiene la magnitud la y es perpendicular a AB. Se adverti- 
ra que no hay forma de indicar si la componente tangencial (a B / A ) t es¬ 
ta dirigida hacia la izquierda o hacia la derecha y, por lo tanto, ambas 
direcciones posibles para esta componente se indican en la figura 15.23. 
De modo similar, se indican ambos sentidos posibles para a B , ya que 
no se sabe si el punto B se acelera hacia arriba o hacia abajo. 

La ecuacion (15.23) se ha expresado de manera geometrica en la 
figura 15.24. Es posible obtener cuatro poligonos vectoriales diferen- 
tes, dependiendo del sentido de a A y de la magnitud relativa de a A y 
(« B / A )„. Si se va a determinar a B y a de uno de estos diagramas, no so¬ 
lo se debe conocer a A y 9, sino tambien w. Por consiguiente, la veloci- 
dad angular de la varilla debe determinarse por separado mediante uno 
de los metodos indicados en las secciones 15.6 y 15.7. Los valores de 
a B y a pueden obtenerse de ese modo considerando de manera suce- 
siva las componentes xyy de los veetores mostrados en la figura 15.24. 
En el caso de un poligono a, por ejemplo, se escribe 

A componentes x: 0 = a A + lco 2 sen 9 — la cos 9 

+ j' componentes y: — a B = ~lw 2 cos 9 — la sen 9 

y se resuelve para a B y a. Las dos incognitas tambien se obtienen me¬ 
diante la medicion directa sobre el poligono vectorial. En ese caso, de¬ 
be tenerse cuidado para dibujar primero los veetores conocidos a A y 

( a B/A)n- 

llesulta bastante evidente que la determinacion de las aceleracio- 
nes es considerablemente mas complicada que la determinacion de las 
velocidades. Sin embargo, en el ejemplo que se considera aqui, los ex- 


Figura 15.24 





















tremos A y B de la varilla se estaban moviendo a lo largo de correde- 15 - 9 - Anaisis del movimiento piano ggg 

. . iii i ° , en terminos de un parametro 

ras rectas, y los diagramas dibujados eran relativamente simples. Si A 
y B se hubieran movido a lo largo de correderas curvas, habria sido ne- 
cesario descomponer las aceleraciones a A y a B en las componentes nor¬ 
mal y tangencial y la solution del problema habria implicado seis vec- 
tores diferentes. 

Cuando un mecanismo consta de varias partes moviles que estan 
conectadas mediante pasadores, el analisis del mecanismo puede efec- 
tuarse considerando cada parte como un cuerpo rigido, teniendo pre¬ 
sente que los puntos en los cuales se conectan las dos partes deben te- 
ner la misma aceleracion absoluta (vease el problema resuelto 15.7). En 
el caso de engranes dentados, las componentes tangenciales de la ace¬ 
leracion de los dientes en contaeto son iguales, aunque sus componen¬ 
tes normales son diferentes. 


*15.9. ANALISIS DEL MOVIMIENTO PLANO EN TERMINOS 
DE UN PARAMETRO 


En el caso de ciertos mecanismos, es posible expresar las coordenadas 
x y 1 / de todos los puntos importantes del mecanismo por medio de ex- 
presiones analiticas simples que contienen un solo parametro. En es- 
tos casos a veces es ventajoso determinar de manera directa la veloci- 
dad absoluta y la aceleracion absoluta de los diferentes puntos del 
mecanismo, ya que las componentes de la velocidad y de la acelera¬ 
cion de un punto dado pueden obtenerse diferenciando las coordena¬ 
das x y y de ese punto. 

Hay que considerar otra vez la varilla AB cuyos extremos se desli- 
zan, de manera respectiva, en una eorredera horizontal y en una verti¬ 
cal (figura 15.25). Las coordenadas x A y y B de los extremos de la varilla 
pueden expresarse en terminos del angulo 9 que forman la varilla con la 
vertical 


x A = l sen 9 y B = l cos 9 (15.24) 

Al diferenciar las ecuaciones (15.24) dos veces con respecto a t, se es¬ 
cribe 



Figura 15.25 


V A = %A = 10 COS 6 

a A = %a = —10 2 sen 9 + 19 cos 9 

v B = 11 b = ~10 sen 9 

a B = y B = ~19 2 cos 9 — 19 sen 9 

Si se recuerda que 9 = o> y 9 = a, se obtiene 

v A = lo) cos 9 v B = —l(o sen 9 (15.25) 

a A = —lw 2 sen 9 + la cos 9 a B = —lw 2 cos 9 — la sen 9 

(15.26) 

Hay que observar que el signo positivo de v A o a A indica que la velo¬ 
cidad v A o la aceleracion a A esta dirigida hacia la derecha; un signo po¬ 
sitivo para v B o a B indica que v B o a B apunta hacia arriba. Las ecua¬ 
ciones (15.25) pueden utilizarse para determinar, por ejemplo, v B y o> 
cuando se conocen v A y 9. Al sustituir a> en (15.26), se puede determi¬ 
nar entonces a B y a si se conoce a A . 





PROBLEMA RESUELTO 15.6 



rj = 150 mm 


El centra del engrane doble del problema resuelto 15.2 tiene una velocidad 
de 1.2 m/s hacia la derecha y una aceleracion de 3 m/s 2 hacia la derecha. Re- 
cordando que la cremallera inferior es estacionaria, determine a) la acelera¬ 
cion angular del engrane, b) la aceleracion de los puntos B, C y D del en¬ 
grane. 


SOLUCION 

a) Aceleracion angular del engrane. En el problema resuelto 15.2, 
x A = — rid y v A = —rjw. Diferenciando la ultima ecuacion con respecto al 
tiempo, se obtiene a A = —r^a. 

v A = ~r 1 (o 1.2 m/s = —(0.150 m)<n co = —8 rad/s 

a A = —r L a 3 m/s 2 = —(0.150 m)o: a = —20 rad/s 2 

a = ak = —(20 rad/s 2 )k M 

b) Aceleraciones. El movimiento de rodamiento del engrane se des- 
compone en una traslacion con A y una rotation alrededor de A. 







( a D/A>t 


Aceleracion del punto B. Al sumar vectorialmente las aceleraciones 
correspondientes a la traslacion y a la rotacion, se obtiene 

a B = a A + a B/A = a A 1“ ( a B/A)f + (a B / A ) n 

= a A + ak X r B/A - o) 2 r /J/A 

= (3 m/s 2 )i — (20 rad/s 2 )k X (0.100 m)j — (8 rad/s) 2 (0.100 m)j 
= (3 m/s 2 )i + (2 m/s 2 )i — (6.40 m/s 2 )j 

a B = 8.12 nVs 2 ^ 52.0° ◄ 

Aceleracion del punto C 

a c = a A + a c/A = a A + «k X r c/ A - w 2 r c/A 

= (3 m/s 2 )i — (20 rad/s 2 )k X (—0.150 m)j — (8 rad/s) 2 (—0.150 m)j 
= (3 m/s 2 )i — (3 m/s 2 )i + (9.60 m/s 2 )j 

a c = 9.60 m/s 2 T ◄ 

Aceleracion del punto D 

a D = a A + a D/A = a A + «k X r D/A - w 2 r D/A 

= (3 m/s 2 )i — (20 rad/s 2 )k X (—0.150 m)i — (8 rad/s) 2 (—0.150 m)i 
= (3 m/s 2 )i + (3 m/s 2 )j + (9.60 m/s 2 )i 

a D = 12.95 m/s 2 ^2 13.4° ◄ 
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PROBLEMA RESUELTO 15.7 



La manivela AB del mecanismo del problema resuelto 15.3 tiene una veloci- 
dad angular constante en el sentido de las maneciUas del reloj de 2 000 rpm. 
Para la position que se muestra de la manivela, determine la aceleracion an¬ 
gular de la biela BD y la aceleracion del punto D. 


SOLUCION 

Movimiento de la manivela AB. Puesto que la manivela gira alre- 
dedor de A con una velocidad angular constante a> AB = 2 000 rpm = 209.4 
rad/s, se tiene a AB = 0. Por lo tanto, la aceleracion de B esta dirigida hacia 
A y tiene una magnitud 

a B = r(o AB = ft)(209.4 rad/s) 2 = 10 962 ft/s 2 

a B = 10 962 ft/s 2 IF' 40° 

Movimiento de la biela BD. La velocidad angular cj bd y el valor de 
/3 se obtuvieron en el problema resuelto 15.3: 

co BD = 62.0 rad/s "j /3 = 13.95° 

El movimiento de BD se descompone en una traslacion con B y una rota- 
cion alrededor de B. La aceleracion relativa a D / B se descompone en las com- 
ponentes normal y tangential: 

(a D/B )„ = (BD)co ! d = (-| ft)(62.0 rad/s) 2 = 2563 ft/s 2 

(a D/B )„ = 2563 ft/s 2 5^ 13.95° 

( a D/Blt ~ ( BD)a BD = (~j^)a BD = 0.6667a BD 

(a d /b\ = 0.6667a BD 76.05° 

Si bien (a D / B ) f debe ser perpendicular a BD, no se conoce su sentido. 

B B 


Movimiento piano = Traslacion + Rotation 






A1 advertir que la aceleracion a D debe ser horizontal, se escribe 

a o = a B + a D / B = a B + (a D / B )„ + (a D / B ) ( 

[s D <-t] = [10 962 IF' 40°] + [2 563 13.95°] + [0.6667a BD ^2 76.05°] 

A1 igualar las componentes x y ij, se obtienen las sigviientes ecuaciones esca- 
lares: 

A componentes x: 

-a D = -10962 cos 40° - 2563 cos 13.95° + 0.6667a BD sen 13.95° 

+ | componentes y: 

0 = —10962 sen 40° + 2563 sen 13.95° + 0.6667 a BD cos 13.95° 

Al resolver simultaneamente las ecuaciones, se obtiene a BD = +9940 
rad/s 2 y a D = +9290 ft/s 2 . Los signos positivos indican que los sentidos mostra- 
dos sobre el poligono vectorial son correctos; se escribe 

a BD = 9 940 rad/s 2 ^ M 
a D = 9 290 ft/s 2 e- ◄ 
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PROBLEMA RESUELTO 15.8 

El varillaje ABDE se mueve en el piano vertical. Si se sabe que en la posi¬ 
tion mostrada la manivela AB tiene una velocidad angular constante Wj de 
20 rad/s en el sentido contrario al de las manecillas del reloj, determine las 
velocidades angulares y las aceleraciones angulares de la barra acopladora 
BD y de la manivela DE. 



r B = 8i + 14j 
r D = -17i + 17j 

t D/B = + 3 j 


SOLUCION 

Este problema podria resolverse mediante el metodo que se utilizo en el pro- 
blerna resuelto 15.7. En este caso, sin embargo, se usara el metodo vectorial. 
Los vectores de position r B , r D y r D / B se eligen corno se muestra en el bos- 
quejo. 

Velocidades. Puesto que el movimiento de cada elemento del varilla¬ 
je esta contenido en el piano de la figura, se tiene 

m ab = w ab^ = (20 rad/s)k w BD = <*>de = w de k 

donde k es un vector unitario que apunta hacia fuera del papel. A continua¬ 
tion se escribe 

V D = V B + V D/B 

0J /j/;k X r D = or wi k X r B + co B/) k X r D / B 
oj DE k X ( — 17i + 17j) = 20k X (8i + 14j) + w BD k X (12i + 3j) 

— l7u> DE j — 17w DE i = 160j — 280i + 12(o BE >j — 3w BD i 

Al igualar los coeficientes de los vectores unitarios i y j, se obtienen las si- 
guientes dos ecuaciones escalares: 

17&) DE — 280 3oj B i) 

— 17w de = +160 + 12w bd 

m bd = —(29.33 rad/s)k to DE = (11.29 rad/s)k M 

Aceleraciones. Al notar que en el instante considerado la manivela 
AB tiene una velocidad angular constante, se escribe 

a A B = 0 a BD = a BD k a DE = oi de \l 
a o = a B + a jj/b 

Cada termino de la ecuacion (1) se evalua por separado: 

ao = a DE k X r D — w|) E r D 

= a DE k X (— 17i + 17j) - (11.29) 2 ( — 17i + 17j) 

= — 17a D£ j — 17a DE i + 2170i — 2170j 
a B = a Ask X r B — u>AB r B ~ 0 — (20) z (8i + 14j) 

= —3200i - 5600j 

a D/B = «Bok ^ r D/B ~ u> BD r D/B 

= a BD k X (12i + 3j) - (29.33) z (12i + 3j) 

= 12a BD j — 3a BD i — 10 320i — 2580j 

Al sustituir en la ecuacion (1) e igualar los coeficientes de i y j, se obtiene 

— 17a DE + 3 a BD = —15690 

— 17 a DE — 12a BD = —6010 

a BD = —(645 rad/s 2 )k a DE — (809 rad/s 2 )k 4 
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RESOL UCION DE PROB LEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


Esta lection se dedico a la determination de las aceleraciones de los puntos de un 
cuerpo rigido en movimiento piano. Como se hizo previamente para velocidades, se 
considerara de nuevo el movimiento piano de un cuerpo rigido como la suma de dos 
movimientos, a saber, una traslacion y una rotacidn. 


Para resolver un problema que implica aceleraciones en movimiento piano es nece- 
sario seguir estos pasos: 

1. Determinar la velocidad angular del cuerpo. Para encontrar oj es posible 

a) Considerar el movimiento del cuerpo como la suma de la traslacion y la ro¬ 
tation, como se hizo en la section 15.6, o 

b ) Utilizar el centra instantaneo de rotation del cuerpo como en la section 15.7. 
Sin embargo, recuerde que no es posible utilizar el centro instantaneo para determi¬ 
nar aceleraciones. 

2. Iniciar dibujando una “ecuacion de diagrama” que usara en su solution: es¬ 
ta “ecuacion” incluira los siguientes diagramas (figura 15.44): 

a) Diagrama de movimiento piano. Elabore un bosquejo del cuerpo que in- 
cluya todas las dimensiones, asi como la velocidad angular to. Muestre la aceleracion 
angular a con su magnitud y sentido si es que los conoce. Tambien indique aquellos 
puntos para los cuales conoce o busca las aceleraciones, indicando todo lo que se se- 
pa acerca de las mismas. 

b) Diagrama de traslacion. Elija un punto de referencia A para el que conoz- 
ca la direction, la magnitud o una componente de la aceleracion a A - Dibuje un se- 
gundo diagrama que muestre el cuerpo en traslacion en el que cada punto tenga la 
misma aceleracion que el punto A. 

c) Diagrama de rotacidn Considerando el punto A como un punto de refe¬ 
rencia fijo, dibuje un tercer diagrama que muestre al cuerpo en rotation alrededor 
de A. Indique las componentes normal y tangential de las aceleraciones relativas de 
los otros puntos, del mismo modo que las componentes (a B / A )„ y (a b /a)i de la ace¬ 
leracion del punto B con respecto al punto A. 

3. Escribir la formula de la aceleracion relativa 

a B = a A + a B/A ° a B = a A + ( a B/A)n + ( a B/A)t 

Los problemas resueltos ilustran tres formas diferentes de utilizar esta ecuacion vec¬ 
torial: 


(■ continue) 
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a) Si a se da o puede determinarse con facilidad, es posible utilizar esta 
ecuacion para determinar las aceleraciones de diferentes puntos del cuerpo [proble- 
ma resuelto 15.6]. 

b) Si a no se puede determinar con facilidad, elija para el punto B otro pun- 
to en el que usted conozca la direction, la magnitud o una componente de la acele¬ 
racion a/j y dibuje un diagrama vectorial de la ecuacion. Empezando en el mismo 
punto, dibuje todas las componentes conocidas de la aceleracion siguiendo el proce- 
dimiento de principio a fin para cada miembro de la ecuacion. Complete el diagra- 
ma dibujando los dos vectores restantes en las direcciones apropiadas, de manera tal 
que las dos sumas de vectores terminen en un punto comun. 

Las magnitudes de los dos vectores restantes pueden determinarse grafica o analiti- 
camente. Por lo comun una solution analitica requerira la solution de dos ecuacio- 
nes simultaneas [problema resuelto 15.7]. Sin embargo, si primero se consideran las 
componentes de diferentes vectores en una direction perpendicular a uno de los vec¬ 
tores incognita, resulta factible obtener una ecuacion con una sola incognita. 

Uno de los dos vectores obtenido mediante el metodo que acaba de describirse sera 
(a b/a)o del cual es posible calcular a. Una vez que se determina a, la ecuacion vec¬ 
torial se utiliza para determinar la aceleracion de cualquier otro punto del cuerpo. 

c) Un procedimiento vectorial completo tambien es viable para resolver la 
ecuacion vectorial. Este se ilustra en el problema resuelto 15.8. 

4. El andlisis del movimiento piano en terminos de un parametro completo 
esta lection. Este metodo debe utilizarse solo si es posible expresar las coordenadas 
x y ij de todos los puntos importantes del cuerpo en terminos de un solo parametro 
(section 15.9). Al diferenciar dos veces con respecto a t las coordenadas x y y de un 
punto dado, pueden determinarse las componentes rectangulares de la veloeidad ab- 
soluta y la aceleracion absoluta de ese punto. 
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Problemas 


15.105 Una barra de 900 mm descansa sobre una mesa horizontal. Una 
fuerza P aplicada como se muestra en la figura, produce las siguientes ace- 
leraciones: a A = 3.6 m/s 2 hacia la derecha, a = 6 rad/s 2 en sentido contrario 
al de las manecillas del reloj cuando se observa desde arriba. Determine la 
aceleracion a) del punto G, b ) del punto B. 



Figura PI 5.105 y P15.106 


15.106 En el problema 15.105, determine el punto de la barra que 
a) no tiene aceleracion, b) tiene una aceleracion de 2.4 m/s 2 hacia la derecha. 


15.107 Una viga de acero de 10 ft se baja mediante dos cables que se 
desenrollan a la misma rapidez en dos gruas viajeras. Cuando la viga se acerca 
al suelo, los operadores de las gruas aplican los frenos para retardar el 
movimiento de desenrollado. En el instante considerado la desaceleracion del 
cable fijo en A es de 12 ft/s 2 , mientras que la del cable fijo en B es de 5 ft/s 2 . 
Determine a) la aceleracion angular de la viga, b) la aceleracion del punto C. 

15.108 La aceleracion del punto C es de 1 ft/s 2 hacia abajo y la ace¬ 
leracion angular de la viga es de 0.8 rad/s 2 en el sentido de las manecillas del 
reloj. Si se sabe que la velocidad angular de la viga es cero en el instante con¬ 
siderado, determine la aceleracion de cada cable. 



9 ft 


lft 


Figura P15.107 y P15.108 


15.109 y 15.110 La barra BDE esta unida a dos eslabones AB y CD. 
Si en el instante que se muestra el eslabon AB tiene una aceleracion angu¬ 
lar nula y una velocidad angular de 3 rad/s en el sentido de las manecillas 
del reloj, determine la aceleracion a) del punto D y b) del punto E. 




Figura PI 5.109 


Figura P15.110 
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Cinematica de cuerpos rigidos 


Un automovil se desplaza hacia la izquierda a una velocidad 
constante de 48 mi/h. Si el diametro de la rueda es de 22 in., determine la 
aceleracion a) del punto B, b) del punto C, c) del punto D. 


B 



Figura P15.111 


C 



Figura PI 5.112 


15.112 Un carrito C esta soportado por una rueda movil A y un cilin- 
dro B, cada uno con 50 mm de diametro. Si en el instante mostrado, el ca¬ 
rrito tiene una aceleracion de 2.4 m/s 2 y una velocidad de 1.5 m/s, ambas di- 
rigidas hacia la izquierda, determine a) las aceleraciones angulares de la rueda 
movil y del cilindro, b) las aceleraciones de los centros de la rueda movil y 
del cilindro. 



15.113 El movimiento del cilindro de 75 mm de radio se controla me- 
diante la cuerda que se muestra en la figura. Si se sabe que el extremo E de 
la cuerda tiene una velocidad de 300 mm/s y una aceleracion de 480 mrn/s 2 , 
ambas dirigidas hacia arriba, determine la aceleracion a) del punto A, b ) del 
punto B. 

15.114 El movimiento del cilindro de 75 mm de radio se controla me- 
diante la cuerda que se muestra en la figura. Si se sabe que el extremo E de 
la cuerda tiene una velocidad de 300 mm/s y una aceleracion de 480 mm/s , 
ambas dirigidas hacia arriba, determine las aceleraciones de los puntos C y 
D del cilindro. 

15.115 y 15. 16 Un tambor de 3 in. de radio esta rfgidamente unido 
a otro tambor de 5 in. de radio en la forma que se indica. Uno de los tarn- 
bores rueda sin deslizarse sobre la super fide mostrada, y se enrolla a una 
cuerda alrededor del otro tambor. Si en el instante que se ilustra el extremo 
D de la cuerda tiene una velocidad de 8 in./s y una aceleracion de 30 in./s 2 , 
ambas dirigidas hacia la izquierda, determine las aceleraciones de los puntos 
A, B y C de los tambores. 




Figura PI 5.115 


Figura PI 5.116 


































15.117 El tambor de 150 mm de radio rueda sin deslizarse sobre una Problemas 0y-| 

banda que se mueve hacia la izquierda con una velocidad constante de 300 
mni/s. En el instante en el que la velocidad y la aceleracion del centra D del 
tambor son como se muestra, determine las aceleraciones de los puntos A, 

B y C del tambor. 


A 



Figura P15.117 

El volante de 18 in. de radio esta rigidamente unido a una 
flecha de 1.5 in. de radio que puede radar a lo largo de rieles paralelos. Si 
en el instante que se muestra el centra de la flecha tiene una velocidad de 
1.2 in./s y una aceleracion de 0.5 in./s 2 , arnbas dirigidas hacia abajo y hacia 
la izquierda, determine la aceleracion a) del punto Ay b) del punto B. 

15.119 En el sistema de engranes planetarios que se muestra, los ra¬ 
dios de los engranes A, B, C y D son de 3 in. y el radio del engrane exterior 
E es de 9 in. Si el engrane A tiene una velocidad angular constante de 150 
rpm en el sentido de las manecillas del reloj y el engrane exterior E es esta- 
cionario, determine la magnitud de la aceleracion de los dientes del engrane 
D que estan en contacto a) con el engrane A, b) con el engrane E. 

15.120 El disco mostrado tiene una velocidad angular constante de 
500 rpm en sentido contrario al de las manecillas del reloj. Si se sabe que la 
barra BD tiene 250 mm de longitud, determine la aceleracion del collarin D 
cuando a) 9 = 90°, b) 0 = 180°. 



15.121 En el compresor de aire con dos cilindros que se muestra en 
la figura las bielas BD y BE tienen una longitud de 190 mm y la manivela 
AB gira alrededor del punto fijo A con una velocidad angular constante de 
1 500 rpm en el sentido de las manecillas del reloj. Determine la aceleracion 
de cada piston cuando 0 = 0. 



B 

Figura P15.118 



Figura P15.119 
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Cinematica de cuerpos rigidos 


1 5.1 22 El brazo AB tiene una velocidad angular constante de 16 rad/s 
en sentido contrario al de las manecillas del reloj. En el instante en el que 
0 = 0, determine la aceleracion a) del collarfn D yb) del punto medio G de 
la barra BD. 




Figura P15.122, P15.123 y P15.124 

15.123 El brazo AB tiene una velocidad angular constante de 16 rad/s 
en sentido contrario al de las manecillas del reloj. En el instante en el que 
0 = 90°, determine la aceleracion a) del collarfn D yb) del punto medio G 
de la barra BD. 

15.124 El brazo AB tiene una velocidad angular constante de 16 rad/s 
en sentido contrario al de las manecillas del reloj. En el instante en el que 
0 = 60°, determine la aceleracion del collarfn D. 

15.125 Si la manivela AB gira alrededor del punto A con una veloci¬ 
dad angular constante de 900 q:>m en el sentido de las manecillas del reloj, 
determine la aceleracion del piston P cuando 0 = 60°. 

15.126 Si la manivela AB gira alrededor del punto A con una veloci¬ 
dad angular constante de 900 q:>m en el sentido de las manecillas del reloj, 
determine la aceleracion del piston P cuando 0 = 120°. 

15.127 Si se sabe que en el instante mostrado la barra AB tiene una 
aceleracion angular nula y una velocidad angular constante de 15 rad/s, en 
sentido contrario al de las manecillas del reloj, determine a) la aceleracion 
angular del brazo DE y b) la aceleracion del punto D. 




15.128 Si se sabe que en el instante mostrado la barra AB tiene una 
aceleracion angular nula y una velocidad angular de 15 rad/s, en sentido con¬ 
trario al de las manecillas del reloj, determine a) la aceleracion angular del 
elemento BD y b) la aceleracion del punto G. 

15.129 Si se sabe que en el instante mostrado la barra AB tiene una 
velocidad angular constante de 6 rad/s en el sentido de las manecillas del 
reloj, determine la aceleracion del punto D. 

15.130 Si se sabe que en el instante mostrado la barra AB tiene una 
velocidad angular constante de 6 rad/s en el sentido de las manecillas del 
reloj, determine a) la aceleracion angular del elemento BDE y b) la ace¬ 
leracion del punto E. 


Figura P15.129 y P15.130 
































Problemas Q73 


15.131 Si se sabe que en el instante mostrado la barra AB tiene una 
aceleracion angular nula y una velocidad angular to 0 en el sentido de las 
maneciUas del reloj, determine a) la aceleracion angular del brazo DE y 
b) la aceleracion del punto D. 

15.132 Si se sabe que en el instante mostrado la barra AB tiene una 
aceleracion angular nula y una velocidad angular de 8 rad/s en el sentido de 
las manecillas del reloj y que l = 0.3 m, determine la aceleracion del punto 
medio C del elemento BD. 

15.133 y 15.134 Si en el instante mostrado la barra AB tiene una ve¬ 
locidad angular constante de 4 rad/s en el sentido de las manecillas del reloj, 
determine la aceleracion angular a) de la barra BD y b ) de la barra DE. 





15.135 y 15.136 Si se sabe que en el instante mostrado la barra AB 
tiene una velocidad angular de 4 rad/s y una aceleracion angular de 2 rad/s 2 
en el sentido de las manecillas del reloj, determine la aceleracion angular 
a) de la barra BD y b) de la barra DE con el metodo vectorial empleado en 
el problema resuelto 15.8. 


15.137 Si se denota mediante r A el vector de position del punto A de 
una placa rigida que se encuentra en movimiento piano, demuestre que 
a) el vector de position r c del centra instantaneo de rotation es 


= r A + 


to x v A 


donde to es la velocidad angular de la placa y v A es la velocidad del punto 
A, b) la aceleracion del centra de rotation instantaneo es cero si, y solo si, 


a A = ~ v A + to X v A 


donde a = ak es la aceleracion angular de la placa. 



Figura P15.137 
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Cinematica de cuerpos rigidos 


*15.138 Se han unido unas pequenas ruedas a los extremos de la va- 
rilla AB y ruedan libremente a lo largo de las superficies que se muestran. 
Utilice el metodo de la section 15.9 a fin de obtener una expresion para la 
velocidad angular de la varilla en terminos de v B , 9,1 y p. 



Figura PI5.140 



Figura P15.138 y P15.139 


*15.139 Se han unido unas pequenas ruedas a los extremos de la va¬ 
rilla AB y ruedan libremente a lo largo de las superficies que se muestran. 
Utilice el metodo de la section 15.9 y considere que la aceleracion de la 
rueda B es cero a fin de obtener una expresion para la aceleracion angular 
de la varilla en terminos de v B , 9,1 y (3. 

*15.140 El disco propulsor del mecanismo de cruceta Scotch que se 
muestra tiene una velocidad angular w y una aceleracion angular a, dirigi- 
das en sentido contrario al de las manecillas del reloj. Utilice el metodo de 
la section 15.9 a fin de obtener expresiones para la velocidad y la aceleracion 
del punto B. 


*15.141 La varilla AB se mueve sobre una pequena rueda en C mien- 
tras el extremo A se desplaza hacia la derecha con una velocidad constante 
v A . Con el metodo de la section 15.9, deduzca expresiones para la velocidad 
angular y la aceleracion angular de la varilla. 



* 15,142 La varilla AB se mueve sobre una pequena rueda en C mien- 
tras el extremo A se desplaza hacia la derecha con una velocidad constante 
v A . Con el metodo de la section 15.9, deduzca expresiones para las compo- 
nentes horizontal y vertical de la velocidad del punto B. 

* 14 3 Un disco de radio r rueda hacia la derecha con una velocidad 

constante v. Si se denota con P el punto del borde en contacto con el suelo 
en t = 0, deduzca expresiones para las componentes horizontal y vertical de 
la velocidad de P en cualquier momenta t. 
























15.144 En el mstante mostrado, la vanlla AB gira con una velocidad 5- 1 Razon de cambio de un vector respecto 
, , . ^ , n... n , ,. i t , . a un sistema de referencia en rotacion 

angular to y una aceleracion angular a, dingidas en el sentido de las rnaneci- 

llas del reloj. Utilice el metodo de la seccion 15.9 a fin de obtener expre- 

siones para la velocidad y la aceleracion del punto C. 


D 



Figura PI5.144 y PI5.145 


* 15.145 En el instante mostrado, la varilla AB gira con una velocidad 
angular to y una aceleracion angular a , dirigidas en el sentido de las maneci- 
llas del reloj. Utilice el metodo de la seccion 15.9 a fin de obtener expre- 
siones para las componentes horizontal y vertical de la velocidad y la ace¬ 
leracion del punto D. 

* 15.146 La position de la varilla AB se controla por medio de un disco 
de radio r que se une a la horquilla CD. Si se sabe que la horquilla se rnueve 
verticalmente hacia arriba con una velocidad constante v 0 , deduzca una ex- 
presion para la aceleracion angular de la varilla AB. 

En el problema 15.146, obtenga una expresion para la ace¬ 
leracion angular de la varilla AB. 

Una rueda de radio r gira sin deslizarse a lo largo del interior 
de un cilindro fijo de radio R con una velocidad angular constante cj. Al de¬ 
notar con P el punto de la rueda en contacto con el cilindro en t = 0, obtenga 
expresiones para las componentes horizontal y vertical de la velocidad de P 
en cualquier momenta t. (La curva que describe el punto P es una hipoci- 
cloide.) 

En el problema 15.148, demuestre que la trayectoria de P es 
una linea recta vertical cuando r = RJ1. Obtenga expresiones para la veloci¬ 
dad y la aceleracion correspondientes en cualquier momenta t. 



Figura PI5.146 



15.10. RAZON DE CAMBIO DE UN VECTOR CON RESPECTO 
A UN SISTEMA DE REFERENCIA EN ROTACION 

En la seccion 11.10 se analizo que la razon de cambio de un vector es 
la misma respecto a un sistema de referencia fijo y respecto a un sis¬ 
tema de referencia en traslacion. En esta seccion se consideraran las 
razones de cambio de un vector Q respecto a un sistema de referen¬ 
cia fijo y a un sistema de referencia rotatorio.' Se aprendera a deter- 
minar la razon de cambio de Q respecto a un sistema de referencia 
cuando Q se define mediante sus componentes en otro sistema de re¬ 
ferencia. 





*Debe recordarse que la selection de un sistema de referencia fijo es arbitraria. Cual¬ 
quier sistema de referencia puede denominarse como “fijo”; todos los demas sistemas se 
consideran entonces como moviles. 


Fotograffa 15.7 Un mecanismo de Ginebra 
usa para convertir movimiento giratorio en 
movimiento intermitente. 
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Figura 15.26 


Considere dos sistemas de referencias centrados en O, un sistema 
de referencia fijo OXYZ y un sistema de referencia Oxyz que giran al- 
rededor del eje fijo OA; deje que SI denote la velocidad angular del sis- 
tema de referencia Oxyz en un instante dado (figura 15.26). Considere 
ahora una funcion vectorial Q(t) representada por el vector Q fijo en O; 
cuando el tiempo t varia, cambian tanto la direction como la magnitud 
de Q. Puesto que la variation de Q es vista diferencialmente por un ob- 
servador que utiliza OXYZ como un sistema de referenda y por un 
observador que recurre a Oxyz, se debe esperar que la tasa de cambio 
de Q dependa del sistema de referencia que se ha elegido. Por lo tanto, 
la razon de cambio de Q con respecto al sistema de referencia fijo OXYZ 
se denotara por medio de (Q)oxyz y la razon de cambio de Q con res- 
pecto al sistema de referencia rotatorio Oxyz se denotara mediante 
(Q)qwz' La propuesta es determinar la relation que existe entre estas 
dos razones de cambio. 

Primero se descompone el vector Q en componentes a lo largo de 
los ejes x, y y z del sistema de referencia rotatorio. Al denotar por me¬ 
dio de i, j y k los correspondientes vectores unitarios, se escribe 

Q = Q x i + Qy j + Q* (15.27) 

Al diferenciar (15.27) con respecto a I: y considerar fijos los vectores 
unitarios i, j, k, se obtiene la razon de cambio de Q con respecto al sis¬ 
tema cle referencia rotatorio Oxyz-. 

(Q W = <?A + Qyi + QJ< (15.28) 

Para obtener la razon de cambio de Q con respecto a un sistema de 
referencia fijo OXYZ, se deben considerar los vectores unitarios i, j, k co¬ 
mo variables cuando se realiza la differentiation (15.27). Por lo tanto, se 
escribe 

(Q)oxyz = Qxi + Qyj + (Lk + Q x -Jj + Qy+ Qzflf (15.29) 

Al recordar (15.28), se observa que la suma de los primeros tres termi- 
nos en el miembro del lado derecho de (15.29) representa la razon de 
cambio (Q)cw- Se nota, por otro lado, que la razon de cambio (Q)oxyz 
se reduciria a los ultimos tres terminos (15.29) si el vector Q estuviera 
fijo dentro del sistema de referencia Oxyz, ya que (Q)cw serfa enton- 
ces cero. Pero en ese caso (Q)oxyz representarfa la velocidad de la par- 
ticula ubicada en la punta de Q y corresponderfa a un cueipo rfgidamen- 
te unido al sistema de referencia Oxyz. De tal modo, los ultimos tres 
terminos en (15.29) representan la velocidad de esa particula; puesto que 
el sistema de referencia Oxyz tiene una velocidad angular 11 con respec¬ 
to a OXYZ en el instante considerado, se escribe, mediante (15.5), 

di d\ dk 

+ + ?= it - n x Q (15 ' 30) 

Al sustituir (15.28) y (15.30) en (15.29), se obtiene la relation funda¬ 
mental 

(Q)oxyz = (Q)oxyz + SI X Q (15.31) 

La conclusion es que la razon de cambio del vector Q con respecto al 
sistema de referencia fijo OXYZ se compone de dos partes: la prime- 
ra representa la razon de cambio de Q con respecto al sistema de re¬ 
ferencia rotatorio Oxyz; la segunda parte, 11 X Q, se induce por la ro¬ 
tation del sistema de referencia Oxyz. 





El uso de la relation (15.31) simplifica la determination de la razon 
de cambio del vector Q con respecto a un sistema de referencia fijo 
OXYZ cuando el vector Q se define mediante sus componentes a lo lar¬ 
go de los ejes de un sistema de referencia rotatorio Oxyz, ya que esta re¬ 
lation no requiere el calculo separado de las derivadas de los vectores 
unitarios que definen la orientation del sistema de referencia rotatorio. 

15.11. MOVIMIENTO PLANO DE UNA PARTICULA RELATIVA 
A UN SISTEMA DE REFERENCIA EN ROTACION. 
ACELERACION DE CORIOLIS 

Considere dos sistemas de referencia, ambos centrados en O y en el 
piano de la figura, un sistema de referencia fijo OXY y un sistema de 
referencia en rotation Oxy (figura 15.27). Sea P una particula que se 
mueve en el piano de la figura. El vector de position r de P es el mis- 
mo en ambos sistemas de referencia, aunque su razon de cambio de- 
pende del sistema de referencia que se ha elegido. 

La velocidad absoluta v> de la particula se define como la velocidad 
observada desde el sistema de referencia fijo OXY y es igual a la razon 
de cambio (r)oxy de r con respecto a ese sistema de referencia. Sin em¬ 
bargo, es posible expresar \ P en terminos de la tasa de cambio (r ) 0x y que 
se observa desde el sistema de referencia en rotation si recurrimos a la 
ecuacion (15.31). Denotando mediante 11 la velocidad angular del siste¬ 
ma de referencia Oxy con respecto a OXY en el instante que se conside- 
ra, se escribe 

Vp = (r)oxr = 11 X r + (r) 0xy (15.32) 

Pero (r)oxy define la velocidad de la particula P relativa al sistema de re¬ 
ferencia en rotation Oxy. Al denotar el sistema de referencia en rotation 
mediante S' se representa la velocidad (r ) 0xiJ de P relativa al sistema de 
referencia por \ P /^. Imagine que una placa rfgida se ha unido al sistema 
de referencia en rotation. En ese caso v P /& representa la velocidad de P 
a lo largo de la trayectoria que este describe sobre la placa (figura 15.28), 
y el termino 11 X r en (15.32) representa la velocidad v P ' del punto P' 
de la placa —o del sistema de referencia en rotation— que coincide con 
P en el instante que se esta considerando. De tal modo, se tiene 

Vp = Vp' + Vp/g; (15.33) 

donde Vp = velocidad absoluta de la particula P 

Vp' = velocidad de punto P' del sistema de referencia en movi- 
miento S' coincidiendo con P 

Vp/g; = velocidad de P relativa al sistema de referencia en movi- 
miento S' 

La aceleracion absoluta a P de la particula se define como la razon de 
cambio de v P con respecto al sistema de referencia fijo OXY. Al calcular 
las razones de cambio con respecto a OXY de los terminos en (15.32), se 
escribe 

ap = v P = flXr+flXr + ~^[(r) 0xy ] (15.34) 

donde todas las derivadas se definen con respecto a OXY, excepto don¬ 
de se indica de otro modo. Con referencia a la ecuacion (15.31), se ad- 
vierte que el ultimo termino en (15.34) puede expresarse como 

^[(i)oxy] = (r)cta/ + il X (r) 0xy 


15.11. Movimiento piano de una particula 
relativa a un sistema de referencia 
en rotacion. Aceleracion de Coriolis 
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X 


Figura 15.29 


Por otro lado, r representa la velocidad x P y puede sustituirse por el 
miembro del lado derecho de la ecuacion (15.32). Despues de com- 
pletar estas dos sustituciones en (15.34), se escribe 

ap=(lxr + llx (£1 X r) + 2ft X ( r)oxy + (f )oxy (15.35) 

Con referencia a la expresion (15.8) que se obtuvo en la seccion 15.3 pa¬ 
ra la aceleracion de una particula en un cuerpo ngido rotatorio alrededor 
de un eje fijo, se nota que la suma de los primeros dos terminos repre¬ 
senta la aceleracion a P - del punto P' del sistema de referencia en rota- 
cion que coincide con P en el instante en que se ha considerado. Por otro 
lado, el ultimo termino define la aceleracion a P de P relativa al sistema 
de referencia en rotacion. Si no fuera por el tercer termino, el cual no se 
ha tornado en cuenta, podiia haberse escrito una relacion similar a (15.33) 
para las aceleraciones y a P podrfa expresarse como la suma de a P ' y a P /&. 
Sin embargo, es claro que una relacion de este tipo seria incorrecta y de- 
bemos incluir el termino adicional. Este termino, que se denotara por a c , 
se denomina aceleracion complementaria, o aceleracion de Coriolis, en 
honor al matematico frances De Coriolis (1792-1843). Se escribe 

a P = a P ' + a P /g; + a c (15.36) 


donde a P = aceleracion absoluta de la particula P 

a P ' = aceleracion del punto P' del sistema de referencia en mo- 
vimiento S' que coincide con P 
a = aceleracion de P relativo al sistema de referencia S' 
a c = 2ft X (r) 0xy = 2ft X x P/ & 

= aceleracion complementaria, o de Coriolis 1 

Al observar que el punto P' se mueve en un circulo alrededor del 
origen O, su aceleracion a P ' tiene, en general, dos componentes: una 
componente (a P ’) t tangente al circulo y una componente (a P ') n dirigi- 
da hacia O. De manera similar, la aceleracion a P /& por lo general cuen¬ 
ta con dos componentes: una componente (a P /®) t tangente a la trayec- 
toria que describe P sobre la placa en rotacion, y una componente 
(a ?/&)„ dirigida hacia el centra de curvatura de la trayectoria. Ademas 
advierta que puesto que el vector II es perpendicular al piano de mo- 
vimiento y, en eonsecuencia, a \ P /&, la magnitud de la aceleracion de 
Coriolis a, = 2ft X v P ^ es igual a 2lli: P/?f , y su direction se puede ob- 
tener al girar el vector x P /& 90° en el sentido de rotacion del sistema 
de referencia en movimiento (figura 15.29). La aceleracion de Corio¬ 
lis se reduce a cero cuando ya sea 11 o v> /g. es cero. 

El siguiente ejemplo ayudara a comprender el signifieado fisico de 
la aceleracion de Coriolis. Considere un collarin P que se hace desli- 


f Es importante notar la diferencia entre la ecuacion (15.36) y la ecuacion (15.21) de la 
seccion 15.8. Cuando se escribio 

a B = a A + a B /A (15.21) 

en la seccion 15.8, se expreso la aceleracion absoluta del punto B como la suma de su ace¬ 
leracion a B /A relativa a un sistema de referencia en traslacion y la aceleracion aA de un pun¬ 
to de ese sistema de referencia. Alrora se trata de relacionar la aceleracion absoluta del 
punto P con su aceleracion a B /g; relativa a un sistema de referencia en rotacion 9* y a la 
aceleracion ay del punto P’ de ese sistema de referencia que coincide con P- la ecuacion 
(15.36) muestra que debido a que el sistema de referencia esta en rotacion, es necesario 
incluir un termino adicional que representa la aceleracion de Coriolis a c .. 







zar a una velocidad relativa constante u a lo largo de una varilla OB 
que gira a una velocidad angular constante to alrededor de O (figura 
15.30a). De acuerdo con la formula (15.36), la aceleracion absoluta de 
P puede obtenerse sumando vectorialmente la aceleracion a A del pun- 
to A de la varilla que coincide con P, la aceleracion relativa a p / 0 b de 
P con respecto a la varilla y la aceleracion de Coriolis a c . Puesto que 
la velocidad angular to de la varilla es constante, a A se reduce a su com- 
ponente normal (a A ) n , de magnitud no 2 ; y puesto que u es constante, 
la aceleracion relativa a P / OB es cero. De acuerdo con la definition da- 
da arriba, la aceleracion de Coriolis es un vector perpendicular OB, de 
magnitud 2 io u y apunta como se indica en la figura. La aceleracion del 
collarfn P consta, por tanto, de los dos vectores mostrados en la figura 
15.30a, Advierta que la resultante que se obtiene puede verificarse al 
aplicar la relation (11.44). 

Para entender mejor el signifieado de la aceleracion de Coriolis, se 
considera la velocidad absoluta de P en el tiempo t y en el tiempo t + At 
(figura 15.30b). La velocidad en el tiempo t puede descomponerse en sus 
componentes u y v A ; la velocidad en el tiempo t + At se deseompone en 
sus componentes u' y v A '. Dibujando estas componentes desde el mismo 
origen (figura 15.30c), se nota que el cambio en la velocidad durante el 
tiempo At puede representarse por medio de la suma de tres vec¬ 
tores, BR', TT", y T"T’. El vector TT" mide el cambio en la direction de 
la velocidad v A , y el cociente TT "/At representa la acel erac ion a A cuan- 
do At tiende a cero. Se verifica que la direction de TT" es la de a A 
cuando At se aproxima a cero y que 


lirn 
A/—>0 


Yy n 

At 


= Km v A 

Af—>0 


A0 

At 


noco = no 


2 


— a A 


El vector RR 1 mide e l cam bio en la direction de u debido a la rotation 
de la varilla; el vector T"T' mide el cambio en magnitud de v A debido al 
movimiento de P sobre la varilla. Los vectores RR' y T" T' son el resul- 
tado del efecto combimdo del movimiento relativo de P y de la rotation 
de la barra; se anularfan si cualquiera de estos dos movimientos se inte- 
rrumpieran. Se verifica con faciKdad que la suma de estos dos vecto¬ 
res define la aceleracion de Coriolis. Su direction es la de a, cuando 
At tiende a cero, y puesto que RR' = u A6 y T"T' = v A ' — v A = (r + 
Ar)a> — no = a> Ar, se confirma que a c . es igual a 


Km 

At^O 



T"J’ \ 

+ ~KT ) 


= Km 

Af^O 


(Ad Ar\ 

u ~r~ + w a - 
[At At) 


= 11(0 + a>u = 2 a hi 


15.11. Movimiento piano de una particula 
relativa a un sistema de referencia 
en rotacion. Aceleracion de Coriolis 


B 




Figura 15.30 


Las formulas (15.33) y (15.36) se pueden usar para anaKzar el mo¬ 
vimiento de mecanismos que contienen partes que se deslizan una res¬ 
pecto a otras. Posibilitan, por ejemplo, relational" movimientos absolu¬ 
tes y relativos de pasadores y collarines deslizantes (veanse los 
problemas resueltos 15.9 y 15.10). El concepto de aceleracion de Co¬ 
riolis tambien es muy util en el estudio de proyectiles de largo alean- 
ce y de otros cuerpos cuyos movimientos resultan afectados de mane- 
ra apreciable por la rotacion de la Tierra. Como se senalo en la section 
12.2, un sistema de ejes unidos a la Tierra no constituye en verdad un 
sistema de referencia newtoniano; un sistema de ejes de este tipo en 
realidad debe considerarse como rotatorio. Las formulas que se obtu- 
vieron en esta section facilitaran consecuentemente el estudio del mo¬ 
vimiento de cuerpos con respecto a ejes fijos a la Tierra. 
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PROBLEMA RESUELTO 15.9 



El mecanismo de Ginebra o Cruz de Malta que se muestra se utiliza en mu- 
chos instrumentos de conteo y en otras aplicaciones donde se requiere un mo- 
vimiento giratorio intermitente. El disco D gira con una velocidad angular cons- 
tante m d en el sentido contrario al de las maneciHas del reloj de 10 rad/s. Un 
pasador P se coloca en el disco D y desliza a lo largo de varias ranuras que se 
cortan en el disco S. Es deseable que la velocidad angular del disco S sea cero 
cuando el pasador entra y sale de cada ranura; en el caso de cuatro ranuras, es- 
to ocurrira si la distancia entre los centros de los discos es l = V2 R. 

En el instante en el que <f) = 150°, determine a) la velocidad angular del 
disco S, b) la velocidad del pasador P relativa al disco S. 




SOLUCION 

Se resuelve el triangulo OPB, el cual corresponde a la position <f> = 150°. 
Utilizando la ley de los cosenos, se escribe 

r 2 = R z + l 2 - 2 Rl cos 30° = 0.55lfl 2 r = 0.742R = 37.1 mm 


De la ley de los senos, 

sen jS sen 30° 
R ~ r 


sen 


sen 30° 
0.742 


P = 42.4° 


Puesto que el pasador P esta unido al disco D, y en vista de que D gira al- 
rededor del punto B, la magnitud de la velocidad absoluta de P es 

Vp = Ru>d ~ (50 mm)(10 rad/s) = 500 min/s 

v P = 500 mm/s IF' 60° 

Hay que considerar ahora el movimiento del pasador P a lo largo de la ra¬ 
nura en el disco S. Al denotar por P 1 el punto del disco S que coincide con 
P en el instante que se considera y al seleccionar un sistema de referenda 
en rotation £ unido al disco S, se escribe 


Vp = Vp. + Vp/J. 

Al notar que v P . es perpendicular al radio OP y que \p/g esta dirigida a lo 
largo de la ranura, se dibuja el triangulo de la velocidad correspondiente a 
la ecuacion anterior. De acuerdo con el triangulo, se calcula 

7 = 90° - 42.4° - 30° = 17.6° 

Up. = Vp sen y = (500 mm/s) sen 17.6° 

Vp. = 151.2 mm/s 42.4° 

Vp/g = v P cos y — (500 mm/s) cos 17.6° 

Vp/s = Vp/j = 477 mm/s IF' 42.4° “A 

Puesto que v P . es perpendicular al radio OP, se escribe 

Up. = r(Og 151.2 mm/s = (37.1 mm)% 

m s = utg = 4.08 rad/s J A 
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PROBLEMA RESUELTO 15.10 


En el mecanismo de Ginebra o Cruz de Malta del problema resuelto 15.9, 
el disco D gira con una velocidad angular constante w D en sentido contrario 
al de las manecillas del reloj y de magnitud igual a 10 rad/s. En el instante 
en que 4> = 150°, determine la aceleracion angular del disco S. 


SOLUCION 



Si se recurre al problema resuelto 15.9, se obtiene la velocidad angular del sis- 
terna de referencia £ unido al disco S y la velocidad del pasador relativa a £: 

u>g = 4.08 rad/sj 

j3 = 42.4° y P/g = 477 mm/s F' 42.4° 

Puesto que el pasador P se mueve con respecto al sistema de referencia £, 
se escribe 


a P = a P - + a P/ ,gr + a c (1) 

Cada termino de esta ecuacion vectorial se investiga por separado. 

Aceleracion absoluta a ; . Puesto que el disco D gira con una veloci¬ 
dad angular constante, la aceleracion absoluta a p se dirige hacia B. Se tiene 

a P = Ru)% = (500 mm)(10 rad/s) 2 = 5000 mm/s 2 
a P = 5000 mm/s 2 30° 

Aceleracion a P > del punto coincidente P'. La aceleracion a,.' del 
punto P' del sistema de referencia £ que coincide con P en el instante con- 
siderado se descompone en las componentes normal y tangencial. (Recuer- 
de del problema resuelto 15.9 que r = 37.1 mm.) 

(fflpOn = r<u| = (37.1 mm)(4.08 rad/s) 2 = 618 mm/s 2 
(ap<)„ = 618 mm/s 2 F' 42.4° 

(flp') t = ra s = 37 .lag (a P ')t = 37.10^^ 42.4° 

Aceleracion relativa Up/s- Puesto que el pasador P se mueve en una 
ranura recta cortada en el disco S, la aceleracion relativa a P /g debe ser para- 
lela a la ranura; esto es, su direction debe ser^ 42.4°. 


(a P ') n = 618 mm/s 2 



Aceleracion de Coriolis a c . Si se hace girar la velocidad relativa \ P /g 
90° en el sentido de a>g obtenemos la direction de la componente de Corio¬ 
lis de la aceleracion ^ 42.4°. Se escribe 

a c = 2 a)gV P /g = 2(4.08 rad/s)(477 mm/s) = 3890 mm/s 2 
a c = 3890 mm/s 2 M 42.4° 

Se reescribe la ecuacion (1) y se sustituyen las aceleraciones encontradas antes: 


a p — (a P ')„ + (a P 0f + a P /g + a c 
[5000 ^ 30°] = [618 F' 42.4°] + [.37.1a f k 42.4°] 

+ \a P / s ^L 42.4°] + [3890 M 42.4°] 

Al igualar las componentes en la direction perpendicular a la ranura, 


5000 cos 17.6° = 37. lay - 3890 

a s = ag = 233 rad/s 2 J M 
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RESOL UCION DE PROB LEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


En esta leccion se estudio la razon de cambio de un vector con respecto a un siste- 
ma de referenda en rotation, y luego se aplico lo aprendido al analisis del movimien- 
to piano de una particula relativa a un sistema de referenda rotatorio. 

1. Razon de cambio de un vector con respecto a un sistema de referenda fijo 
y con respecto a un sistema de referenda rotatorio. Al denotar por (Q)oxyz la 
razon de cambio de un vector Q con respecto a un sistema de referenda fijo OXYZ 
y por (Q)oxijz su razon de cambio con respecto a un sistema de referencia en rotation 
Oxyz, se obtuvo la relation fundamental 

(QWz = (Q)oxyz + O X Q (15.31) 

donde ft es la veloeidad angular del sistema de referencia en rotation. 

Esta relation fundamental se aplicara ahora a la solution de problemas bidimensio- 
nales. 

2. Movimiento piano de una particula relativo a un sistema de referenda ro¬ 
tatorio. Utilizando la relation fundamental anterior y designando por medio de 3F 
el sistema de referencia rotatorio, se obtuvieron las siguientes expresiones para la ve- 
locidad y la aceleracion de una particula P: 

V P = \ P > + Vp/g; (15.33) 

a p = a F - + ap/g? + a c (15.36) 

En estas ecuaciones: 

a) El submdice P se refiere al movimiento absolute de la particula P, esto es, 
a su movimiento con respecto a un sistema de referencia fijo OXY. 

b) El submdice P' se refiere al movimiento del punto P' del sistema rotatorio 
que coincide con P en el instante que se considera. 

c) El submdice P/SF se refiere al movimiento de la particula P relativo al sis¬ 
tema de referencia de rotation ?f. 

d) El termino a c representa la aceleracion de Coriolis del punto P. Su mag- 
nitud es 2ftup/g; y su direction se encuentra al rotar v P /g? 90° en el sentido de rota- 
cion del sistema de referencia 8F. 

No hay que olvidar que la aceleracion de Coriolis debe tomarse en cuenta si una par¬ 
te del mecanismo que se analiza se mueve con respecto a otra parte que esta girando. 
Los problemas de esta leccion incluyen collarines que se deslizan sobre varillas rotato- 
rias, plumas que se extienden sobre gnias rotatorias en un piano vertical, etcetera. 

Al resolver un problema que implica un sistema de referencia en rotation, se encon- 
trara conveniente dibujar diagramas vectoriales que representen, respectivamente, 
las ecuaciones (15.33) y (15.36) y utilizarlos para obtener la solution analitica o la so¬ 
lution grafica. 
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Problemas 


15.150 y 15 Dos varillas giratorias se conectan por medio del 
bloque deslizante P. La varilla unida en A gira con una velocidad angular 
constante co A . Con los datos siguientes, determine para la position que se 
muestra a) la velocidad angular de la varilla unida en B, b) la velocidad re- 
lativa del bloque deslizante P con respecto a la varilla sobre la cual se desliza. 

15.150 b = 8 in., co A = 6 rad/s. 

15.151 b = 300 mm, co A = 10 rad/s. 



15.152 y 15.1 Dos varillas giratorias se conectan por medio del 
bloque deslizante P. La velocidad v 0 del bloque deslizante relativa a la va¬ 
rilla es constante y dirigida hacia fuera. Para los datos dados, determine la 
velocidad angular de cada varilla en la position mostrada. 

15.152 b = 300 mm, v 0 = 480 mm/s. 

15.153 b = 8 in., v 0 — 9 in./s. 

15.154 y 15.155 El pasador P esta unido al collarfn que se muestra 
en la figura; una ranura cortada en la varilla BD y el collarfn que se desliza 
sobre la varilla AE guian el movimiento del pasador. Si en el instante con- 
siderado las varillas giran en el sentido de las manecillas del reloj con ve- 
locidades angulares constantes, determine para los siguientes datos la ve¬ 
locidad del pasador P. 

15.154 oj ak = 4 rad/s, m bd = 1.5 rad/s. 

15.155 m A e — 3.5 rad/s, m bd = 2.4 rad/s. 


D 



Figura P15.151 y P15.153 


D 
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984 Cinematica de cuerpos rigidos 



15.156 y 15 157 Dos varillas AE y BD pasan a traves de orificios per- 
forados en un bloque hexagonal. (Los orificios estan taladrados en diferentes 
pianos de manera que las varillas no se toquen entre si) Si en el instante 
considerado la varilla AE gira en contra de las manecillas del reloj con una 
velocidad angular constante to determine para los datos dados, la velocidad 
relativa del bloque con respecto a cada varilla. 

15.156 a) 9 = 90°, b) 0 = 60°. 

15.157 0=45°. 

15.151 Cuatro pasadores se deslizan en cuatro ranuras independientes 
cortadas en una placa circular corno se muestra en la figura. Cuando la placa 
esta en reposo, cada pasador tiene una velocidad dirigida en la forma que se 
indica y de la misma magnitud constante u. Si cada pasador man tiene la 
misma velocidad relativa a la placa cuando esta gira alrededor de O con una 
velocidad angular constante to en contra de las manecillas del reloj, deter¬ 
mine la aceleracion de cada pasador. 



15.15 Retome el problema 15.158, y ahora suponga que la placa gira 
alrededor de O con una velocidad angular constante to en el sentido de las 
manecillas del reloj. 

15.180 En el instante que se muestra la longitud de la pluma AB se 
reduce a una velocidad constante de 0.2 m/s, y la pluma desciende a razon 
constante de 0.08 rad/s. Determine a) la velocidad del punto B, b) la ace¬ 
leracion del punto B. 



0 = 30° 


Figura PI 5.160 y P15.161 


En el instante que se muestra la longitud de la pluma AB se 
incrementa a una velocidad constante de 0.2 m/s, y la pluma desciende a 
razon constante de 0.08 rad/s. Determine a) la velocidad del punto B, b) la 
aceleracion del punto B. 



















Problemas 985 


15.162 y 15.163 La manga BC esta soldada a un brazo que gira alrede- 
dor de A con una velocidad angular constante to. En la posicion mostrada la 
varilla DF esta siendo movida hacia la izquierda a una velocidad constante 
u = 16 in./s relativa a la manga. Para la velocidad angular to dada, determine 
la aceleracion a) del punto D, b) del punto de la varilla DF que coincide con 
el punto E. 

15.162 to = (3 rad/s)i. 

15.163 to = (3 rad/s)j. 

15.164 La jaula del elevador de una mina desciende a una velocidad 
constante de 40 ft/s. Determine la magnitud y direction de la aceleracion de 
Coriolis de la jaula si el elevador se localiza a) en el ecuador, b) en la latitud 
40° norte y c) en la latitud 40° sur. 

15.165 Un trineo de propulsion se somete a una prueba en una pista 
recta que se construye a lo largo de un meridiano. Si se sabe que la pista se 
ubica en una latitud 40° norte, determine la aceleracion de Coriolis del tri¬ 
neo cuando se mueve hacia el norte a una velocidad de 900 km/h. 



15.166 El brazo AB controla el movimiento de la manguera D. En el 
instante que se indica, el brazo gira en contra de las manecillas del reloj a 
razon constante to = 2.4 rad/s y la extension BC se alarga a razon constante 
u = 10 in./s con respecto al brazo. Para cada uno de los arreglos que se mues- 
tran, determine la aceleracion de la manguera D. 


D 



Figura PI 5.166 


15.167 Retome el problema 15.166, y ahora suponga que la direction 
de la velocidad relativa u se invierte de manera que la portion BD se re- 
traiga. 


15.168 y 15.169 Una cadena se enrolla alrededor de dos engranes de 
40 mm de radio que giran libremente con respecto al brazo AB de 320 mm. 
La cadena se mueve alrededor del brazo AB en el sentido de las manecillas 
del reloj a razon constante relativa al brazo de 80 mm/s. Si en la posicion que 
se indica el brazo AB gira en el sentido de las manecillas del reloj alrededor 
de A a razon constante u> = 0.75 rad/s, determine la aceleracion de los es- 
labones de la cadena que se indican a continuation. 

15.168 Eslabones 1 y 2. 

15.169 Eslabones 3 y 4. 



Figura P15.168 y P15.169 
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15.170 La varilla AB de longitud R gira alrededor de A con una ve- 
locidad angular cj i en el sentido de las manecillas del reloj. Al mismo tiempo, 
la varilla BD de longitud r gira alrededor de B con una velocidad angular 
constante w 2 en sentido contrario al de las manecillas del reloj con respecto 
a la varilla AB. Demuestre que si w 2 — 2to 1; la aceleracion del punto D pasa 
por el punto A. Ademas muestre que este resultado es independiente de R, 
ryd. 



Figura P15.170 y P15.171 


B 



15.171 La varilla AB de longitud /i = 15 in. gira alrededor de A con 
una velocidad angular constante cj 1 de 5 rad/s en el sentido de las maneci¬ 
llas del reloj. Al mismo tiempo, la varilla BD de longitud r = 8 in. gira alrede¬ 
dor de B con una velocidad angular constante to 2 de 3 rad/s en sentido con¬ 
trario al de las manecillas del reloj con respecto a la varilla AB. Si 9 = 60°, 
determine la aceleracion del punto D para la position mostrada. 

15.172 El collarfn P se desliza hacia fuera a una velocidad relativa 
constante « a lo largo de la varilla AB, la cual gira en sentido contrario al de 
las manecillas del reloj con una velocidad angular constante de 20 rpm. Si 
r = 250 mm cuando 6 = 0 y el collarfn llega a B cuando d = 90°, determine 
la magnitud de la aceleracion del collarfn P justo cuando llegue a B. 


15.173 El pasador P se desliza en una ranura cortada en la placa que 
se muestra a una velocidad relativa constante u = 90 mm/s. Si en el instante 
indicado la placa gira en el sentido de las manecillas del reloj alrededor de 
A a una velocidad constante o) = 3 rad/s, determine la aceleracion del pasador 
si este se ubica en a) el punto A, b) el punto B y c) el punto C. 



15.174 El pasador P se desliza en una ranura circular cortada en la placa 
que se muestra a una velocidad relativa constante u = 90 mm/s. Si se sabe que 
en el instante indicado la velocidad angular w de la placa es de 3 rad/s en el 
sentido de las manecillas del reloj y que decrece a razon de 5 rad/s 2 , deter¬ 
mine la aceleracion del pasador si este se localiza en a) el punto A, b) el punto 
B, c ) el punto C. 










Problemas 987 


15.175 y 15.176 Si en el instante mostrado la varilla unida a B gira 
con una velocidad angular constante w B de 6 rad/s en sentido contrario al de 
las manecillas del reloj, determine la velocidad angular y la aceleracion an¬ 
gular de la varilla unida en A. 


0.4 m 



Figura P15.175 


15.177 En el instante mostrado, la barra BC tiene una velocidad angu¬ 
lar de 3 rad/s y una aceleracion angular de 2 rad/s 2 , ambas en sentido contrario 
al de las manecillas del reloj, determine la aceleracion angular de la placa. 


0.4 m 



Figura P15.176 


15.178 En el instante mostrado, la barra BC tiene una velocidad an¬ 
gular de 3 rad/s y una aceleracion angular de 2 rad/s 2 , ambas en el sentido 
de las manecillas del reloj, determine la aceleracion angular de la placa. 

15.179 El mecanismo de Ginebra o Cruz de Malta que se muestra se 
utiliza para proporcionar un movimiento rotatorio intermitente del disco S. 
El disco D gira con una velocidad angular constante o) D de 8 rad/s en sen¬ 
tido contrario al de las manecillas del reloj. Se une un pasador P al disco D, 
el cual tiene la posibilidad de deslizarse en una de las seis ranuras cortadas 
con igual espaciamiento en el disco S. Se desea que la velocidad angular del 
disco S sea cero cuando el pasador entre y saiga de cada una de las seis ra¬ 
nuras; esto ocurrira si la distancia entre los centres de los discos y los radios 
de los mismos se relacionan de la manera indicada. Determine la velocidad 
y la aceleracion angulares del disco S en el instante en el que <fi = 150°. 




15.180 En el problema 15.179, determine la velocidad angular y la 
aceleracion angular del disco S en el instante en el que 4> = 135°. 

El disco que se muestra gira con una velocidad angular cons¬ 
tante de 12 rad/s en el sentido de las manecillas del reloj. En el instante indi- 
cado, determine a) la velocidad angular y la aceleracion angular de la varilla 
BD, b) la velocidad y la aceleracion del punto de la varilla que coincide con E. 
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*15.182 La varilla AB pasa a traves de un coUarfn que esta soldado al 
eslabon DE. Si se sabe que en el instante mostrado el bloque A se mueve 
hacia la derecha a una velocidad constante de 75 in./s, determine a) la ve- 
locidad angular de la varilla AB, b) la velocidad relativa al collarfn del punto 
de la varilla que esta en contacto con el collarfn, c) la aceleracion del punto 
de la varilla que esta en contacto con el collarfn. ( Sugerencia: La varilla AB 
y el eslabon DE tienen la misma w y la misma a.) 


B 



Retorne el problema 15.182, y ahora suponga que el bloque 
A se mueve hacia la izquierda a una velocidad constante de 75 in./s. 


*15.12. MOVIMIENTO ALREDEDOR DE UN PUNTO FIJO 




En la section 15.3 se considero el moviiniento de un cuerpo ngido res- 
tringido a girar alrededor de un eje fijo. A continuation se examinara 
el caso mas general del moviiniento de un cuerpo ngido que tiene un 
punto fijo O. 

En primer lugar se demostrara que el desplazamiento mas general 
cle un cuerpo ngido con un punto fijo O es equivalente a una rotacidn 
del cuerpo en torno a un eje que pasa por O . f En vez de considerar al 
cuerpo ngido en su totalidad, es posible desprender una esfera del cen¬ 
tra O del cuerpo y analizar el movimiento de tal esfera. Queda claro 
que el movimiento de la esfera caracteriza por complete al movimien¬ 
to del cueipo dado. Puesto que son tres los puntos que definen la po¬ 
sition de un solido en el espacio, el centra O y dos puntos Ay B sobre 
la superficie de la esfera definiran la position de esta y, en consecuen- 
cia, la position del cueipo. Sean A i y li | las que caractericen la posi¬ 
tion de la esfera en un instante determinado, y A 2 y B 2 las que carac¬ 
tericen su position en un instante posterior (ligura 15.31 a)- Como la 
esfera es rfgida, las longitudes de los arcos de mayor cfrculo A, B , y A 2 B 2 
deben ser iguales, aunque, salvo por este requerimiento, las posiciones 
de A |, A 2 , B i y B 2 son arbitrarias. Aqui se pretende probar que los pun¬ 
tos A y B pueden trasladarse, respectivamente, desde Ai y B 1 y hasta 
A 2 y £>2 mediante una sola rotation de la esfera alrededor de un eje. 

Por conveniencia, y sin perdida de generalidad, se elige el punto 
B de manera que su position inicial coincida con la position inicial de 
A; de tal modo, Bi = A 2 (figura 15.31b). Se trazan los arcos de tircu- 
lo amplio A X A 2 , A 2 B 2 y los arcos que bisecan, respectivamente, AiA 2 y 
A 2 B 2 . Sea C el punto de intersection de estos dos ultimos arcos; la es- 
tructura se completa al trazar AiC, A 2 C y B 2 C. Tal como fue senalado 
antes, a causa de la rigidez de la esfera, AiBi = A 2 B 2 . Puesto que C es 
por construction equidistante desde A,, A 2 y B 2 , se tiene tambien que 
AjC = A 2 C = B 2 C. Como resultado, los triangulos esfericos A,CA 2 y 


Figura 15.31 


f Este se eonoce como teorema de Euler. 









B±CB 2 son eongruentes y los angulos AiCA 2 y B \GB 2 son iguales. De- 
notando por 0 el valor comun de estos angulos, se concluye que la es- 
fera puede llevarse desde su position inicial hasta su posicion final me- 
diante una sola rotation 0 alrededor del eje OC. 

Se concluye que el movimiento durante el intervalo de tiempo A t 
de un cuerpo rigido con un punto fijo O puede considerarse como una 
rotation AO alrededor de cierto eje. Al dibujar a lo largo de ese eje un 
vector de magnitud AO/At y al dejar que At tienda a cero, se obtiene 
en el limite el eje de rotacidn instantaneo y la velocidad angular to del 
cuerpo en el instante considerado (figura 15.32). La velocidad de la 
particula P del cuerpo puede obtenerse entonces, como en la section 
15.3, formando el producto vectorial de to y el vector de posicion r de 
la particula: 



to X r 


(15.37) 
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Figura 15.32 


La aceleracion de la particula se obtiene diferenciando (15.37) con res- 
pecto a t. Como en la section 15.3, se tiene 


a = a X r + to X (to X r) 


(15.38) 


donde la aceleracion angular a se define como la derivada 

da> 


ct = 


dt 


(15.39) 


de la velocidad angular to. 

En el caso del movimiento de un cuerpo rigido con un punto fijo, 
la direction de to y del eje de rotacion instantaneo cambia de un instan¬ 
te a otro. La aceleracion angular a refleja consecuentemente el cambio 
en direction de to, asi como su cambio en magnitud y, en general, no 
estd dirigida a lo largo del eje instantaneo de rotacidn. Si bien las par- 
ticulas del cuerpo ubicadas en el eje de rotacidn instantaneo tienen ve¬ 
locidad cero en el instante considerado, no tienen aceleracion cero. Ade- 
mas, la aceleracion de las diversas particulas del cuerpo no pueden 
determinarse como si el cuerpo estuviera rotando de manera permanen- 
te alrededor del eje instantaneo. 

Si se recuerda la definicion de la velocidad de una particula con 
vector de position r, se advierte que la aceleracion angular a como se 
expresa en (15.39), representa la velocidad de la punta del vector to. 
Esta propiedad tal vez sea util en la determination de la aceleracion 
angular de un cuerpo rigido. Por ejemplo, se concluye que el vector a 
es tangente a la cun/a descrita en el espacio por la punta del vector to. 

Observe que el vector to se mueve dentro del cuerpo, asi como en 
el espacio. En consecuencia, se generan dos conos denominados, res- 
pectivamente, cono corporal y cono espacial (figura 15.33). f Es posi- 
ble demostrar que en cualquier instante dado los dos conos son tan- 
gentes a lo largo del eje de rotacion instantaneo, y que conforme se 
mueve el cuerpo, el cono corporal parece rodar sobre el espacial. 



recuerda que un cono es, por definicion, una superficie generada por una linea rec¬ 
ta que pasa por un punto fijo. En general, los conos considerados aqrn no seran conos 
circulares. 
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Fotografia 15.8 Cuando la escalera gira 
alrededor de su base fija, es posible obtener su 
velocidad angular al sumar las velocidades 
angulares que corresponden a rotaciones 
simultaneas alrededor de dos ejes diferentes. 


Antes de concluir este analisis del movimiento de un cuerpo rfgido 
con un punto fijo, se debe demostrar que las velocidades angulares son 
en realidad vectores. Como se indieo en la section 2.3, algunas cantida- 
des, como las rotaciones finitas de un cuerpo rfgido, tienen magnitud 
y direction pero no cumplen con la ley de la suma del paralelogramo; 
tales cantidades no pueden considerarse como vectores. En contraste, 
las velocidades angulares (y tambien las rotaciones infinitesimales), co¬ 
mo ahora se demostrara, cumplen la ley del paralelogramo y, por ello, 
son cantidades verdaderamente vectoriales. 



a) 

Figura 15.34 


b) 


Considere un cuerpo rfgido con un punto fijo O que en un instan- 
te dado rota simultaneamente alrededor de los ejes OA y OB con ve¬ 
locidades angulares oj ( y oj 2 (figura 15.34a). Se sabe que este movi¬ 
miento debe ser equivalente en el instante considerado a una sola 
rotation de velocidad angular to Se trata de demostrar que 

to = co l + (o 2 (15.40) 

esto es, que la velocidad angular resultante puede obtenerse al sumar 
to 1 y too mediante la ley del paralelogramo (figura 15.34b). 

Considere una particula P del cuerpo, definida por el vector de po¬ 
sition r. Denotando, respectivamente, mediante Vi, v 2 y v la velocidad 
de P cuando el cueipo gira unicamente alrededor del cuerpo OA, uni- 
camente alrededor de OB y alrededor de ambos ejes simultaneamente, 
se escribe 

v = wXr Vj = Wj X r v 2 = to 2 'X r (15.41) 

Pero el caracter vectorial de las velocidades lineales esta bien estable- 
cido (puesto que representan las derivadas de los vectores de position). 
Por lo tanto, se tiene 

v = V: + v 2 

donde el signo mas indica suma vectorial. Al sustituir los valores de 
(15.41), se escribe 

wXr=w 1 X i• + to 2 X r 
to X r = (ft>x + to 2 ) X r 

donde el signo mas sigue indieando adicion vectorial. Puesto que la re¬ 
lation obtenida se cumple para un r arbitrario, se concluye que (15.40) 
debe ser cierta. 








15.13. MOVIMIENTO GENERAL 


15.13. Movimiento general 991 


A continuation se considerara el movimiento mas general de un cuer- 
po rigido en el espacio. Sean Ay B dos particulas del cuerpo. Hay que 
recordar de la seccion 11.12 que la velocidad de B con respecto al sis- 
tema de referenda fijo OXYZ puede expresarse como 


v B = v A + v B/A (15.42) 

donde v B / A es la velocidad de B relativa al sistema de referenda 
AX'Y'Z' fijo en A y de orientation fija (figura 15.35). Puesto que A es- 
ta fijo en este sistema de referencia, el movimiento del cuerpo relati- 
vo a AX'Y'Z' es el movimiento de un cuerpo con un punto fijo. En 
consecuencia, la velocidad relativa v B / A puede obtenerse de (15.37) 
despues de que r sea sustituido por el vector de position r B / A de B re¬ 
lativa a A. Al sustituir v B / A en (15.42), se escribe 


V B = V A + to X r B/A (15.43) 

donde to es la velocidad angular del cuerpo en el instante considerado. 

La aceleracion de B se obtiene mediante un razonamiento similar. 
Se escribe primero 



Figura 15.35 


a B - a A + a B / A 


y, si se recuerda la ecuacion (15.38), 


a B = a A + a X r B/A + to X (to X r B/A ) (15.44) 

donde a es la aceleracion angular del cuerpo en el instante considerado. 

Las ecuaciones (15.43) y (15.44) muestran que el movimiento mas 
general de un cuerpo rigido es equivalente, en cualquier instante dado, 
a la suma de una traslacion, en el cual todas las particulas del cuerpo 
tienen la misma velocidad y aceleracion que una particula de referen¬ 
cia A, y de un movimiento en el que la particula A se supone fija . f 

Al resolver (15.43) y (15.44) para v A y a A , se demuestra con faci- 
lidad que el movimiento del cuerpo con respecto al sistema de refe¬ 
rencia fijo a B se caracterizarfa por medio de los mismos vectores to y 
a como en su movimiento con respecto a AX'Y'Z'. La velocidad y la 
aceleracion angulares del cuerpo rigido en un instante dado son asi in- 
dependientes de la election del punto de referencia. Por otro lado, de- 
be tenerse presente que si el sistema de referencia en movimiento es- 
ta fijo en A o en B, debe mantener una orientation fija; esto es, debe 
conservarse paralelo al sistema de referencia fijo OXYZ durante todo 
el movimiento del cuerpo rigido. En muchos problemas resultara mas 
conveniente utilizar un sistema de referencia en movimiento al que se 
le permita tanto la rotation como la traslacion. El uso de este tipo de 
sistemas de referencia en movimiento se estudiara en las secciones 
15.14 y 15.15. 


f Hay que recordar de la seccion 15.12 que, en general, los vectores co y a no son coli- 
neales, y que la aceleracion de las particulas del cuerpo en su movimiento relativo al siste¬ 
ma de referencia AX'Y'Z' no puede determinarse como si el cuerpo estuviera rotando per- 
manentemente alrededor del eje instantaneo que pasa por A. 
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PROBLEMA RESUELTO 15.11 



La rueda que se muestra gira con una velocidad angular constante to : de 0.30 
rad/s. De manera simultanea, se esta elevando la pluma con una velocidad an¬ 
gular constante to 2 de 0.50 rad/s relativa a la cabina. Si la longitud de la plu- 
ma OP es l = 12 m, determine a) la velocidad angular to de la pluma, b) la 
aceleracion angular a de la pluma, c) la velocidad v de la punta de la pluma, 
d ) la aceleracion a de la punta de la pluma. 


Y 



Z 


Y 



Z 


SOLUCION 


a) Velocidad angular de la pluma. A1 sumar la velocidad angular 
t de la cabina y la velocidad angular to 2 de la pluma relativa a la cabina, se 
obtiene la velocidad angular to de la pluma en el instante que se considera: 

to = to, + tO a 

b) Aceleracion angular de la pluma. La aceleracion angular a de 
la pluma se obtiene al diferenciar to. Puesto que el vector to L es de magni- 
tud y direction constantes, se tiene 


a = to = tbi + to 2 = 0 + to 2 

donde la razon de cambio to 2 se calcula con respecto al sistema de referen¬ 
da fijo OXYZ. Sin embargo, es mas conveniente utilizar un sistema de refe¬ 
renda Oxyz fijo a la cabina y que rote con ella, ya que el vector to 2 tambien 
gira con la cabina y, por ello, tiene una razon de cambio cero con respecto a 
ese sistema de referencia. Al utilizar la ecuacion (15.31) con Q = to 2 y il = 
to 1; se escribe 

(Q)oxYZ = (Q)oxys + X Q 
(d> 2 )oXYZ = (d> 2 )oi yz + tOj X t0 2 

a = (tib 2 )oxYZ = 0 + (0.30 rad/s)j X (0.50 rad/s)k 

or = (0.15 rad/s 2 )i M 


c) Velocidad de la punta de la pluma. Al advertir que el vector de 
position del punto Pes r = (10.39 m)i + (6 m)j y al utilizar la expresion que 
se encontro para to en la parte a, se escribe 


v = to X r 


1 j k 

0 0.30 rad/s 0.50 rad/s 

10.39 m 6 m 0 


v = — (3 m/s)i + (5.20 m/s)j — (3.12 m/s)k ^ 


d) Aceleracion de la punta de la pluma. 

to X r, se escribe 


Si se recuerda que v = 


a = aXr + toX(toXr) = aXr + toXv 



i 

j 

k 


i 

j 

k 

a = 

0.15 

0 

0 

+ 

0 

0.30 

0.50 


10.39 

6 

0 


-3 

5.20 

-3.12 


= 0.90k - 0.94i - 2.60i - 1.50j + 0.90k 


-(3.54 m/s 2 


(1.50 m/s 2 )j + (1.80 m/s 2 )k ^ 
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a = 

































PROBLEMA RESUELTO 15.12 



La varilla AB, de 7 in. de longitud, esta conectada al disco mediante una ar¬ 
ticulation de rotula, y al collarin B por medio de una horquilla. El disco gi- 
ra en el piano yz a una razon constante &>i = 12 rad/s, mientras el collarin 
tiene la libertad de deslizar a lo largo de la varilla horizontal CD. En la po¬ 
sition 0 = 0, determine a) la velocidad del collarin, b ) la velocidad angular 
de la varilla. 



r A = 2k 
rg = 6i + 3j 
r B/A = 6i + 3j - 2k 



SOLUCION 


a) Velocidad del collarin. Puesto que el punto A esta fijo al disco y 
como el collarin B se mueve en una direction paralela al eje x, se tiene 

v A = a*! X r A = 12i X 2k = — 24j v B = v B i 

Denotando por to la velocidad angular de la varilla, se escribe 


v B = V A + v B/A =v A + wX r B/A 


o B i = — 24j + 


i 

co x 

6 


j 

rj) 'j 

3 


k 

to_ 

-2 


v B i = — 24j + (—2to ;/ — 3to-)i + (6 to- + 2to r )j + (3 co x — 6to y )k 

Al igualar los coeficientes de los vectores unitarios, se obtiene 

v B = -2(»y -3w. (1) 

24 = 2 (o x +6to z (2) 

0 = 3co x —6to ;/ (3) 

Al multiplicar las ecuaciones (1), (2) y (3), respectivamente, por 6, 3 y —2 
para despues sumarlas, se obtiene: 

6v b + 72 = 0 v B = — 12 v B = — (12 in./s )i A 

b ) Velocidad angular de la varilla AB. Note que la velocidad an¬ 
gular no puede determinarse a partir de las ecuaciones (1), (2) y (3), puesto 
que el determinante fonnado por los coeficientes de to,, to ;/ y to. es cero. 
Por lo tanto, debe obtener una ecuacion adicional al considerar la restriction 
impuesta por la horquilla en B. 

La conexion collarfn-horquiUa en B permite la rotation de AB alrede- 
dor de la varilla CD y tambien en torno a un eje perpendicular al piano que 
contiene AB y CD. Esto evita la rotation de AB alrededor del eje EB, que 
es perpendicular a CD y yace en el piano que contiene a AB y CD. De tal 
modo la proyeccion de to sobre r E / B debe ser cero y escribii^ 

M ' r E/s = 0 (to x i + WjJ + to-k) • (— 3j + 2k) = 0 

~3cOy + 2co = = 0 (4) 

Al resolver de manera simultanea las ecuaciones (1) a (4), se obtiene, 

v B = —12 to x = 3.69 (Oy = 1.846 to-= 2.77 

to = (3.69 rad/s)i + (1.846 rad/s)j + (2.77 rad/s)k 4 


f Tambien se observo que la direccion de EB es el triple del producto del vector r B / c 
x ( r s/c x r B/A ) y se escribe to • [r B / c X (r B / c X r B / A )] = 0. Esta formula puede ser par- 
ticularmente util si la varilla CD estuviera sesgada. 
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RESOL UCION DE PROB LEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


En esta lection se initio el estudio de la cinematica de cuerpos rigidos en tres dimen- 
siones. Primero se estudio el movimiento de un cuerpo rigido alrededor de un pun- 
tofijo y luego el movimiento general de un cuerpo rigido. 

A. Movimiento de un cuerpo rigido alrededor de un punto fijo. Para anali- 
zar el movimiento de un punto B de un cuerpo en rotation alrededor de un punto 
fijo O, es posible seguir los pasos siguientes: 

1. Determinar el vector de posicion r que conecta el punto fijo O con el punto B. 

2. Determinar la velocidad angular to del cuerpo con respecto a un sistema de 
referencia fijo. La velocidad angular to se obtendra muchas veces al sumar dos velo- 
cidades angulares componentes to i y to 2 [problema resuelto 15.11], 

3. Calcular la velocidad B utilizando la ecuacion 

v = to X r (15.37) 

Su calculo casi siempre se facilitara si se expresa el producto vectorial como un de- 
terminante. 

4. Determinar la aceleracion angular a del cuerpo. La aceleracion angular a 
representa la razon de cambio (n>) 0 xrzdel vector to con respecto a un sistema de re¬ 
ferenda fijo OXYZ y refleja un cambio en la magnitud y un cambio en la direccion 
de la velocidad angular. Sin embargo, al calcular a se encuentra que es conveniente 
calcular primero la razon de cambio {to) 0x ,, z de to con respecto a un sistema de re¬ 
ferencia en rotation Oxyz de su election, y al utilizar la ecuacion (15.31) de la lec¬ 
cion anterior para obtener a. Se escribira 

a = (di)oXYZ = (tbloxyz + ^ X w 

donde ft es la velocidad angular del sistema de referencia en rotation Oxyz [proble¬ 
ma resuelto 15.11], 

5. Calcular la aceleracion de B utilizando la ecuacion 

a = aXr + wX(ii)Xr) (15.38) 

Observe que el producto vectorial (to X r) representa la velocidad del punto B que 
se calculo en el paso 3. Ademas, el calculo del primer producto vectorial en (15.38) 
se facilitara si se expresa este producto en forma de determinante. Recuerde que, 
como en el caso del movimiento piano de un cuerpo rigido, el eje de rotation ins- 
tantaneo no puede utilizarse para determinar aceleraciones. 
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B. Movimiento general de un cuerpo rigido. El movimiento general de un 
cuerpo rigido puede considerarse como la suma de una traslacion y una rotacion. 
Tome en cuenta lo siguiente: 

a) En la parte de traslacion del movimiento , todos los puntos del cuerpo tie- 
nen la misma velocidad v A y la misma aceleracion a A que el punto A del cuerpo que 
se ha elegido como el punto de referencia. 

b) En la parte de rotacion del movimiento se supone que el mismo punto 
de referencia A es un punto fijo. 

1. Para determinar la velocidad de un punto B del cuerpo rigido cuando se co- 
noce la velocidad v A del punto de referencia A y la velocidad angular to del cuerpo, 
simplemente se suma v A a la velocidad v B / A = to X r B/A de B en su rotacion alrede- 
dor de A: 


V B = V A + to X r B/A (15.43) 

Como se indico antes, el calculo del producto vectorial casi siempre se facilitara si se 
expresa en forma de determinante. 

La ecuacion (15.43) tambien se puede utilizar para determinar la magnitud de v B 
cuando se conoce su direccion, incluso si se desconoce to Si bien las tres ecuacio- 
nes escalares correspondientes son linealmente dependientes y las componentes de 
to no estan determinadas, estas pueden eliminarse y es posible encontrar v A utilizan- 
do una combination lineal apropiada de las tres ecuaciones [problema resuelto 15.12, 
parte a], De manera alternativa, es factible asignar un valor arbitrario a una de las 
componentes dewy resolver las ecuaciones para v A . Sin embargo, es necesario bus- 
car una ecuacion adicional para determinar los valores verdaderos de las componen¬ 
tes de to [problema resuelto 15.12, parte b\. 

2. Para determinar la aceleracion de un punto B del cuerpo rigido cuando se 
conoce la aceleracion a A del punto de referencia A y la aceleracion angular a del cuer¬ 
po, simplemente se suma a A a la aceleracion de B en su rotacion en torno a A, como 
se expresa mediante la ecuacion (15.38): 

a B = a A + a X r B/A + wx(wx r B/A ) (15.44) 

Observe que el producto vectorial (to X r B/A ) representa la velocidad v B / A de B re- 
lativa a A y es posible que ya se haya calculado como parte del calculo de v B . Tam¬ 
bien es importante recordar que el calculo de los otros dos productos veetoriales se 
facilitara si se expresan estos productos en forma de determinante. 

Tambien es posible utilizar las tres ecuaciones escalares asociadas con la ecuacion 
(15.44) para determinar la magnitud de a B cuando se conoce su direccion, incluso si 
se desconocen to y a. Si bien las componentes de to y a estan indeterminadas, se 
pueden asignar valores arbitrarios a una de las componentes de to y a una de las com¬ 
ponentes de a y resolver la ecuacion para a B . 
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Problemas 


La placa ABD y la varilla OB estan rfgidamente conectadas 
y giran alrededor de la junta de rotula O con una velocidad angular 
co = co x i +u> j + oj-k. Si se sabe que v A = (3 in./s)i + (14 in./s)j + (u A ) z k y 
co x = 1.5 rad/s, determine a) la velocidad angular del ensamble, b) la veloci¬ 
dad del punto D. 



Figura PI 5.184 


15 Retome el problema 15.184, y ahora suponga que u> x = —1.5 
rad/s. 

15.186 En el instante considerado, la antena de radar gira alrededor 
del origen de coordenadas con una velocidad angular co = co x i + co,j + w_k. 
Si se sabe que (v A ) y = 300 mm/s, (v B ),j = 180 mrn/s y (v B ) z = 360 mm/s, 
determine a) la velocidad angular de la antena, b) la velocidad del punto A. 
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15.187 En el instante considerado, la antena de radar gira alrededor Problemas 997 

del origen de coordenadas con una velocidad angular m = co x i + <w (/ j + w-k. 

Si se sabe que (v A ) x = 100 rnin/s, (v A ) y = —90 mnVs y iv B ), = 120 mm/s, 

determine a) la velocidad angular de la antena, b) la velocidad del punto A. V 


Las aspas de un ventilador oscilante giran con una velocidad 
angular constante Wj = -(360 rpm)i con respecto a la carcasa del motor. De¬ 
termine la aceleracion angular de las aspas, si se sabe que en el instante in- 
dicado la velocidad y la aceleracion angulares de la carcasa del motor son, 
respectivamente, <u 2 = -(2.5 rpm)j y « 2 = 0. 

15.189 El rotor de un motor electrico gira a la razon constante = 
1800 rpm. Determine la aceleracion angular del rotor cuando el motor gira 
alrededor del eje y con una velocidad angular constante w 2 de 6 rpm, en 
sentido contrario al de las manecillas del reloj cuando se ve desde el eje pos- 
itivo !/. 




15.190 En el sistema mostrado, el disco A puede girar libremente 
alrededor de la varilla horizontal OA. Si se supone que el disco B es esta- 
cionario (co 2 = 0), y que el eje OC gira con velocidad angular constante o) 1 , 
determine a) la velocidad angular del disco A, b) la aceleracion angular del 
disco A. 

15.191 En el sistema mostrado, el disco A puede girar libremente 
alrededor de la varilla horizontal OA. Si se supone que el eje OC y el disco 
B giran con velocidad angular constante u>i y to 2 , respectivamente, ambos 
en sentido contrario al de las manecillas del reloj, determine a) la velocidad 
angular del disco A, b) la aceleracion angular del disco A. 

15.192 El brazo BCD en forma de L gira alrededor del eje z con una 
velocidad angular constante <«] de 5 rad/s. Si se sabe que el disco de 150 mm 
de radio gira alrededor de BC con una velocidad angular constante cj 2 de 
4 rad/s, determine la aceleracion angular del disco. 



Figura PI5.192 


15.193 En el problema 15.192 determine a) la velocidad del punto A, 
b ) la aceleracion del punto A. 
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Figura P15.194 y PI 5.195 


15.194 Un disco de 3 in. de radio gira a una velocidad constante 
co 2 — 4 rad/s alrededor de un eje que se sostiene mediante un soporte su- 
jeto a una barra horizontal que gira a la velocidad constante co 1 = 5 rad/s. 
Para la position que se indica, determine a) la aceleracion angular del disco, 
b) la aceleracion del punto P sobre el borde del disco si 6 = 0 y c) la ace¬ 
leracion del punto P sobre el borde del disco si 9 = 90°. 

15.195 Un disco de 3 in. de radio gira a una velocidad constante 
a >2 = 4 rad/s alrededor de un eje que se sostiene mediante un soporte su- 
jeto a una barra horizontal que gira a la velocidad constante Wj = 5 rad/s. Si 
se sabe que d = 30°, determine la aceleracion del punto P sobre el borde 
del disco. 

15.196 Un canon de longitud OP = 4 m se monta sobre una torreta 
como se muestra. Para mantener el canon apuntando hacia un bianco movil, 
el angulo azimutal p se esta incrementando a razon de dp/dt = 30°/s y el an- 
gulo de elevation y se aumenta a razon de dy/dt = 10%. Para la position 
p = 90° y y = 30°, determine a) la velocidad angular del barril, b) la ace¬ 
leracion angular del barril y c) la velocidad y la aceleracion del punto P. 



Figura P15.196 

15.197 En el sistema de engranes planetarios que se muestra, los en- 
granes AyBse conectan rigidamente entre siy giran como unaunidadalrede¬ 
dor de la flecha inclinada. Los engranes C y D giran con velocidades angu- 
lares constantes de 30 y 20 rad/s, respectivamente (ambos en sentido contrario 
al de las maneciUas del reloj cuando se observan desde la derecha). Si se elige 
el eje x hacia la derecha, el eje y hacia arriba y el eje z apuntando hacia fuera 
del piano de la figura, determine a) la velocidad angular comun de los en¬ 
granes A y B, b) la velocidad angular de la flecha FH, que esta unida rigida¬ 
mente a la flecha inclinada. 
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Una rueda de 30 mm de radio se monta sobre un eje OB de 
100 mm de longitud. La rueda gira sin deslizarse sobre el suelo hori¬ 
zontal, y el eje es perpendicular al piano de la rueda. Si el sistema gira alrede- 
dor del eje y a una velocidad constante nix = 2.4 rad/s, determine a) la ve- 
locidad angular de la rueda, b ) la aceleracion angular de la rueda, c) la ace¬ 
leracion del punto C localizado en el punto mas alto del borde de la rueda. 



15.199 Varias barras se sueldan para formar el brazo guia robotico que 
se muestra en la figura, el cual esta unido a una junta de rotula en O. La 
barra OA se desliza en una ranura inclinada recta mientras que la barra OB 
se desliza en una ranura paralela al eje z. Si se sabe que en el instante 
mostrado v B = (180 mm/s)k, determine a) la velocidad angular del brazo 
guia, b) la velocidad del punto A, c) la velocidad del punto C. 



Figura PI 5.199 


15.200 En el problema 15.199, se sabe que la rapidez del punto B es 
constante. Para la posicion mostrada, determine a) la aceleracion angular del 
brazo guia, b) la aceleracion del punto C. 


15.201 El sector de 45° de una placa circular con 10 in. de radio esta 
unido a una junta de rotula fija en O. Cuando el borde OA se mueve sobre 
la superficie horizontal, el borde OB se mueve a lo largo de la pared verti¬ 
cal. Si el punto A se mueve a una velocidad constante de 60 in./s, determine 
para la posicion mostrada a) la velocidad angular de la placa, b) la velocidad 
del punto B. 

15.202 La varilla AB de 275 mm de longitud se conecta mediante 
uniones de rotula a los collarines Ay B, los cuales se deslizan a lo largo de 
las dos varillas que se muestran. Si el collarin B se mueve hacia el origen O 
a una velocidad constante de 180 mm/s, determine la velocidad del collarin 
A cuando c = 175 mm. 




Figura PI 5.201 


Figura PI 5.202 y PI 5.203 
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y 



15.203 La varilla AB de 275 mm de longitud se conecta mediante 
uniones de rotula a los collarines Ay B, los cuales se deslizan a lo largo de 
las dos varillas que se muestran. Si se sabe que el collarfn B se aleja del ori- 
gen O a una velocidad constante de 180 mm/s, determine la velocidad del 
collarfn A cuando c = 50 mm. 

15 . 20 '-: La varilla AB se conecta mediante uniones de rotula al co¬ 

llarfn A y al disco C de 16 in. de diametro. Si se sabe que el disco C gira en 
sentido contrario al de las manecillas del reloj a una razon constante oj 0 = 
3 rad/s en el piano zx, determine la velocidad del collarfn A para la position 
mostrada. 

15 205 La varilla AB de 29 in. de longitud se conecta mediante jun¬ 
tas de rotula a la manivela giratoria BC y al collarfn A. La manivela BC tiene 
8 in. de longitud y gira en el piano horizontal xy a razon constante (o 0 = 10 
rad/s. En el instante mostrado, cuando la manivela BC esta paralela al eje s, 
determine la velocidad del collarfn A. 



15.206 La varilla AB de 300 mm de longitud se conecta mediante 
uniones de rotula a los collarines Ay B, los cuales se deslizan a lo largo de 
las dos barras mostradas. Si el collarfn B se mueve hacia el punto D a una 
velocidad constante de 50 mm/s, determine la velocidad del collarfn A cuando 
c = 80 mm. 

15.207 La varilla AB de 300 mm de longitud se conecta mediante 
uniones de rotula a los collarines Ay B, los cuales se deslizan a lo largo de 
las dos barras mostradas. Si el collarfn B se mueve hacia el punto D a una 
velocidad constante de 50 mm/s, determine la velocidad del collarfn A cuando 
c = 120 mm. 
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15.208 La varilla AB de 25 in. de longitud se conecta mediante uniones 
de rotula a los collarines Ay B, los cuales se deslizan a lo largo de las dos 
varillas como se indica. Si el collarin B se mueve hacia el punto E a una ve- 
locidad constante de 20 in./s, determine la velocidad del collarin A cuando 
el collarin B pasa por el punto D. 

15.209 La varilla AB de 25 in. de longitud se conecta mediante uniones 
de rotula a los collarines Ay B, los cuales se deslizan a lo largo de las dos 
varillas como se indica. Si el collarin B se mueve hacia el punto E a una rapi- 
dez constante de 20 in./s, determine la velocidad del collarin A cuando el 
collarin B pasa por el punto C. 

15.210 Dos ejes AC y EG, que se encuentran en el piano vertical yz, 
se conectan mediante una junta universal en D. El eje AC gira con veloci¬ 
dad angular constante m 1 en la forma indicada. En el momenta en que el 
brazo de la cruceta conectada a la flecha AC esta en position vertical, de¬ 
termine la velocidad angular de la flecha EG. 



Figura P15.210 


15.211 Retome el problema 15.210, y ahora suponga que el brazo de 
la cruceta conectada a la flecha AC esta en position horizontal. 

15.212 En el problema 15.203, la union de rotula entre la varilla y el 
collarin A se reemplaza por la horquilla mostrada. Determine a) la velocidad 
angular de la varilla, b) la velocidad del collarin A. 


!/ 




15.213 En el problema 15.204, la union de rotula entre la varilla y el 
collarin A se reemplaza por la horquilla mostrada. Determine a) la velocidad 
angular de la varilla, b) la velocidad del collarin A. 


15.214 a 15.219 Para el mecanismo 
mine la aceleracion del collarin A. 

15.214 Mecanismo del problema 

15.215 Mecanismo del problema 

15.216 Mecanismo del problema 

15.217 Mecanismo del problema 

15.218 Mecanismo del problema 

15.219 Mecanismo del problema 


del problema indicado, deter- 

15.202. 

15.203. 

15.204. 

15.205. 

15.206. 

15.207. 



Figura P15.213 
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Figura 15.36 



Figura 15.37 


*15.14. MOVIMIENTO TRIDIMENSIONAL DE UNA PARTICULA 
CON RESPECTO A UN SISTEMA DE REFERENCIA 
EN ROTACION. ACELERACION DE CORIOLIS 

En la section 15.10 se analizo una funcion vectorial Q(t) y dos siste- 
mas de referenda centrados en O —un sistema de referenda fijo OXYZ 
y uno rotatorio Oxyz — las razones de cambio de Q con respecto a los 
dos sistemas de referenda satisfacen la relation 

(QW Z = (Q)oxyz + il X Q (15.31) 

En esa ocasion se supuso que el sistema de referenda Oxyz estaba res- 
tringido a girar alrededor del eje fijo OA. Sin embargo, la deduction 
que se presento en la seccion 15.10 sigue siendo valida cuando el siste¬ 
ma de referencia Oxyz se restringe unicamente a tener un punto fijo O. 
De acuerdo con esta suposicion mas general, el eje OA representa al 
eje de rotation instantaneo del sistema de referenda Oxyz (seccion 
15.12) y el vector ft representa su velocidad angular en el instante con- 
siderado (figura 15.36). 

Se considerara ahora el movimiento tridimensional de una par- 
ticula P relativa al sistema de referencia en rotacion Oxyz restringido 
a tener un origen fijo O. Sean r el vector de position de P en un ins¬ 
tante dado y it la velocidad angular del sistema de referencia Oxyz con 
respecto al sistema de referencia fijo OXYZ en el mismo instante (fi¬ 
gura 15.37). Las deducciones dadas en la seccion 15.11 para los dos 
movimientos bidimensionales de una particula pueden ampliarse con 
facilidad al caso en tres dimensiones, y la velocidad absoluta v P de P 
(esto es, su velocidad con respecto al sistema de referencia fijo OXYZ) 
se puede expresar como 


v P = ft X r + (r) 0xyz (15.45) 

Si se denota por 3F el sistema rotatorio Oxyz , se escribe esta relation 
en la forma alternativa 


v P = \ p> + v P/Sf 


(15.46) 


donde v P = velocidad absoluta de la particula P 

v P ' = velocidad del punto P' del sistema de referencia en mo¬ 
vimiento 3F que coincide con P 

v p /;}, = velocidad de P relativa al sistema de referencia en movi¬ 
miento SF 

La aceleracion absoluta a P de P puede expresarse como 


a P = llXr + Ilx(TlXr)-l- 2fl X (r )o%yz + (*)oxyz (15.47) 


Una forma alternativa es 


a P — a P . + Hp/Qp + a c 


(15.48) 


donde a P = aceleracion absoluta de la particula P 

Up' = aceleracion del punto P' del sistema de referencia en 
movimiento SF que coincide con P 










a z yg; = aceleracion de P relativa al sistema de referenda en mo- 
vimiento SF 

a c = 2Q X (r ) 0xyz = 2il X v P/SF 

= aceleracion complementary, o de Coriolis f 

Observe que la aceleracion de Coriolis es perpendicular a los vectores 
ft y Vp/g;. Sin embargo, puesto que estos vectores no suelen ser perpen- 
diculares entre si, la magnitud de a c no es en general igual a 2Plv P /&, co- 
mo lo fue en el caso del movimiento piano de una particula. Note tam- 
bien que la aceleracion de Coriolis se reduce a cero cuando los vectores 
ft y v/.son paralelos, o cuando cualquiera de ellos es cero. 

Los sistemas de referenda en rotation son particularmente utiles en 
el estudio del movimiento tridimensional de cuerpos rfgidos. Si un cuer- 
po rfgido tiene un punto fijo O, como fue el caso de la grua del proble- 
ma resuelto 15.11, se puede utilizar el sistema de referencia Oxyz que no 
esta ni fijo ni conectado de manera rfgida al cuerpo rigido. Al denotar me- 
diante II la velocidad angular del sistema de referencia Oxyz, se descom- 
pone entonces la velocidad angular to del cuerpo en las componentes ft 
y to B /g;, donde la segunda componente representa la velocidad angular 
del cuerpo relativa al sistema de referencia Oxyz (vease el problema re¬ 
suelto 15.14). Una election apropiada del sistema de referencia en rota¬ 
cion conduce muchas veces a un analisis mas simple del movimiento del 
cuerpo rigido que lo que serfa posible con ejes de orientation fija. Esto 
es en especial cierto en el caso del movimiento tridimensional general de 
un cuerpo rigido, es decir, cuando el cuerpo rigido que se estudia no tie¬ 
ne ningun punto fijo (problema resuelto 15.15). 

*15.15. SISTEMA DE REFERENCIA EN MOVIMIENTO GENERAL 

Considere un sistema de referencia fijo OXYZ y un sistema de referen¬ 
cia Axyz que se mueve de una manera conocida, aunque arbitrary, con 
respecto a OXYZ (figura 15.38). Sea P una particula que se mueve en el 
espacio. La position de P se define en cualquier instante mediante el vec¬ 
tor r P en el sistema de referencia fijo, y mediante el vector r P / A en el sis¬ 
tema de referencia en movimiento. Al denotar por r A el vector de posi¬ 
tion de A en el sistema de referencia fijo, se tiene 


= r A + r P/A 


(15.49) 


La velocidad absoluta \ P de la particula se obtiene al escribir 


15.15. Sistema de referencia en movimiento 1003 

general 



Figura 15.38 


\ P = r P = r a + r F/A 


(15.50) 


donde las derivadas se definen con respecto al sistema de referencia fi¬ 
jo OXYZ. El primer termino en el miembro del lado derecho (15.50) 
representa entonces la velocidad v A del origen A de los ejes en movi¬ 
miento. Por otro lado, puesto que la razon de cambio de un vector es 
la misma con respecto a un sistema de referencia fijo y con referencia 
a uno en traslacion (section 11.10), el segundo termino puede conside¬ 
rate como la velocidad \ P / A de P relativa al sistema de referencia 
AX'Y’Z' de la misma orientation que OXYZ y el mismo origen que Axyz. 
Por lo tanto, se tiene 


Vp = V A + Vp /A 


(15.51) 


f Es iinportante advertir la diferencia entre la ecuacion (15.48) y la ecuacion (15.21) de 
la seccion 15.8. Vease el pie de la pagina 978. 
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Pero la velocidad \ P / A de P relativa a AX'Y'Z' se obtiene de (15.45) al 
sustituir r P/A en vez de r en esa ecuacion. Se escribe 


Vp = v A + XX X r P/A + ( r P / A )Axyz (15.52) 


donde XX es la velocidad angular del sistema de referenda Axyz en el 
instante considerado. 

La aceleracion absoluta a,, de la particula se obtiene al diferenciar 
(15.51) y al escribir 


a P = Vp = v A + v P/A (15.53) 

donde las derivadas se definen con respecto a cualquiera de los sistemas 
de referenda OXYZ o AX'Y'Z'. De tal modo, el primer termino del 
miembro del lado derecho de (15.53) representa la aceleracion a A del 
origen A de los ejes en movimiento, y el segundo termino, la aceleracion 
a P / A de P relativa al sistema de referencia AX'Y'Z'. Esta aceleracion pue- 
de obtenerse de (15.47) al sustituir r P / A en lugar de r. En consecuencia, 
se escribe 



Fotografi'a 15.9 El movimiento de las particulas 
de aire en un huracan puede considerarse como 
el movimiento relativo a un sistema de referencia 
montado sobre la Tierra y que gira con ella. 


a P = a A + XX X r P / A + XX X (XI X r P / A ) 

+ 2X1 * (rp/A)^ + (rp/^Axyz (15.54) 


Las formulas (15.52) y (15.54) posibilitan la determination de la velo¬ 
cidad y la aceleracion de una particula dada con respecto a un sistema 
de referencia fijo, cuando se conoce el movimiento de la particula con 
respecto al sistema de referencia en movimiento. Estas formulas se vol- 
veran mas importantes, y bastante mas faciles de recordar, si adverti- 
mos que la suma de los dos primeros terminos en (15.52) representan 
la velocidad del punto P' del sistema de referencia en movimiento que 
coincide con P en el instante considerado, y que la suma de los prime¬ 
ros tres terminos en (15.54) representa la aceleracion del mismo pun¬ 
to. Por consiguiente, las relaciones (15.46) y (15.48) de la section ante¬ 
rior siguen siendo validas en el caso de un sistema de referencia en 
movimiento general, y es posible escribir 


Vp = Vp' + Vp/g; (15.46) 

a P = a P - + ap/g; + a r . (15.48) 


donde los diversos vectores implicados han sido definidos en la sec- 
cion 15.14. 

Hay que observar que si el sistema de referencia 2F (o Axyz) es- 
tan en traslacion, la velocidad y aceleracion del punto P' del sistema 
de referencia que coincide con P se vuelve, respectivamente, igual a 
la velocidad y la aceleracion del origen A del sistema de referencia. 
Por otro lado, puesto que el sistema de referencia mantiene una orien¬ 
tation fija, a, es cero, y las relaciones (15.46) y (15.48) se reducen, en 
forma respectiva, a las relaciones (11.33) y (11.34) deducidas en la sec¬ 
tion 11.12. 






Y 


PROBLEMA RESUELTO 15.13 



x 


La barra doblada OAB gira alrededor del eje vertical OB. En el instante con- 
siderado, su velocidad y aceleracion angulares son, respectivamente, 20 rad/s 
y 200 rad/s 2 , ambas en el sentido de las manecillas del reloj cuando se ob- 
servan desde el eje Y positivo. El collarm D se mueve a lo largo de la barra, 
y en el instante considerado, OD = 8 in. La velocidad y la aceleracion del 
collarm relativas a la barra son, respectivamente, 50 in./s y 600 in./s 2 , ambas 
hacia arriba. Determine a) la velocidad del collarm, b ) la aceleracion del co- 
llarfn. 


Y 

y 



SOLUCION 

Sistemas de referencia. El sistema de referenda OXYZ esta fijo. Se 
conecta el sistema de referencia en rotation Oxyz a la barra doblada. En con- 
secuencia,_su velocidad y aceleracion angulares relativas a OXYZ son II = ( —20 
rad/s)j y fl = (—200 rad/s 2 )j, respectivamente. El vector de position de D es 

r = (8 in.)(sen 30°i + cos 30°j) = (4 in.)i + (6.93 in.)j 

a) Velocidad \ D . Denotando por D' el punto de la barra que coinci¬ 
de con D y por S 5 el sistema de referencia en rotation Oxyz, se escribe de 
acuerdo con la ecuacion (15.46) 

V D = V D ' + V D /g; (1) 

donde 

v D ' = fl X r = (—20 rad/s)j X [(4 in.)i + (6.93 in.)j] = (80 in./s)k 
v D /g; = (50 in./s)(sen 30°i + cos 30°j) = (25 in./s)i + (43.3 in./s)j 

A1 sustituir los valores que se obtienen para v D > yv D /j en (1), se encuentra 

v D = (25 in./s)i + (43.3 in./s)j + (80 in./s)k A 

b) Aceleracion a D . De acuerdo con la ecuacion (15.48) se escribe 

= a D ’ + a D /g; + a c (2) 

donde 

sl D ' = £l X r + ft X (fl X r) 

= (—200 rad/s 2 )j X [(4 in.)i + (6.93 in.)j] — (20 rad/s)j X (80 in./s)k 
= +(800 in./s 2 )k — (1600 in./s 2 )i 

a D/s; = (600 in./s 2 )(sen 30°i + cos 30°j) = (300 in./s 2 )i + (520 in./s 2 )j 
a c = 211 X V D /g; 

= 2(—20 rad/s)j X [(25 in./s)i + (43.3 in./s)j] = (1000 in./s 2 )k 
A1 sustituir los valores que se obtienen para a D ’, a D /g; y a c en (2), 

a D = -(1 300 in./s 2 )i + (520 in./s 2 )j + (1800 in./s 2 )k ◄ 
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PROBLEMA RESUELTO 15.14 

La grua que se muestra gira con una velocidad angular constante tu L de 0.30 
rad/s. De manera simultanea, la pluma se levanta con una velocidad angular 
constante to 2 de 0.50 rad/s relativa a la cabina. Si se sabe que la longitud de 
la pluma OP es l = 12 m, determine a) la velocidad de la punta de la plu- 
ma, b) la aceleracion de la punta de la pluma. 


SOLUCION 


Y 



Z 


Sistemas de referencia. El sistema de referenda OXYZ esta fijo. Se 
coloca el sistema de referencia en rotation Oxyz en la cabina. Su velocidad an¬ 
gular con respecto al sistema de referencia OXYZ es entonces !! = «! = (0.30 
rad/s)j. La velocidad angular de la pluma relativa a la cabina y el sistema de 
referencia en rotation Oxijz (o 9% abreviado) es cj b / 9 = w 2 = (0.50 rad/s)k 

a) Velocidad v P . De la ecuacion (15.46) se escribe 

Vp = V P - + Vp /& (1) 

donde v P - es la velocidad del punto P' del sistema de referencia en rotation 
que coincide con P: 

Vp- = fl X r = (0.30 rad/s)j X [(10.39 m)i + (6 m)j] = —(3.12 m/s)k 

y donde v P /g; es la velocidad de P relativa al sistema de referencia en rota- 
cion Oxyz. Pero se encontro que la velocidad angular de la pluma relativa a 
Oxijz es to B /gj = (0.50 rad/s)k. La velocidad de su punta P relativa a Oxyz es 
entonces 


Vp/g: = w B /gf X r = (0.50 rad/s)k X [(10.39 m)i + (6 m)j] 

= — (3 m/s)i + (5.20 m/s)j 

Al sustituir los valores que se obtuvieron para Vp- y Vp/g; en (1), se encuentra 

Vp = —(3 m/s)i + (5.20 m/s)j — (3.12 m/s)k M 

b) Aceleracion a F . De la ecuacion (15.48) se escribe 

ap = ap' + ap/g; + a c (2) 

Puesto que il y « B /g; son ambas constantes, se tiene 

ap' = il X (Li X r) = (0.30 rad/s)j X (—3.12 m/s)k = —(0.94 m/s 2 )i 

a p/gs = m b / g; x ( m b /& x r ) 

= (0.50 rad/s)k X [—(3 m/s)i + (5.20 m/s)j] 

= —(1.50 m/s 2 )j — (2.60 m/s 2 )i 
a o = 211 X Vp/g; 

= 2(0.30 rad/s)j X [—(3 m/s)i + (5.20 m/s)j] = (1.80 m/s 2 )k 
Al sustituir a P ', a P /g; y a c en (2), se encontro 

ap = —(3.54 m/s 2 )i — (1.50 m/s 2 )j + (1.80 m/s 2 )k 4 
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PROBLEMA RESUELTO 15.15 



El disco D , de radio R, se monta por medio de un pasador al extremo A del 
brazo OA de longitud L ubicado en el piano del disco. El brazo gira alrede- 
dor de O en un eje vertical a la velocidad constante w 1; y el disco gira alre- 
dedor de A a la velocidad constante u> 2 . Determine a) la velocidad del pun- 
to P localizado directamente arriba de A, b) la aceleracion de P , c) la velocidad 
y la aceleracion angulares del disco. 


SOLUCION 


Y 


y 



x x 


Sistemas de referencia. El sistema de referenda OXYZ esta lijo. Se 
coloca el sistema de referencia en movimiento Axyz al brazo OA. Por consi- 
guiente, su velocidad angular con respecto al sistema de referencia OXYZ es 
ft = wij. La velocidad angular del disco D relativa al sistema de referencia 
en movimiento Axyz (o 9% abreviado) es co D /& — cn 2 k. El vector de position 
de P relativo a O es r = Li + Rj, y su vector de position relativo a A es 

r P/A = Rj 

a) Velocidad v r . Denotando por P' el punto del sistema de referen¬ 
cia en movimiento que coincide con P, escribimos de la ecuacion (15.46) 

V P = v p . + V P/ g; (1) 


donde v P > = 11 x r = w 1 j X (Li + Rj) = — oqLk 


v/> j-if — coj) /'if X r p/a — ('J ; 1< X Rj — co 2 Ri 


Al sustituir los valores que se obtuvieron para v P - y \ P /& en (1), se encuentra 

Vp = — co 2 Ri — u>iL k A 

b) Aceleracion a P . De la ecuacion (15.48) se escribe 


ap — ap' A a P /gF A a f . (2) 

Puesto que ft y Wp,/® son ambas constantes, se tiene 

a P ' = ft X (ft x r) = ojjj X (—ojjLk) = — oofLi 
scp/qp — toi/j X (coi)i'>f X rp j^) — (');k X ( t o 2 Ri) — co 2 Rj 
a c = 2ft X Vp/gt = 2(o | j X (—u> 2 Ri) = 2a> 1 io 2 Rk 

Si se sustituyen los valores obtenidos en (2), se obtiene 

ap = — cofLi — co 2 Rj A 2oj |Oj 2 /ik A 

c) Velocidad y aceleracion angulares del disco. 

Cl) = 11 A Cl> D /g; CO = toj A Cl) 2 k M 

Utilizando la ecuacion (15.31) con Q = co, se escribe 

« = ((b)OXYZ = (<b)Axyz + ft X OJ 

= 0 A Wjj X (ci>jj A &) 2 k) 

a = cojto^ M 
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RESOL UCION DE PROB LEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


En esta lection se concluye el estudio de la cinematica de cuerpos rigidos al apren- 
der como se usa un sistema de referenda auxiliar SF para analizar el movimiento en 
tres dimensiones de un cuerpo rigido. Este sistema de referencia auxiliar puede ser 
un sistema de referencia rotatorio con un origen fijo O, o un sistema de referencia 
en movimiento general. 

A. Empleo de un sistema de referencia en rotacion. Cuando en el plantea- 
miento del problema se incluye el uso de un sistema de referencia en rotacion SF de- 
ben seguirse estos pasos: 

1. Elegir el sistema de referencia en rotacion SF que se de see utilizar y dibu- 
jar los ejes coordenados correspondientes x, y y z a partir del punto fijo O. 

2. Determinar la velocidad angular ll del sistema de referencia SF con res- 
pecto a un sistema de referencia fijo OXYZ. En la mayorfa de los casos, se habra ele- 
gido un sistema de referencia que se monta a algun elemento rotatorio del sistema; 
n sera entonces la velocidad angular de ese elemento. 

3. Designar como P’ el punto del sistema en referencia en rotacion SF que 

coincida con el punto P de interes en el instante que se este considerando. Deter¬ 
mine la velocidad Vf y la aceleracion a P - del punto P'. Puesto que P' es parte de SF 
y tiene el mismo vector de position r que P, se encontrara que 

Vp- = El X r y a P ' = a X r + fl X (El X r) 

donde a es la aceleracion angular de SF. Sin embargo, en muchos de los problemas 
que se encontraran, la velocidad angular de SF es constante tanto en magnitud como 
en direction, ya = 0. 

4. Determinar la velocidad ij la aceleracion del punto P con respecto al sis¬ 
tema de referencia SF. Al tratar de determinar v>y a P /g; se encontrara util vi- 
sualizar el movimiento de P en el sistema de referencia SF cuando este no se encuen- 
tre en rotacion. Si P es un punto de un cuerpo rigido 28 que tiene una velocidad 
angular ajgj y una aceleracion angular % relativa a SF [problema resuelto 15.14], se 
encontrara que 

\p/ 9 = Oiaji X r y a P/9 = % X r + % X (to® X r) 

En muchos de los problemas que se encontraran, la velocidad angular del cuerpo 28 
relativa al sistema de referencia SF es constante tanto en magnitud como en direc¬ 
tion, y a® = 0. 

5. Determinar la aceleracion de Coriolis. Considerando la velocidad angular 
El del sistema de referencia SF y la velocidad \ P / 9 del punto P relativa al sistema de 
referencia, que se calculo en el paso anterior, se escribe 

a c = 211 X y P / 9 
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6. La velocidad y la aceleracion de P con respecto al sistema de referenda fijo 
OXYZ puede obtenerse aliora sumando las expresiones que se han determinado: 

V P = Vp' + Vp/g; (15.46) 

ap = ap' + a P /g; + a c (15.48) 

B. Empleo de un sistema de referenda en movimiento general. Los pasos 
que se seguiran difieren solo un poco de los que se indiearon en la parte A. Consis- 
ten en lo siguiente: 

1. Seleccionar el sistema de referenda d que se desee utilizar y un punto 
de referenda A en ese sistema de referenda, a partir del cual se dibujaran los 
ejes de coordenadas x, y y z que definen al sistema de referenda. Se considerara el 
movimiento del sistema de referencia como la suma de una traslacion con A y una 
rotacion alrededor de A. 

2. Determinar la velocidad v A del punto Ay la velocidad angular SI del sis¬ 
tema de referencia. En muchos casos se seleccionara un sistema de referencia que 
se monta sobre algun elemento del sistema; SI sera entonces la velocidad angular de 
ese elemento. 

3. Designar como P' el punto del sistema de referenda d que coincida con el 
punto P de interes en el instante considerado, y determinar la velocidad vp- y la ace¬ 
leracion a,*' de ese punto. En algunos casos, esto puede efectuarse visualizando el 
movimiento de P si se evitara que ese punto se moviera con respecto a d [problema 
resuelto 15.15], Un planteamiento mas general eonsiste en recordar que el movi¬ 
miento de P' es la suma de una traslacion con el punto de referencia A y una ro¬ 
tacion alrededor de A. Por consiguiente, la velocidad v r - y la aceleracion ap- de P' 
pueden obtenerse sumando v A y a A , respectivamente, a las expresiones que se en- 
contraron en el parrafo A3 y sustituyendo el vector de position r por el vector r P / A 
dibujado de A a P: 

Vp- = v A + SI X r P / A ap' = a A + a X r P / A + SI X (SI X r P / A ) 

Los pasos 4, 5 y 6 son iguales que en la parte A, salvo por el hecho de que el 
vector r debe sustituirse de nuevo en vez de r P / A . De tal manera, es posible seguir 
utilizando las ecuaciones (15.46) y (15.48) para obtener la velocidad y la aceleracion 
de P con respecto al sistema de referencia fijo OXYZ. 
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Problemas 


15.220 La varilla AB se suelda a la placa de 12 in. de radio que gira 
a razon constante ajj = 6 rad/s. Si se sabe que el collarin D se mueve hacia 
el extremo B de la varilla a una rapidez constante u = 78 in./s, determine, 
para la posicion mostrada a) la velocidad de D, b) la aceleracion de D. 



15.221 la barra doblada que se muestra gira a una razon constante a) 1 
= 3 rad/s. Si se sabe que el collarin C se mueve hacia el punto D a una rapi¬ 
dez relativa constante u = 34 in./s, determine para la posicion mostrada la 
velocidad y la aceleracion de C si a) x = 5 in., b) x = 15 in. 




15.222 La pi aca circular que se muestra en la figura gira alrededor de 
su diametro vertical a razon constante u>\ = 10 rad/s. Si se sabe que en la 
posicion mostrada el disco yace en el piano XY y que el punto D del ele- 
mento CD se mueve hacia arriba a una rapidez relativa constante u = 1.5 
m/s, determine a) la velocidad de D, b) la aceleracion de D. 
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Problemas 1011 


Retome el problema 15.222, y ahora suponga que en el ins- 
tante que se muestra la velocidad angular a>i de la placa es de 10 rad/s y de- 
crece a razon de 25 rad/s 2 , en tanto que la rapidez relativa u del punto D de 
la abrazadera CD es de 1.5 m/s y disminuye a razon de 3 m/s 2 . 

Una pi aca cuadrada de 18 in. de lado se articula en los pun- 
tos A y B de una horquilla. La placa gira a la velocidad constante co 2 = 4 
rad/s con respecto a la horquilla, la cual gira a su vez a la razon constante coi 
= 3 rad/s alrededor del eje Y. Para la posicion que se muestra, determine 
a) la velocidad del punto C y b) la aceleracion del punto C. 



15.225 Una placa cuadrada de 18 in. de lado se articula en los puntos 
A y B de una horquilla. La placa gira a la velocidad constante u> 2 = 4 rad/s 
con respecto a la horquilla, la cual gira a su vez a la razon constante co 1 = 3 
rad/s alrededor del eje Y. Para la posicion que se muestra, determine a) la 
velocidad de la esquina D yb) la aceleracion de la esquina D. 

15.226 a 15.228 La placa rectangular que se muestra gira a la ve¬ 
locidad constante co 2 = 12 rad/s con respecto al brazo AE, el cual gira a su 
vez a la razon constante aij = 9 rad/s alrededor del eje Z. Para la posicion 
que se muestra, determine la velocidad y la aceleracion del punto de la placa 
que se indica a continuation. 

15.226 Esquina B. 

15.227 Punto D. 

15.228 Esquina C. 



Figura PI 5.226, PI 5.227 y PI 5.228 


Retome el problema 15.228, y ahora suponga que en el ins- 
tante mostrado la velocidad angular co 2 de la placa respecto al brazo AE es 
de 12 rad/s y que disminuye a razon de 60 rad/s 2 , en tanto que la velocidad 
angular (Oy del brazo alrededor del eje Z es de 9 rad/s y disminuye a razon 
de 45 rad/s 2 . 


15.230 Retome el problema 15.221, y ahora suponga que en el ins- 
tante que se indica la velocidad angular io l de la barra es de 3 rad/s y au- 
menta a razon de 12 rad/s 2 , en tanto que la rapidez relativa u del collarfn es 
de 34 in./s y disminuye a razon de 85 in./s 2 . 

15.231 Con el metodo de la section 15.14, retome el problema 15.191. 

15.232 Con el metodo de la section 15.14, retome el problema 15.195. 
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Cinematica de cuerpos rfgidos 


15.233 Con el metodo de la section 15.14, retome el problema 15.192. 


15.234 El cuerpo AB y la barra BC del componente robotico que se 
muestra en la figura, giran a la razon constante Wj = 0.60 rad/s alrededor 
del eje Y. De manera simultanea un control de alambre y polea ocasiona que 
el brazo CD gire alrededor de C a razon constante to = dp/dt = 0.45 rad/s. 
Si p = 120°, determine a ) la aceleracion angular del brazo CD, b) la veloci- 
dad de D, c ) la aceleracion de D. 



15.235 Un disco de 120 mm de radio gira a la razon constante u> 2 = 
5 rad/s con respecto al brazo AB, el cual gira a su vez a la razon constante 
wi = 3 rad/s. Para la position que se muestra, determine la velocidad y la 
aceleracion del punto C. 


Y 




Figura PI5.235 y PI5.236 


15.236 Un disco de 120 mm de radio gira a la razon constante co 2 = 
5 rad/s con respecto al brazo AB, que a su vez gira a la razon constante Wj 
= 3 rad/s. Para la position que se muestra, determine la velocidad y la ace¬ 
leracion del punto D. 

15.237 La grua que se muestra gira a la razon constante wi = 0.25 
rad/s; simultaneamente, la plurna telescopica desciende a una razon constante 
u >2 = 0.40 rad/s. Si se sabe que en el instante mostrado la longitud de la 
pluma es de 20 ft y que aumenta a la razon constante u = 1.5 ft/s, determine 
la velocidad y la aceleracion del punto B. 


Figura PI5.237 














Problemas 
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15.238 El brazo AB de 5 m de largo se usa para proporcionar una 
plataforma elevada a trabajadores de la construction. En la position que se 
muestra, el brazo AB se esta elevando a una razon constante dd/dt = 0.25 
rad/s; en forma simultanea, la unidad se esta girando en sentido contrario 
al de las manecillas del reloj alrededor del eje Y a una velocidad constante 
u>i = 0.15 rad/s. Si se sabe que 9 = 20°, determine la velocidad y la ace- 
leracion del punto B. 



Figura P15.238 


15.239 Retome el problema 15.238, y ahora suponga que 9 = 40°. 

15.240 Un disco de 180 mm de radio gira a la razon constante <w 2 = 
12 rad/s, respecto al brazo CD, que a su vez gira a la razon constante &>! = 
8 rad/s alrededor del eje Y. Determine en el instante mostrado la velocidad 
y aceleracion del punto A sobre el borde del disco. 



Figura PI5.240 y PI5.241 


15.24 Un disco de 180 mm de radio gira a la razon constante <w 2 = 
12 rad/s con respecto al brazo CD, que a su vez gira a la razon constante 
= 8 rad/s alrededor del eje Y. Determine en el instante mostrado la veloci¬ 
dad y la aceleracion del punto B sobre el borde del disco. 
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15.242 y 15.243 En la posicion que se muestra la barra delgada se 
mueve a una rapidez constante u = 3 in./s hacia fuera del tubo BC. A1 mismo 
tiempo el tubo BC gira a la velocidad constante to 2 = 1.5 rad/s con respecto 
al brazo CD. Si se sabe que el ensamble complete) gira en tomo al eje X a la 
razon constante u>i = 1.2 rad/s, determine la velocidad y la aceleracion del 
extremo A de la barra. 




Dos discos, cada uno de 130 mm de radio, estan soldados a la 
barra CD de 500 mm. La unidad de barra y discos gira a la razon constante 
co 2 = 3 rad/s con respecto al brazo AB. Si se sabe que en el instante mostrado 
«! = 4 rad/s, determine la velocidad y la aceleracion de a) el punto E, b) el 
punto F. 


Y 


5 in. 




130 mm 


Figura PI 5.244 


1 5.24 En el problema 15.244, determine la velocidad y la aceleracion 
de a) el punto G, b) el punto H. 

15.246 La pi aca vertical que se muestra esta soldada al brazo EFG y 
la unidad completa gira a la velocidad constante (o± = 1.6 rad/s alrededor del 
eje Y. Al mismo tiempo, una banda continua eslabonada se mueve alrededor 
del perimetro de la placa a una rapidez constante u = 4.5 in./s. Para la posi¬ 
cion que se muestra, determine la aceleracion del eslabon de la banda ubi- 
cado a) en el punto A y b) en el punto B. 

La placa vertical que se muestra esta soldada al brazo EFG, y 
la unidad completa gira a la velocidad constante (o± = 1.6 rad/s alrededor del 
eje Y. Al misino tiempo, una banda continua eslabonada se mueve alrededor 
del perimetro de la placa a una rapidez constante u = 4.5 in./s. Para la posi¬ 
cion que se muestra, determine la aceleracion del eslabon de la banda ubi- 
cado a) en el punto C y b) en el punto D. 


Figura P15.246 y P15.247 
























R EPASO Y RESUME N 
DEL CAPITULO 15 


Este capitulo se dedied al estudio de la cinematica de cuerpos rfgidos. 

Primero se considero la traslacion de un cuerpo rigido [section Cuerpo rfgido en traslacion 
15.2] y se observo que en un movimiento de este tipo, todos los pun- 
tos del cuerpo tienen la misma velocidad y la misma aceleracidn en 
cualquier instante dado. 


Despues se considero la rotacidn de un cuerpo rigido alrededor 
de un eje fijo [seccion 15.3]. La position del cuerpo se definio 
mediante el angulo 0 que la linea BP dibujaba desde el eje de rota- 
cion hasta el punto P del cuerpo, formado con un piano fijo (figura 
15.39). Se encontro que la magnitud de la velocidad de P es 

ds 

v = = rd sen (f> (15.4) 

donde 0 es la derivada respecto al tiempo de 0. Luego se expreso 
la velocidad de P como 


v = 


dr 

dt 


to X r 


(15.5) 


donde el vector 


to = ojk = 0k 


(15.6) 


Cuerpo rigido en rotacion alrededor de un 
eje fijo 



se dirige a lo largo del eje de rotacidn fijo y representa la velocidad 
angular del cuerpo. 

Si se denota por a la derivada dto/dt de la velocidad angular, la 
aceleracidn de P se expresa como 

a = aXr + MX(d)Xr) (15.8) 


Al diferenciar (15.6) y recordar que k es una constante en magni- 
tud y direccion, se encuentra que 


a = crk = wk = 0k (15.9) 

El vector a representa la aceleracidn angular del cuerpo y esta di- 
rigida a lo largo del eje de rotacidn fijo. 
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Rotacion de una placa representativa Despues se considero el movimiento de una placa representati- 

va ubieada en un piano perpendicular al eje de rotacion del cuerpo 
(figura 15.40). Puesto que la velocidad angular es perpendicular a la 
placa, la velocidad de un punto P de la placa se expreso como 

v = cok X r (15.10) 


donde v esta contenida en el piano de la placa. Al sustituir to = cok 
y a = ak en (15.8), se encontro que la aceleracion de P podia des- 
Componentes tangencial y normal componerse en las componentes tangential y normal (ligura 15.41) 

iguales respectivamente a 


a f = ak X r a t = ra 

a„ = — co 2 r a n = rw 2 


(15.110 


Velocidad angular y aceleracion angular 
de la placa en rotacion 


Al recordar las ecuaciones (15.6) y (15.9), se obtuvieron las si- 
guientes expresiones para la velocidad angular y la aceleracion an¬ 
gular de la placa [section 15.4]: 


de 

a> = —r~ 

dt 

(15.12) 

dw d 2 0 

a ~ dt dt 2 

(15.13) 

3 1 st> 

3 

II 

a 

(15.14) 


Estas expresiones son similares a las que se obtuvieron en el capi- 
tulo 11 para el movimiento rectilineo de una particula. 

Dos casos particulares de rotacion se encontraron con frecuen- 
cia: rotacion uniforme y rotacion uniformemente acelerada. Los pro- 
blemas en los que interviene cualquiera de estos movimientos se 
pueden resolver utilizando ecuaciones similares a las que se emplea- 
ron en las secciones 11.4 y 11.5 para el movimiento rectilineo uni¬ 
forme y el movimiento rectilineo uniformemente acelerado de una 
particula, pero donde x, v y a se sustituyen por 0. to y a, respecti¬ 
vamente [problema resuelto 15.1]. 
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Movimiento piano 

Figura 15.42 


Traslacion con A 


+ Rotation alrededor de A 



V B ~ V A + V B/A 


El movimiento piano mas general de una placa rfgida puede con- Velocidades en movimiento piano 
siderarse como la suma de una traslacion ij una rotacidn [seccion 
15.5]. Por ejemplo, es posible suponer que la placa que se muestra 
en la figura 15.42 se traslada con el punto A, mientras gira de ma- 
nera simultanea alrededor de A. Se concluye [seccion 15.6] que la 
velocidad de cualquier punto B de la placa puede expresarse como 

v B = v A + v B/A (15.17) 

donde v A es la velocidad de A y v B / A la velocidad relativa de B con 
respecto a A o, de manera mas precisa, con respecto a los ejes x'y' 
que se trasladan con A. Denotando mediante r B/A el vector de po¬ 
sition de B relativo a A, se encontro que 

v B / A = wkx r B/A v b /a = rm (15.18) 

La ecuacion fundamental (15.17) que relaciona las velocidades ab- 
solutas de los puntos A y B y la velocidad relativa de B con respec¬ 
to a A se expreso en la forma de un diagrama vectorial y se utilizo 
para resolver problemas que implican el movimiento de diversos ti- 
pos de mecanismos [problemas resueltos 15.2 y 15.3], 

Otro planteamiento para la solution de problemas en los que Centro instantaneo de rotacion 
intervienen las velocidades de los puntos de una placa rfgida en un 
movimiento piano se presento en la seccion 15.7 y se uso en los pro¬ 
blemas resueltos 15.4 y 15.5. Esta basado en la determination del 
centro instantaneo de rotacidn C de la placa (figura 15.43). 




a) 


b) 


Figura 15.43 








Movimiento piano 

Figura 15.44 


Traslacion con A + Rotacion con A 


El hecho de que sea posible considerar a cualquier movimien¬ 
to piano de una placa rfgida como la suma de una traslacion de la 
placa eon un punto de referencia A y una rotacion alrededor de A 
se utilizo en la section 15.8 para relational" las aceleraciones abso- 
lutas de cualesquiera dos puntos A y B de la placa y la aceleracion 
relativa de B con respecto a A. Se tuvo 

a B = a A + a B/A (15.21) 

donde a B / A consistio en una componente normal (a B / A )„ de magni- 
tud ror dirigida hacia A, y una componente tangencial (a B / A ) f de 
magnitud ra perpendicular a la linea AB [figura 15.44]. La relation 
fundamental (15.21) se expreso en terminos de diagramas vectoria- 
les o ecuaciones vectoriales y se empleo para determinar las acele¬ 
raciones de puntos determinados de diversos mecanismos [proble- 
mas resueltos 15.6 a 15.8]. Debe senalarse que el centra de rotacion 
instantaneo C que se considero en la section 15.7 no puede utili- 
zarse para determinar aceleraciones, puesto que el punto C, en ge¬ 
neral, no tiene aceleracion cero. 


En el caso de ciertos mecanismos, es posible expresar las coorde- 

de un parametro nadas 

x y y de todos los puntos importantes del mecanismo por me¬ 
dio de expresiones analiticas simples que contienen un solo pardme- 
tro. Las componentes de la velocidad absoluta y la aceleracion de un 
punto dado se obtienen entonces al diferenciar dos veces con respec¬ 
to al tiempo t las coordenadas % y y de ese punto [section 15.9], 


Razon de cambio de un vector 
con respecto a un sistema de referen¬ 
cia en rotacion 



Si bien la razon de cambio de un vector es la misma con res¬ 
pecto a un sistema de referencia fijo y a un sistema en traslacion, la 
razon de cambio de un vector con respecto a un sistema de referen¬ 
cia en rotacion es diferente. Por lo tanto, para estudiar el movimien¬ 
to de una particula relativo al sistema de referencia en rotacion pri- 
mero tuvimos que comparar las razones de cambio del vector general 
Q con respecto a un sistema de referencia fijo OXYZ y a un siste¬ 
ma de referencia Oxyz en rotacion con una velocidad angular ii 
[section 15.10] (figura 15.45). Se obtuvo la relation fundamental 

(Q)o.XYZ = (Q)oxyz + « X Q (15.31) 

se eoncluyo que la razon de cambio del vector Q con respecto a un 
sistema de referencia fijo OXYZ consta de dos partes: la primera 
parte representa la razon de cambio Q con respecto al sistema de 
referencia rotatorio Oxyz ; la segunda parte, SI X Q, se induce por 
la rotacion del sistema de referencia Oxyz. 


Figura 15.45 








La siguiente parte del capftulo [section 15.11] se dedico al es- 
tudio cinematico en dos dimensiones de una partfcula P moviendo- 
se con respecto a un sistema de referenda 3F en rotation con una 
velocidad angular 11 alrededor de un eje fijo (figura 15.46). Se en- 
contro que la velocidad absoluta de P podrfa expresarse como 

v P = vp’ + vp/ g? (15.33) 

donde \ P = velocidad absoluta de la partfcula P 

v P ' = velocidad del punto P' del sistema de referencia en 
movimiento S' que coincide con P 
Vp/g; = velocidad de P relativa al sistema de referencia en mo¬ 
vimiento S' 

Observe que la misma expresion para \ P se obtiene si el sistema de 
referencia esta en traslacion en vez de en rotation. Sin embargo, 
cuando el sistema de referencia esta en rotation, se encuentra que 
la expresion para la aceleracion de P contiene un termino adicional 
a r denominado aceleracion complementaria o aceleracion cle Corio¬ 
lis. Se escribio 


Repaso y resumen del capftulo 15 1019 


Movimiento piano de una partfcula relativo 
a un sistema de referencia en rotacion 



Up — Up' 4“ <lp/g: + a, (15.36) 

donde & P = aceleracion absoluta de la partfcula P 

ap' = aceleracion del punto P' del sistema de referencia en 
movimiento S' que coincide con P 
ap/g; = aceleracion de P relativa al sistema de referencia en mo¬ 
vimiento S' 

a c = 2fl X (r ) 0xy = 2fl X v P /& 

= aceleracion complementaria o de Coriolis 

Puesto que fly x P /^ son perpendiculares entre sf en el caso de mo¬ 
vimiento piano, se encontro que la aceleracion de Coriolis tiene una 
magnitud a c = 2 flv P /& y que apunta en la direction obtenida al girar 
el vector x P /& 90° en el sentido de rotacion del sistema de referencia 
en movimiento. Es posible utilizar las formulas (15.33) y (15.36) pa¬ 
ra analizar el movimiento de mecanismos que contienen partes que 
se deslizan unas sobre otras [problemas resueltos 15.9 y 15.10], 


La ultima parte del capftulo se dedico al estudio de la cinematica 
de cuerpos rfgidos en tres dimensiones. Se trato primero el movimien¬ 
to de un cuerpo rigido con un punto fijo [section 15.12]. Despues de 
demostrar que el desplazamiento mas general del cuerpo rigido con 
un punto fijo O es equivalente a una rotacion del cuerpo alrededor de 
cualquier eje que pase por O, fue posible definir la velocidad angular 
cj y el eje de rotacion instantaneo del cuerpo en un instante determi- 
nado. La velocidad de un punto P del cuerpo (figura 15.47) se puede 
expresar nuevamente como 


v = 


dr 

dt 


to X r 


(15.37) 


Al diferenciar esta expresion, tambien se escribio 

a = t*Xr + toX(toXr) (15.38) 


Sin embargo, puesto que la direction de to cambia de un instante a 
otro, la aceleracion angular a, en general, no esta dirigida a lo lar¬ 
go del eje de rotacion instantaneo [problema resuelto 15.11], 


Movimiento de un cuerpo rigido 
con un punto fijo 
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Figura 15.48 


En la section 15.13 se demostro que el movimiento mas gene¬ 
ral de un cuerpo rigido en el espacio es equivalente, en cualquier 
instante dado, a la suina de una traslacion y una rotacidn. Al con- 
siderar dos particulas Ay B del cuerpo, se encontro que 


v B = v A + v B/A (15.42) 

donde v B / A es la velocidad de B relativa al sistema de referenda 
AX'Y'Z' montado en A y de orientation fija (figura 15.48). Al deno¬ 
tar por r B / A el vector de position de B relativo a A, se escribio 

V B = V A + (O X r B/A (15.43) 

donde to es la velocidad angular del cuerpo en el instante conside- 
rado [problema resuelto 15.12]. La aceleracion de B se obtuvo me- 
diante un razonamiento similar. Primero se escribio 


a B - a A + a B / A 


y, al recordar la ecuacion (15.38), 


a B = a A + a X r B/A + to X (to X r B/A ) (15.44) 


Movimiento tridimensional de una 
particula relativo a un sistema 
de referencia en rotacion 


En las dos secciones finales del capitulo se considero el movi¬ 
miento en tres dimensiones de una particula P relativa a un sistema 
de referencia Oxyz en rotacidn con una velocidad angular 11 con 
respecto a un sistema de referencia fijo OXYZ (figura 15.49). En la 
section 15.14 se expreso la velocidad absoluta v> de P como 


V P = \ P > + Vp /3 f 


(15.46) 


donde v B = velocidad absoluta de una particula P 

Vp' = velocidad del punto P' de un sistema de referencia en 
movimiento S' que coincide con P 
vp/gi = velocidad de P relativa al sistema de referencia en mo¬ 
vimiento S' 



Figura 15.49 
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La aceleracion absoluta a P de P se expreso entonces como 1 1 

a P = a P * + a P /& + a c (15.48) 

donde a P = aceleracion absoluta de la particula P 

a P ' = aceleracion del punto P' del sistema de referencia en 
movimiento 3" que coincide con P 
a P /g; = aceleracion de P relativa al sistema de referencia en mo- 
vimiento 2F 

a c = 2CI X (r) 0xyz = 2ft X v P/gf 

= aceleracion complementaria, o de Coriolis 

Se observo que la magnitud a c de la aceleracion de Coriolis no es 
igual a 2ih: P /^ [problema resuelto 15.131 salvo en el caso especial 
en el que Cl y\p/$> son perpendiculares entre si. 

Tambien se observ'd [section 15.15] que las ecuaciones (15.46) 
y (15.48) siguen siendo validas cuando el sistema de referencia Axyz 
se mueve de una manera conoeida, aunque arbitraria, con respec- 
to al sistema de referencia fijo OXYZ (figura 15.50). Siempre que el 
movimiento de A se incluya en los terminos v P ' y a P - que represen- 
tan la velocidad y la aceleracion absolutas del punto coineidente P’. 


Sistema de referencia en movimiento 
general 



Figura 15.50 


Los sistemas de referencia en rotation son en particular utiles 
en el estudio del movimiento tridimensional de cuerpos rfgidos. De 
hecho, hay muchos casos en los que la election apropiada del sis¬ 
tema de referencia en rotation conducira a un analisis mas simple 
del movimiento del cuerpo rigido que el que seria posible con ejes 
de orientation fija [problemas resueltos 15.14 y 15.15]. 






Problemas de repaso 



15.248 Si en el instante mostrado la manivela BC tiene una velocidad 
angular constante de 45 rpm en el sentido de las maneciUas del reloj, deter¬ 
mine la aceleracion a) del punto A, b) del punto D. 

15.249 El rotor de un motor electrico tiene una velocidad de 1 800 
rpm cuando se corta el suministro de energia. Se observa que el rotor se de- 
tiene despues de ejecutar 1 550 revoluciones. Suponiendo movimiento uni- 
formemente acelerado, determine a) la aceleracion angular del rotor, b ) el 
tiempo requerido para que el rotor se detenga. 

15.250 Un disco de 0.15 m de radio gira a la razon constante &> 2 con 
respecto a la placa BC, que a su vez gira a razon constante Wj alrededor del 
eje y. Si se sabe que n>i = <w 2 = 3 rad/s, determine para la position mostrada, 
la velocidad y la aceleracion a) del punto D. b) del punto F. 



15.251 El ventilador de un motor de automovil gira alrededor de un 
eje horizontal paralelo a la direction del movimiento del automovil. Cuando 
se ve desde la parte trasera del automovil, se observa que el ventilador gira 
en el sentido de las manecillas del reloj a razon de 2 500 rpm. Si se sabe que 
el automovil esta girando a la derecha a lo largo de una trayectoria con ra¬ 
dio de 12 m a una rapidez constante de 12 km/h, determine la aceleracion 
angular del ventilador en el instante en que el automovil se mueve hacia al 
norte. 
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15.252 Un tambor de 4.5 in. de radio esta montado sobre un cilindro 
de 7.5 in. de radio. Una cuerda se enrolla alrededor del tambor y su extremo 
E se jala hacia la derecha con una velocidad constante de 15 in./s, lo que 
causa que el cilindro ruede sin deslizarse sobre la placa F Si se sabe que la 
placa F esta fija, determine a) la velocidad del centra del cilindro, b) la ace- 
leracion del punto D del cilindro. 

15.253 Retome el problema 15.252, y ahora suponga que la placa F 
se mueve hacia la derecha con una velocidad constante de 9 in./s. 

15.254 A traves de un tubo curvo AB fluye agua, el tubo gira con una 
velocidad angular constante de 90 rpm en el sentido de las maneciUas del 
reloj. Si la velocidad del agua en relation con el tubo es de 8 m/s, determine 
la aceleracion total de una particula de agua en el punto P. 



F 


Figura PI 5.252 


P 



15.255 La barra BC de 24 in. de longitud se conecta mediante uniones 
de rotula al brazo giratorio AB y al collarin C que se desliza sobre la barra 
fija DE. Si se sabe que la longitud del brazo AB es de 4 in. y que gira a la 
razon constante &>i = 10 rad/s, determine la velocidad del collarin C cuando 
0 = 0 . 



Retome el problema 15.255, y ahora suponga que 0 


90°. 
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15.25 La manivela AB tiene una velocidad angular constante de 1.5 
rad/s en sentido contrario al de las manecillas del reloj. Para la position 
mostrada, determine a) la velocidad angular de la varilla BD, b ) la velocidad 
del collarin D. 



15.251 La manivela AB tiene una velocidad angular constante de 1.5 
rad/s en sentido contrario al de las manecillas del reloj. Para la position 
mostrada, determine a) la aceleracion angular de la varilla BD, c) la ace¬ 
leracion del collarin D. 

La varilla AB con 125 mm longitud se une a una barra verti¬ 
cal que gira alrededor del eje y a la velocidad constante co i = 5 rad/s. Si el 
angulo formado por la varilla AB y la vertical aumenta a la velocidad cons¬ 
tante d[3/dt = 3 rad/s, determine la velocidad y la aceleracion del extremo B 
de la varilla cuando /3 = 30°. 


y 



Figura PI 5.259 

















Problemas de computadora 


El disco que se muestra tiene una velocidad angular constante 
de 500 rpm en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj. 
Si la barra BD mide 250 mm de largo, utilice software para determinar y 
graficar, para valores de 6 de 0 a 360° con incrementos de 30°, la velocidad 
del collarin D y la velocidad angular de la barra BD. Determine los dos va¬ 
lores de 6 para los cuales la velocidad del collarin D es cero. 



50 mm 


D 


Figura P15.C1 


15.02 Dos barras giratorias se conectan mediante un bloque corredizo 
P en la forma que se indica. Si la barra BP gira con velocidad angular cons¬ 
tante de 6 rad/s en sentido contrario al de las manecillas del reloj, utilice soft¬ 
ware para determinar y graficar, para valores de d de 0 a 180°, la velocidad 
angular y la aceleracion angular de la barra AE. Determine el valor de 6 para 
el cual la aceleracion angular a AE de la barra AE es maxima y el valor co- 
rrespondiente de a AE . 


E 



30 in. 


Figura P15.C2 
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15. ( . En el sistema motriz que se muestra, 1 = 160 mm y b = 60 
mm. Si la manivela AB gira con una velocidad angular constante de 1 000 
rpm en el sentido de las manecillas del reloj, utilice software para determi- 
nar y graficar, para valores de 6 de 0 a 180° con incrementos de 10°, b) la 
velocidad y la aceleracion angulares de la barra BD, b ) la velocidad y la ace¬ 
leracion del piston P. 

15.C4 La barra AB se mueve sobre una pequena rueda en C mien- 
tras que el extremo A se desplaza hacia la derecha con una velocidad cons¬ 
tante de 180 mm/s. Use software para determinar y graficar, respecto a va¬ 
lores de 6 de 20° a 90° con incrementos de 5°, la velocidad del punto B y la 
aceleracion angular de la barra. Determine el valor de 6 para el cual la ace¬ 
leracion angular a de la barra es maxima y el valor correspondiente de a. 



Figura P15.C4 


1 5.C5 La barra BC de 24 in. de longitud se conecta mediante uniones 
de rotula al brazo giratorio AB y al collarfn C que se desliza sobre la barra 
fija DE. El brazo AB de 4 in. de longitud gira en el piano XY con una ve¬ 
locidad angular constante de 10 rad/s. Use software para determinar y graficar, 
para valores de 6 de 0 a 360°, la velocidad del collarfn C. Determine los dos 
valores de 0 para los cuales la velocidad del collarfn C es cero 
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15.C6 La barra AB de 25 in. de longitud se conecta mediante union 
de rotula a los collarines A y B, los cuales se deslizan a lo largo de las dos 
barras en la forma que se indica. El collarm B se mueve hacia el soporte E 
a una rapidez constante de 20 in./s. Si se denota con d la distancia desde el 
punto C hasta el collarm B, utilice software para determinar y graficar la ve- 
locidad del collarm A respecto a valores de d entre 0 y 15 in. 


y 









En la actualidad, el diseno mas comun para 
las turbinas de viento es similar al de las 
turbinas de tres aspas que se muestran 
en la fotografia de una granja de viento. 

En este capitulo aprendera a analizar 
el movimiento de un cuerpo rigido al 
considerar el movimiento de su centro de 
masa, el movimiento relativo a su centro 
de masa y las fuerzas externas que actuan 
sobre el. 

































16.1. INTRODUCCION 


CAPITULO 16 MOVIMIENTO 
PLANO DE CUERPOS RIGIDOS: 
FUERZAS Y ACELERACIONES 

Introduccion 

Ecuaciones de movimiento de un 
cuerpo rigido 

Cantidad de movimiento angular 
de un cuerpo rigido en 
movimiento piano 
Movimiento piano de un cuerpo 
rigido. Principio de d’Alembert 
Observacion acerca de los 
axiomas de la mecanica de 
cuerpos ri'gidos 
Solucion de problemas que 
implican el movimiento de un 
cuerpo rigido 

Sistemas de cuerpos ri'gidos 
Movimiento piano restringido o 
vinculado 


En este capftulo y en los capftulos 17 y 18 se estudiara la cinetica de cuer¬ 
pos rigidos, esto es, las relaciones existentes entre las fuerzas que actuan 
sobre un cuerpo rigido, la forma y la masa del cuerpo, y el movimiento 
que se produce. En los capftulos 12 y 13 se abordaron relaciones simila- 
res, suponiendo en ese caso que el cuerpo puede considerarse como una 
partfcula, esto es, que su masa podrfa concentrarse en un punto y que to- 
das las fuerzas actuan en el. La forma del cuerpo, asf como la ubicacion 
exacta de los puntos de aplicacion de las fuerzas, no seran tornados en 
cuenta. Se estudiara no solo el movimiento del cuerpo como un todo, si- 
no tambien el movimiento del cuerpo en tomo a su centra de masa. 

El planteamiento sera eonsiderar a los cuerpos rigidos conformados 
por un gran numero de partfculas y utilizar los resultados que se obtu- 
vieron en el capftulo 14 para el movimiento de sistemas de partfculas. 
De rnanera especffica, se emplearan dos ecuaciones del capftulo 14: la 
ecuacion (14.16), 2F = ma, la cual relaciona la resultante de las fuerzas 
extemas y la aceleracion del centra de masa G del sistema de partfcu¬ 
las, y la ecuacion (14.23), = H G , que relaciona el momenta resul¬ 

tante de las fuerzas extemas y la cantidad de movimiento angular del sis¬ 
tema de partfculas alrededor de G. 

Excepto por la section 16.2, la cual se aplica al caso mas general del 
movimiento de un cuerpo rigido, los resultados que se obtendran en es¬ 
te capftulo se limitaran en dos formas: 1) se restringiran al movimiento 
piano de cuerpos rigidos, esto es, al movimiento en el que cada partfcu¬ 
la del cuerpo permanece a una distancia constante de un piano de refe¬ 
renda fijo. 2) Los cuerpos rigidos considerados constaran unieamente de 
placas planas y de cueipos que son simetricos con respecto al piano 
de referential El estudio del movimiento piano de cuerpos tridimen- 
sionales no simetricos y, mas en lo general, el movimiento de cuerpos ri¬ 
gidos en el espacio tridimensional se pospondran para el capftulo 18. 

En la section 16.3 se definira la cantidad del movimiento angular de 
un cuerpo rigido en movimiento piano y se mostrara que la razon de cam- 
bio de la cantidad de movimiento angular H c alrededor del centra de 
masa es igual al produeto la del momenta de inertia de masa centroidal 
I y la aceleracion angular a del cueipo. El principio de d’Alembert, que 
se presentara en la section 16.4, se usa para demostrar que las fuerzas 
extemas que actuan sobre un cueipo rigido son equivalentes a un vector 
ma fijo en el centra de masa y a un par de momenta la. 

En la section 16.5 se obtendra el principio de transmisibilidad utilizan- 
do solo la ley del paralelogramo y las leyes de movimiento de Newton, lo 
cual permite quitar este principio de la lista de axiomas (section 1.2) 
requeridos para el estudio de la estatica y dinamiea de cueipos rigidos. 

En la section 16.6 se presentan las ecuaciones de diagramas de 
cuerpo libre que se utilizaran en la solucion de todos los problemas 
que implican el movimiento piano de cuerpos rigidos. 

Luego de eonsiderar el movimiento piano de cueipos rigidos conec- 
tados en la section 16.7, el lector estara preparado para resolver una di- 
versidad de problemas que implican la traslacion, la rotation centroidal y 
el movimiento sin restricciones de cuerpos rigidos. En la section 16.8 
y en la parte restante del capftulo se tratara la solucion de problemas que 
implican rotation no centroidal, movimiento de rodamiento y otros mo- 
vimientos pianos parcialmente restringidos de cuerpos rigidos. 

f O, mas generalmente, cuerpos que tienen un eje de inereia centroidal principal per¬ 
pendicular al piano de referenda. 
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16.2. ECUACIONES DE MOVIMIENTO DE UN CUERPO RIGIDO 

Considere un cuerpo rfgido sobre el que actuan varias fuerzas extemas 
F 1; F 2 , F 3 , . . . (figura 16.1). Se puede suponer que el cuerpo esta inte- 
grado de un gran numero n de partfculas de masa Am, (i = 1, 2,... , n) 
y aplicar los resultados obtenidos en el capftulo 14 para un sistema de 
partfculas (figura 16.2). Considerando primero el movimiento del centra 
de masa G del cuerpo con respecto al sistema de referenda newtoniano 
Oxijz, se retoma la ecuacion (14.6) y se escribe 

2F = ma (16.1) 

donde m es la masa del cuerpo y a es la aceleracion del centra de masa 
G. Volviendo ahora al movimiento del cuerpo relativo al sistema de re¬ 
ferenda centroidal Gx'y'z' se retoma la ecuacion (14.23) y se escribe 

2M G = H g (16.2) 


16.2. Ecuaciones de movimiento 1031 
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donde II c , representa la razon de cambio de H G , la cantidad de movi¬ 
miento angular alrededor de G del sistema de partfculas que forma el 
cuerpo rigido. En lo subsecuente, H G hara referencia simplemente a la 
cantidad de movimiento angular del cuerpo rigido en tomo a su centro 
de masa G. Junto con las ecuaciones (16.1) y (16.2) expresa que el sis¬ 
tema cle fuerzas extemas es equipolente al sistema consistente en el vec¬ 
tor m&fijo en G y al par de momento H G (figura 16.3). + 



Figura 16.3 


Las ecuaciones (16.1) y (16.2) se aplican al caso mas general del mo¬ 
vimiento de un cueipo rigido. Sin embargo, en el resto de este capftulo 
el analisis se limitara al movimiento piano de cuerpos rfgidos, esto es, a 
un movimiento en el que cada partfcula permanece a una distancia cons- 
tante de un piano de referencia fijo, y se supondra que los cuerpos rfgi¬ 
dos estaran compuestos solo por las placas planas y los cuerpos que son 
simetricos con respecto al piano de referencia. Un estudio adieional del 
movimiento piano de cuerpos tridimensionales no simetricos y del mo¬ 
vimiento de cuerpos rfgidos en el espacio tridimensional se pospondra 
hasta el capftulo 18. 


'Puesto que los sistemas implicados actuan sobre un cuerpo rigido se podrfa concluir en 
este punto, en las referencias a la section 3.19, que los dos sistemas son equivalentes, ast 
como equipolentes y usan signo de igual rojo en lugar de azul (vease figura 16.3). Sin em¬ 
bargo, posponiendo esta conclusion, se puede llegar a ella de manera independiente (sec- 
ciones 16.4 y 18.5), eliminando de esa manera la necesidad de incluir el principio de trans- 
misibilidad entre los axiomas de la mecanica (seccion 16.5). 




Fotografia 16.1 El sistema de fuerzas 
extemas que actuan sobre el hombre y el 
esqui incluye los pesos, la tension y la cuerda 
de remolque, y las fuerzas ejercidas por el 
agua y el aire. 
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Figura 16.4 


16.3. CANTIDAD DE MOVIMIENTO ANGULAR DE UN CUERPO 
RIGIDO EN MOVIMIENTO PLANO 

Considere una placa rfgida en movimiento piano. Suponiendo que la 
placa esta integrada por un gran numero n de particulas P, de masa 
A m t y retomando la ecuacion (14.24) de la seccion 14.5, se advierte que 
la eantidad de movimiento angular H G de la placa alrededor de su cen¬ 
tra de masa G puede calcularse considerando los momentos alrededor 
de G de las cantidades de movimiento de las particulas de la placa en 
su movimiento con respecto al sistema de referencia Oxy o Gx'y' (fi¬ 
gura 16.4). Si se elige este ultimo, se escribe 

H g = 2 (r' X v { Am ; ) (16.3) 

i = 1 

donde r( y v' Am,- denotan, respectivamente, el vector de posicion y la 
eantidad de movimiento lineal de la particula P, relativa al sistema de 
referencia centroidal Gx'y'. Sin embargo, en vista de que la particula 
pertenece a la placa, se tiene que vj = w X r', donde to es la veloci- 
dad angular de la placa en el instante eonsiderado. Se escribe 


h g = 2 


[rj X (to X rJ) Am,-] 


Con referencia a la figura 16.4, se verifica con facilidad que la expre- 
sion que se obtuvo representa un vector de la misma direccion cjue oj 
(esto es, perpendicular a la placa) y de magnitud igual a w2r] 2 Am,-. 
Recordando que la suma 2r' 2 Am; representa el momenta de inercia 
I de la placa alrededor del eje centroidal perpendicular a la misma, se 
concluye que la eantidad de movimiento angular H G de la placa en tor- 
no a su centra de masa es 



(16.4) 


Al diferenciar ambos miembros de la ecuacion (16.4) se obtiene 


H g = Id> = la 


(16.5) 



En consecuencia, la razon de cambio de la eantidad de movimiento an¬ 
gular de la placa se representa mediante un vector de la misma direc¬ 
cion que a (esto es, perpendicular a la placa) y de magnitud la. 

Hay que tener presente que los resultados que se obtuvieron en 
esta seccion se han derivado para una placa rfgida en movimiento pia¬ 
no. Como se vera en el capitulo 18, siguen siendo validos en el caso de 
movimiento piano de cuerpos rigidos que son simetricos con respecto 
al piano de referencia. f Sin embargo, no se aplican en el caso de cuer¬ 
pos no simetricos o en el caso de movimiento tridimensional. 


Fotografi'a 16.2 El disco duro y los brazos de t 

sujecion de una unidad de disco de computadora °; miSs generalmente, cuerpos que tienen un eje de inercia centroidal principal per- 

realizan rotacion centroidal. pendicular al piano de referencia. 
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Considere una placa rigida de masa m que se mueve bajo la action de 
varias fuerzas externas F,, F 2 , F 3 , . . . , contenidas en el piano de la pla¬ 
ca (figura 16.5). Al sustituir H G de la ecuacion (16.5) en la ecuacion (16.2) 
y escribir las ecuaciones de movimiento fundamentales (16.1) y (16.2) en 
forma escalar, se tiene 


2F X = ma x 2F, y = ma y 2M G = la (16.6) 

Las ecuaciones (16.6) muestran que la aceleracion del centra de 
masa G de la placa y su aceleracion angular a se obtienen facilmente 
una vez que se ha determinado la resultante de las fuerzas externas que 
actuan sobre la placa y su momenta resultante alrededor de G. Al dar 
condieiones iniciales apropiadas, es posible obtener por integration en 
cualquier instante t las coordenadas x y y del centra de masa y la coor- 
denada angular 0. De tal modo, el movimiento de la placa esta comple- 
tamente definiclo por la resultante y el momento resultante alrededor de 
G de las fuerzas externas que actuan sobre ella. 

Esta propiedad, que se ampliara en el capitulo 18 al caso de movi¬ 
miento tridimensional de un cuerpo rigido, es caractenstica del mo¬ 
vimiento de un cuerpo rigido. De hecho, como se vio en el capitulo 14, 
el movimiento de un sistema de particulas que no estan rfgidamente 
conectadas dependera en general de las fuerzas externas espetificas que 
actuan sobre diferentes particulas, asi como de las fuerzas intemas. 

Puesto que el movimiento de un cuerpo rigido depende solo de la 
resultante y del momento resultante de las fuerzas externas que actuan 
sobre el, se concluye que dos sistemas de fuerzas que son equipolen- 
tes, esto es, que tienen la misma resultante y el mismo momento re¬ 
sultante, tambien son equivalentes; esto es, tienen exactamente el mis¬ 
mo efecto sobre un cuerpo rigido dado. f 

Considere en particular el sistema de las fuerzas externas que ac¬ 
tuan sobre un cuerpo rigido (figura 16.6a) y el sistema de fuerzas efec- 
tivas asociadas con las particulas que forman dieho cuerpo (figura 16.6b). 
En la section 14.2 se mostro que dos sistemas definidos de tal modo 
son equipolentes. Sin embargo, puesto que las particulas consideradas 
ahora constituyen un cuerpo rigido, se concluye de la discusion ante¬ 
rior que los dos sistemas son tambien equivalentes. En consecuencia, 
es posible establecer que las fuerzas externas que actuan sobre un cuer¬ 
po rigido son equivalentes a las fuerzas efectivas de las diferentes par¬ 
ticulas que lo constituyen. Este enunciado se conoce como principio de 
d’Alembert, en honor al matematico Jean le Rond d’Alembert (1717- 
1783), aunque el enunciado original de d’Alembert se escribio de ma¬ 
ne ra un poco diferente. 

El hecho de que el sistema de fuerzas externas sea equivalente al 
sistema de las fuerzas efectivas se ha subrayado mediante el uso de sig- 
nos de igualdad rojos en las figuras 16.6 y 16.7, donde al usar los re- 
sultados que se obtuvieron antes en esta section, se sustituyeron las 
fuerzas efectivas por un vector ma fijo en el centra de masa G de la 
placa y por un par de momento la. 

f Este resultado ya se habia obtenido en la section 3.19 del principio de transmisibilidad 
(section 3.3). Sin embargo, la deduction presente es independiente de ese principio y per- 
mitira eliminarlo de los axiomas de la mecanica (section 16.5). 



Figura 16.5 



Figura 16.6 
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Figura 16.7 ( repetida ) 




Figura 16.8 Traslacion. 



Figura 16.9 Rotacion centroidal. 


Traslacion En el caso de un cuerpo en traslacion, la acelera- 
cion angular del mismo es identicamente igual a cero y sus fuerzas efec- 
tivas se reducen al vector ma fijo en G (figura 16.8). De tal modo, la 
resultante de las fuerzas externas que actuan sobre un cuerpo rigido 
en traslacion pasa por el centra de masa del cuerpo y es igual a ma. 

Rotacion centroidal. Cuando una placa o, mas generalmente, 
un cuerpo simetrico con respecto al piano de referenda, gira alrede- 
dor de un eje fijo perpendicular al piano de referenda y pasa por su 
centra de masa G, se afirma que el cueipo esta en rotacion centroidal. 
Puesto que la aceleracion a es identicamente igual a cero, las fuerzas 
efectivas del cuerpo se reducen al par la (figura 16.9). De tal mane- 
ra, las fuerzas externas que actuan sobre un cueipo en una rotacion 
centroidal son equivalentes a un par de momenta la. 

Movimiento piano general. Al comparar la figura 16.7 con las 
figuras 16.8 y 16.9, se observa que desde el punto de vista de la cinetica, 
el movimiento piano mas general de un cuerpo rigido simetrico con res¬ 
pecto al piano de referenda puede reemplazarse por la suma de una tras¬ 
lacion y una rotacion centroidales. Hay que advertir que este enunciado 
es mas restrictive que el enunciado similar que se hizo antes desde el 
punto de vista de la cinemdtica (section 15.5), ya que se requiere ahora 
que el centra de masa del cueipo se elija como el punto de referenda. 

En las ecuaciones (16.6) se observa que las primeras dos ecuaciones 
son identicas a las ecuaciones de movimiento de una particula de masa 
m sujeta a las fuerzas dadas F h F 2 , F 3 ,... De ese modo se verifica que 
el centro de masa G de un cuerpo rigido en movimiento piano se rnueve 
como si la masa total del cuerpo estuviera concentrada en ese punto, y co¬ 
mo si todas las fuerzas externas actuaran sobre el. Recuerdese que este 
resultado ya se habia obtenido en la section 14.4 en el caso general de 
un sistema de particulas, donde estas no necesariamente estaban conec- 
tadas en forma rfgida. Se serialo tambien, como se hizo en la section 14.4, 
que el sistema de las fuerzas externas no se reduce, en general, a un so¬ 
lo vector ma fijo en G. Por lo tanto, en el caso general del movimiento 
piano de un cuerpo rigido, la resultante de las fuerzas externas que ac¬ 
tuan sobre el cuerpo no pasa por el centro de masa de este mismo. 

Por ultimo, debe obseivarse que la ultima de las ecuaciones (16.6) 
seguirfa siendo valida si el cuerpo rigido, aunque sujeto a las mismas fuer¬ 
zas aplicadas, se hubiera restringido al girar alrededor de un eje fijo que 
pasara por G. De tal manera, un cuerpo rigido en movimiento piano gi¬ 
ro alrededor de su centro de masa como si este punto estu viera fijo. 

*16.5. OBSERVACION ACERCA DE LOS AXIOMAS 
DE LA MECANICA DE CUERPOS RIGIDOS 

El hecho de que dos sistemas equipolentes de fuerzas externas que ac¬ 
tuan sobre un cuerpo rigido son tambien equivalentes, esto es, tienen 
el mismo efecto sobre ese cueipo rigido, ya se habia establecido en la 
section 3.19. Sin embargo, en ese caso se dedujo del principio de trans- 
misibilidad, uno de los axiomas que se usan en nuestro estudio de la 
estatica de cuerpos rigidos. Hay que observar que este axioma no se 
ha utilizado en el capitulo presente debido a que la segunda y tercera 
leyes de Newton hacen su uso innecesario en el estudio de la dinami- 
ca de cuerpos rigidos. 

De hecho, el principio de transmisibilidad ahora se puede deducir 
de los otros axiomas empleados en el estudio de la mecanica. Este prin¬ 
cipio establecia, sin demostracion (section 3.3), que las condiciones de 







equilibrio o movimiento de un cuerpo rfgido permanecen inalteradas si 
una fuerza F que actua en un punto dado del cuerpo rfgido se sustituye 
por una fuerza F' de la misma magnitud y la misma direction, pero ac- 
tuando en un punto diferente, siempre y cuando las dos fuerzas tengan 
la misma ltnea de action. Sin embargo, ya que FyF' tienen el mismo 
momenta alrededor de cualquier punto dado, es claro que forman dos 
sistemas equipolentes de fuerzas extemas. De tal modo, aliora se puede 
demostrar, como resultado de lo que se establecio en la seccion anterior, 
que FyF' tienen el mismo efeeto sobre el cuerpo rfgido (figura 3.3). 

En consecuencia, el principio de transmisibilidad puede eliminarse 
de la lista de axiomas que se requieren para el estudio de la mecanica de 
cuerpos rigidos. Estos axiomas se reducen a la ley del paralelogramo pa¬ 
ra la suma de vectores y a las leyes de movimiento de Newton. 

16.6. SOLUCION DE PROBLEMAS QUE IMPLICAN 
EL MOVIMIENTO DE UN CUERPO RIGIDO 

Se vio en la seccion 16.4 que cuando un cuerpo rfgido esta en movi¬ 
miento piano, existe una relation fundamental entre las fuerzas F x , F 2 , 
F 3 ,. . . , que actuaii sobre el cuerpo, la aceleracion a de su centra de 
masa y la aceleracion angular a del cuerpo. Esta relation, que se re- 
presenta en la figura 16.7 en la forma de una ecuacion de diagrama del 
cuerpo libre, se emplea para determinar la aceleracion a y la acelera¬ 
cion angular a producida por el sistema de fuerzas dado que actua so¬ 
bre un cuerpo rfgido o, de manera inversa, para determinar las fuer¬ 
zas que producen un movimiento determinado del cuerpo rfgido. 

Las tres ecuaciones algebraicas (16.6) se utilizan para resolver proble- 
mas de movimiento piano. Sin embargo, la experiencia en estatica sugie- 
re que la solution de muchos problemas en los que intervienen cuerpos 
rigidos podrfa simpMcarse mediante una election apropiada del punto al¬ 
rededor del cual se calculan los momentos de las fuerzas. En consecuen¬ 
cia, resulta preferible recordar la relacion existente entre las fuerzas y las 
aceleraciones en la forma grafica que se presenta en la figura 16.7 y de- 
ducir de esta relacion fundamental las ecuaciones de componentes o mo¬ 
mentos que mejor se adapten a la solution del problema considerado. 

La relacion fundamental que se muestra en la figura 16.7 se pre¬ 
senta en forma alternativa si se agrega a las fuerzas extemas un vector 
de_inertia — ma de sentido opuesto al dtya, fijo en G, y un par inercial 
—la de momenta igual en magnitud a la y de sentido opuesto al de 
a (figura 16.10). El sistema que se obtiene es equivalente a cero, y se 
dice que el cuerpo rfgido esta en equilibrio dindmico. 

Si el principio de equivalencia de fuerzas externas y efectivas se 
aplica de manera directa, como en la figura 16.7, o si se introduce el 
concepto de equilibrio dinamico, como en la figura 16.10, el uso de las 
ecuaciones de diagrama de cuerpo libre que muestran la relacion vec¬ 
torial que existe entre las fuerzas aplicadas sobre el cuerpo rfgido y las 
resultantes aceleraciones lineal y angular ofrecen ventajas considera¬ 
bles respecto a la aplicacion a ciegas de las formulas (16.6). Las venta¬ 
jas pueden resumirse de la manera siguiente: 

1. El uso de una representation grafica ofrece una comprension 
mucho mas clara del efeeto de las fuerzas sobre el movimien¬ 
to del cuerpo. 

^ecuerdese que la ultima de las ecuaciones (16.6) solo es valida en el caso de movi- 
miento piano de un cuerpo ngido simetrico con respecto al piano de referenda. En todos 
los demas casos, deben usarse los metodos del capitulo 18. 


16.6. Solucion de problemas que implican 1035 
el movimiento de un cuerpo rigido 



Figura 16.3 ( repetida ) 
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Figura 16.10 
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Figura 16.7 ( repetida) 



—m a 

Figura 16.10 (repetida) 


= 0 


2. Este planteamiento posibilita dividir la solution de un problema 
dinamico en dos partes: en la primera, el analisis de las caracte- 
risticas cinematicas y cineticas del problema conduce a los dia- 
gramas de cuerpo libre de la figura 16.7 o 16.10; en la segunda, 
el diagrama obtenido se usa para analizar las diferentes fuerzas 
y vectores implieados mediante los metodos del capitulo 3. 

3. Para el analisis del movimiento piano de un cueipo rfgido se 
proporciona un planteamiento unificado, independientemen- 
te del tipo particular de movimiento implicado. Si bien la ci- 
nematica de los diversos movimientos considerados varia de 
un caso a otro, el planteamiento de la cinetica del movimien¬ 
to es consistentemente el mismo. En cada caso se dibujara un 
diagrama que demuestre las fuerzas externas, los vectores ma 
asociados con el movimiento de G y el par Iol asociado con la 
rotation del cuerpo alrededor de G. 

4. La resolution del movimiento piano de un cuerpo rfgido en 
una traslacion y una rotation centroidal, utilizado aqui, es un 
concepto basico que es posible aplicar de manera efectiva en 
todo el estudio de la mecanica. Se volvera a utilizar en el ca¬ 
pitulo 17 con el metodo del trabajo y la energia y el metodo 
del impulso y la cantidad de movimiento. 

5. Como se vera en el capitulo 18, es posible ampliar este plan¬ 
teamiento al estudio del movimiento general en tres dimen- 
siones de un cueipo rfgido. El movimiento del cuerpo se vol¬ 
vera a descomponer en una traslacion y en una rotation 
alrededor del centra de rnasa, y se utilizaran las ecuaciones de 
diagrama de cuerpo libre para indicar la relation que existe 
entre las fuerzas externas y las razones de cambio de las can- 
tidades de movimiento lineal y angular del cueipo. 


16.7. SISTEMAS DE CUERPOS RIGIDOS 



Fotografi'a 16.3 El montacargas y la carga en 
movimiento pueden analizarse como un sistema 
de dos cuerpos rigidos conectados en 
movimiento piano. 


El metodo que se describe en la section anterior tambien puede emplear- 
se en problemas que implican el movimiento piano de varios cuerpos rf- 
gidos conectados. Para cada parte del sistema, es posible dibujar un dia¬ 
grama similar al de la figura 16.7 o 16.10. Las ecuaciones de movimiento 
que se obtienen de estos diagramas se resuelven de manera simulttiiea. 

En algunos casos, como en el problema resuelto 16.3, basta con 
dibujar un solo diagrama para todo el sistema. Este diagrama incluira 
todas las fuerzas externas, asi como los vectores ma y los pares la aso¬ 
ciados con las diversas partes del sistema. Sin embargo, fuerzas exter¬ 
nas como las ejercidas por cables de conexion, pueden omitirse, ya que 
ocurren en pares de fuerzas iguales y opuestas y, por ello, son equipo- 
lentes a cero. Las ecuaciones obtenidas al expresar que el sistema de 
las fuerzas externas es equipolente al sistema de las fuerzas efectivas 
se resuelve para las incognitas restantes.* 

No es posible utilizar este segundo planteamiento en problemas 
que implican mas de tres incognitas, ya que solo se dispone de tres 
ecuaciones de movimiento cuando se usa un solo diagrama. No es ne- 
cesario comentar mas acerca de este punto, ya que el analisis corres- 
pondiente serfa completamente similar al que se da en la section 6.11 
en el caso del equilibrio de un sistema de cuerpos rigidos. 


f Observe que no es posible hablar de sistemas equivalentes, ya que no se esta tratando 
con un solo cuerpo rfgido. 











>v 


PROBLEMA RESUELTO 16.1 
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Cuando la velocidad hacia adelante de la camioneta que se muestra era de 
30 ft/s, se aplicaron repentinamente los frenos, lo que provoco que las cua- 
tro ruedas dejaran de girar. Se pudo observar que la camioneta patino 20 ft 
antes de detenerse. Determine la magnitud de la reaction normal y de la 
fuerza de friction en cada rueda cuando la camioneta patino. 



SOLUCION 

Cinematica de movimiento. Eligiendo el sentido positivo hacia la 
derecha y utilizando las ecuaciones de movimiento uniformemente acelera- 
do, se escribe 

v 0 = +30 ft/s v 2 = vl + 2 ax 0 = (30) 2 + 2a(20) 
a = -22.5 ft/s 2 5 = 22.5 ft/s 2 ^ 



Ecuaciones de movimiento. Las fuerzas externas consisten en el pe¬ 
so W de la camioneta y en las reacciones normales y fuerzas de friction en 
las ruedas. (Los vectores N A y F A representan la suma de las reacciones 
en las ruedas posteriores, en tanto que N B y F B la suma de las reacciones en 
las ruedas frontales.) Puesto que la camioneta esta en traslacion, las fuerzas 
efectivas se reducen al vector ma fijo en G. Al expresar que el sistema de 
fuerzas externas es equivalente al sistema de las fuerzas efectivas se obtie- 
nen tres ecuaciones de movimiento. 

+tSFj, = 2(F y ) e * N A + N b - W = 0 

Puesto que F A = /XkN A y F B = /j,*tV B , donde /r; c es el coeficiente de fric¬ 
tion cinetica, se encuentra que 

Fa + F b = MNa + Nb) = JU-A-W 

±ZF X = 2(F x ) rf : ~(Fa + F B ) = ~ma 

= 0.699 

+*) 2M a = 2(M A ) e fi -W(5 ft) + N b (12 ft) = ma(4 ft) 

-W(5 ft) + N b (12 ft) = 32 (22.5 ft/s 2 )(4 ft) 

N b = 0.650W 

F b = F-kN B = (0.699)(0.650W) F B = 0.454W 


+tSF ly = 2(F y ) ef : N A + N B — W = 0 

N a + 0.650W - W = 0 
IV A = 0.350W 

Fa = Ma^a = (0.699)(0.350W) F A = 0.245W 


Reacciones en cada rueda. Play que recordar que los valores calcu- 
lados representan la suma de las reacciones de las dos ruedas frontales o las 
dos ruedas traseras, por lo que se obtiene la magnitud de las reacciones en 
cada rueda al escribir 


iVfrontai = jN b = 0.325W H trasera = F Na = 0.175W ◄ 
Ffrontai = jF b = 0.227 W F trasera = \F a = 0.122W ◄ 
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PROBLEMA RESUELTO 16.2 

La placa delgada ABCD de 8 kg de masa se mantiene en la position indicada 
mediante el alambre BH y dos eslabones AE y DF. Ignorando la masa de los 
eslabones determine a) la aceleracion de la placa, b) la fuerza de cada esla- 
bon inmediatamente despues de que se corta el alambre BH. 
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SOLUCION 

Cinematica de movimiento. Despues de que se ha cortado el alam¬ 
bre BH se observa que las esquinas Ay D se mueven a lo largo de circulos 
paralelos de 150 mm de radio centrados, respectivamente, en E y F, por lo 
que el movimiento de la placa es una traslacion curvilmea. Las particulas que 
la forman se mueven a lo largo de circulos paralelos de 150 mm de radio. 

En el instante que se corta el alambre BH, la velocidad de la placa es 
cero. Asi, la aceleracion a del centra de masa G de la placa es tangente a la 
trayectoria circular que se describira mediante G. 

Ecuacion de movimiento. Las fuerzas externas consisten en el peso 
W y las fuerzas F af y F df ejercidas por los eslabones. Puesto que la placa 
esta en traslacion, las fuerzas efectivas se reducen al vector m a fijo en G y 
dirigido a lo largo del eje t. Se dibuja una ecuacion de diagrama de cuerpo 
libre para mostrar que el sistema de las fuerzas externas es equivalente al sis- 
tema de las fuerzas efectivas. 

a) Aceleracion de la placa. 

+^F t = 2(F ( ) ef : 

W cos 30° = ma 
mg cos 30° = md 

a = g cos 30° = (9.81 m/s 2 ) cos 30° (1) 

5 = 8.50 m/s 2 F 60° ◄ 

b) Fuerzas en los eslabones AE y DF. 

+\2F„ = 2(Fj ef : F ae + F df ~W sen 30° = 0 (2) 

+J2M g = 2(M G ) ef : 

( Fae sen 30°)(250 mm) — ( F AE cos 30°)(100 mm) 

+ (F df sen 30°)(250 mm) + ( F df cos 30°)(100 mm) = 0 
38.4F AE + 211.6F df = 0 
F df = —0.1815Fae (3) 


Al sustituir F df de (3) en (2) se escribe 


F ae - 0.1815F ae - W sen 30° = 0 
F ae = 0.6109W 

Fdf = —0.1815(0.6109 W) = -0.1109W 

Al notar que W = mg = (8 kg)(9.81 m/s 2 ) = 78.48 N, se tiene 

F ae = 0.6109(78.48 N) F AE = 47.9 NT < 

F df = -0.1109(78.48 N) F df = 8.70 N C ◄ 
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PROBLEMA RESUELTO 16.3 


10 in. 



Una polea de 12 lb y de 8 in. de radio de giro se conecta a dos bloques en 
la forma indicada. Suponiendo que no hay friction en el eje, determine la 
aceleracion angular de la polea y la aceleracion de cada bloque. 


SOLUCION 



Sentido del movimiento. Aunque puede suponerse un sentido arbi- 
trario del movimiento (ya que no intervienen fuerzas de friction) y despues 
verificarse mediante el signo de la respuesta, es preferible determinar pri- 
mero el sentido de rotation real de la polea. Se determina primero el peso 
del bloque B que se requiere para mantener el equilibrio de la polea cuan- 
do este actua sob re el bloque A de 5 lb. Se escribe 

+"j2M G = 0: W B (6 in.) - (5 lb)(10 in.) = 0 W B = 8.33 lb 

Puesto que el bloque B realmente pesa 10 lb, la polea girara en el sentido 
contrario al de las maneciUas del reloj. 

Cinematica del movimiento. Suponiendo a en el sentido contrario 
al de las manecillas del reloj y advirtiendo que a A = r A a y a B = r B a, se ob- 
tiene 

a a = (if ft)a t a B = ft)a j 



Ecuaciones de movimiento. Se considera un sistema simple com- 
puesto de la polea y los dos bloques. Las fuerzas extemas a este sistema con- 
sisten en los pesos de las poleas y de los dos bloques y en la reaction en G. 
(Las fuerzas que ejercen los cables sobre las poleas y sobre los bloques son 
internas al sistema considerado y se cancelan.) Puesto que el movimiento de 
la polea es una rotation centroidal y el movimiento de cada bloque es una 
traslacion, las fuerzas efectivas se reducen al par la y los dos vectores m a A 
y m a B . El momenta centroidal de inertia de la polea es 

I = mP = — P = , (yjr ft) 2 = 0.1656 lb • ft ■ s 2 

g 32.2 ft/s 2 12 

Puesto que el sistema de fuerzas externas es equipolente al sistema de fuer¬ 
zas efectivas se escribe 


+ ^M G = 2(M G )ef: 

(10 lb)(^ ft) - (5 lb)(j§ ft) = +Ia + m B a B (j 2 ft) + m A a A {\| ft) 


(10)(4) - (5)(f) = 0.1656a + 


5 ,10 wlOx 
32.2 ( 12^(( 121 


a = +2.374 rad/s 2 
a A = r A a = (q| ft)(2.374 rad/s 2 ) 
a B = r B a = (w ft)(2.374 rad/s 2 ) 


a = 2.37 rad/s 2 "j 
a A = 1.978 ft/s 2 t 
a B = 1.187 ft/s 2 | 


◄ 

◄ 

◄ 


1039 

























PROBLEMA RESUELTO 16.4 



Se enrolla una cuerda alrededor de un disco homogeneo de radio r = 0.5 m 
y masa m = 15 kg. Si la cuerda se jala hacia arriba con una fuerza T de 180 
N de magnitud, determine a) la aceleracion del centra del disco, b) la ace¬ 
leracion angular del disco, c) la aceleracion de la cuerda. 


SOLUCION 



Ecuaciones de movimiento. Se supone que las componentes a, y a (/ 
de la aceleracion del centra estan dirigidas, respectivamente, hacia la derecha 
y hacia arriba, y que la aceleracion angular del disco es en el sentido contra- 
rio al de las manecillas del reloj. Las fuerzas extemas que actuan sobre el dis¬ 
co consisten en el peso W y la fuerza T que ejerce la cuerda. Este sistema es 
equivalente al sistema de las fuerzas efectivas, las cuales consisten en un vec¬ 
tor de componentes ma* y ma„ f'ijo en G y un par la. Se escribe 


= 2(F,) ef ; 

+T2F, = 2(Fy)ef: 


0 = rna 
T — W = ma 


y 

T-W 


5 * = 0 ◄ 





Puesto que T = 180 N, m = 15 kg y W = (15 kg)(9.81 m/s 2 ) = 147.1 N, se 
tiene 

180 N-147.1 N _ , „ _ , 9 . 

a„ =- tz - ; -= +2.19 m/s 2 

■’ 15 kg 

+"j2M G = 2(M G ) ef : -Tr = Ia 

— Tr= (\mr 2 )a 
2 T 2(180 N) 


mr (15 kg) (0.5 m) 


= -48.0 rad/s 2 


a = 48.0 rad/s 2 J ◄ 


Aceleracion de la cuerda. Puesto que la aceleracion de la cuerda es 
igual a la componente tangencial de la aceleracion del punto A sobre el dis¬ 
co se escribe 

a cuerda = ( a A)f = a + ( a A/c)f 

= [2.19 m/s 2 Tl + [(0.5 m)(48 rad/s 2 )t] 

a cuerda = 26.2 m/s 2 | ^ 


1040 












PROBLEMA RESUELTO 16.5 



Una esfera uniforme de masa m y radio r se lanza a lo largo de una superficie 
horizontal rugosa con una velocidad lineal v 0 y sin velocidad angular. A1 deno¬ 
tar por /x k el coeficiente de friccion cinetica entre la esfera y el piso, determi¬ 
ne a) el tiempo ty en el cual la esfera empezara a rodar sin deslizar, b) la velo¬ 
cidad lineal y la velocidad angular de la esfera en el tiempo ty. 


SOLUCION 




Ecuaciones de movimiento. El sentido positivo se elige hacia la de- 
recha para a y el sentido de las manecillas del reloj para a. Las fuerzas ex- 
temas que actuan sobre la esfera consisten en el peso W, la reaction normal 
N y la fuerza de friccion F. Puesto que el punto de la esfera en contacto con 
la superficie se esta deslizando hacia la derecha, la fuerza de friccion F apun- 
ta hacia la izquierda. Mientras la esfera se desliza, la magnitud de la fuerza 
de friccion es F — /Ji k N. Las fuerzas efectivas consisten en el vector ma fijo 
en G y el par la. Expresando que el sistema de fuerzas externas es equiva- 
lente al sistema de fuerzas efectivas se escribe 

+T ZFj, = 2(F y )e f : N-W = 0 

N = W — mg F = /ji k N = ti k m. g 

= 2(F I ) ef : -F = ma ~^ k mg = via a = -/x k g 

+J2M g = 2(M G ) ef : Fr = la 

Al notar que I = \mr 2 y sustituir el valor obtenido para F, se expresa 


/ \ 2 2 5 FA-g 

(F'A-wg)r = 5 mr “ a = 2 



Cinematica de movimiento. Confonne la esfera gira y se desliza, sus 
movimientos lineal y angular son uniformemente acelerados. 


t = 0, v = Vo 
t = 0, co 0 = 0 


v = o 0 + at = v 0 - n k gt 

, . _ n , /sF*gV 

co = (o 0 + at = 0 + I j - 1 1 


( 1 ) 

( 2 ) 


La esfera empezara rodando sin deslizarse cuando la velocidad v G del pun¬ 
to de contacto C sea cero. En el tiempo, t = ty, el punto C se vuelve el cen¬ 
tra instantaneo de rotation, y se tiene 

«i = rGJ i (3) 


Al sustituir en (3) los valores obtenidos para Uj y coy al hacer t = ty en (1) y 
(2), respectivamente, se escribe 


5 F-Ag 

v 0 ~ F*g*i = r\ 


Al sustituir ty en (2) se encuentra 
= 5 ^Ag f _ 5 F-A-g (2 Vo \ 


(Oy - 2 r ly 


r \ F-Ag / 


(Oy 


5 V 0 


_ % v O 
ty — Y 

F-Ag 


s*o , M 

My=J -J ◄ 


_ 5 Vo) 

Vy - rcoy-r I 7—1 


Vl — 7«0 
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RESOL UCION DE PROB LEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


En este capitulo se estudia el movimiento piano de cuerpos rigidos, y en esta prime- 
ra leccion se consideran cuerpos rigidos que tienen la libertad de moverse bajo la ac¬ 
tion de fuerzas aplicadas. 


1. Fuerzas efectivas. Hay que recordar primero que un cuei'po rfgido consiste en 
un gran numero de partfculas. Se encontro que las fuerzas efectivas de las particulas 
que forman el cuerpo son equivalentes a un vector ma fijo en el centra de masa G 
del cuerpo y a un par de momento la [figura 16.7]. Al percatarnos de que las fuer¬ 
zas aplicadas son equivalentes a las fuerzas efectivas, se escribe 

2F r = ma x H,F y = md y 2M G = la (16.5) 

donde a x y d y son las componentes % y y de la aceleracion del centra de masa G del 
cuerpo y a es la aceleracion angular de este mismo. Es importante advertir que cuan- 
do se usan estas ecuaciones, los momentos cle las fuerzas aplicadas deben calcularse 
con respecto al centro de masa del cuerpo. Sin embargo, usted aprendera un meto- 
do mas eficiente de solucion basado en el uso de la ecuacion de diagramas de cuer¬ 
po libre. 


2. Ecuacion de diagramas de cuerpo libre. El primer paso en la solucion de 
un problema debe ser dibujar una ecuacion de diagramas de cuerpo libre. 

a) Una ecuacion de diagramas de cuerpo libre consiste en dos diagramas 
que representan dos sistemas equivalentes de vectores. En el primer diagrama de¬ 
ben mostrarse las fuerzas que se ejercen sob re el cuerpo, incluyendo las fuerzas apli¬ 
cadas, las reacciones en los soportes y el peso del cuei'po. En el segundo diagrama 
es necesario indicar el vector ma y el par la que representa las fuerzas efectivas. 

b) El uso de una ecuacion de diagramas de cuerpo libre permite sumar 
componentes en cualquier direction y sumar momentos alrededor de cualquier pun- 
to. Al escribir las tres ecuaciones de movimiento necesarias para resolver un proble¬ 
ma determinado, es posible seleccionar una o mas ecuaciones que incluyen una so¬ 
la incognita. Al resolver primero estas ecuaciones y sustituir los valores obtenidos 
para las incognitas en las ecuaciones restantes se obtendra una solucion mas simple. 


3. Movimiento piano de un cuerpo rigido. Los problemas que tendran que re- 
solverse entraran dentro de una de las siguientes categorfas. 

a) Cuerpo rigido en traslacion. Para un cuerpo en traslacion, la aceleracion 
angular es cero. Las fuerzas efectivas se reducen al vector ma aplicado en el centro 
de masa [problemas resueltos 16.1 y 16.2]. 

b) Cuerpo rigido en rotation centroidal. Para un cuerpo en rotation centroi- 
dal, la aceleracion del centro de masa es cero. Las fuerzas efectivas se reducen al par 
la [problema resuelto 16.3]. 
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c) Cuerpo rigido en movimiento piano general. Es posible considerar el mo- 
vimiento piano general de un cuerpo rigido como la suma de una traslacion y una 
rotation centroidal. Las fuerzas efectivas son equivalentes al vector ma y al par la 
[problemas resueltos 16.4 y 16.5]. 


4. Movimiento piano de un sistema de cuerpos rigido*. Es necesario dibujar 
primero una ecuacion de diagramas de cuerpo libre que incluya todos los cuerpos 
rfgidos del sistema. Un vector ma y un par la se aplican a cada uno de los cuerpos. 
Sin embargo, las fuerzas que ejercen entre si los diferentes 00013)08 del sistema pue- 
den omitirse, puesto que ocurren en pares de fuerzas iguales y opuestas. 

a) Si no intervienen mas de tres incognitas es posible emplear esta ecuacion 
de diagramas de cuerpo libre y sumar las componentes en cualquier direction, asi 
como los momentos alrededor de cualquier punto para obtener ecuaciones que pue- 
den resolverse respecto a las incognitas deseadas [problema resuelto 16.3]. 

b) Si intervienen mas de tres incognitas sera necesario dibujar una ecuacion 
de diagramas de cuerpo libre independiente para cada uno de los cuerpos rfgidos del 
sistema. Se tienen que incluir tanto las fuerzas internas como las externas en cada 
una de las ecuaciones de diagramas de cuerpo libre, y es necesario tener cuidado pa¬ 
ra representar con vectores iguales y opuestos las fuerzas que dos cuerpos ejercen 
entre si. 
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Figura P16.1 y P16.2 



Figura PI6.5 


60 in. 40 in. 




Figura PI 6.7 


16.1 Un sistema transportador esta equipado con paneles verticales y 
una barra AB de 300 mm con masa de 2.5 kg se coloca entre dos paneles, 
como se muestra en la figura. Si la aceleracion del sistema es de 1.5 m/s 2 ha- 
cia la izquierda, determine a) la fuerza ejercida sobre la barra en C, b ) la 
reaction en B. 

16.2 Un sistema transportador esta equipado con paneles verticales y 
una barra AB de 300 mm con masa de 2.5 kg se coloca entre dos paneles, 
como se muestra en la figura. Si la barra debe permanecer en la position 
mostrada, determine la aceleracion maxima permisible del sistema. 

1 6.3 Un tablero de 6 pies se coloca en un camion con un extremo re- 
cargado contra un bloque asegurado al piso y el otro extremo descansa so¬ 
bre una partition vertical. Si el tablero debe permanecer en la position 
mostrada, determine la maxima aceleracion permisible del camion. 



Figura PI 6.3 


Una varilla uniforme BC que pesa 8 lb esta conectada a un co- 
llarfn A mediante una cuerda AB de 10 pulgadas. Si se desprecian las masas 
del collarfn y la cuerda, determine a) la aceleracion constante a A minima para 
la cual la cuerda y la varilla estaran en linea recta, b) la tension correspon- 
diente en la cuerda. 

Si el coeficiente de friction estatica entre los neumaticos y el 
camino es 0.80 para el automovil que se muestra, determine la maxima acele¬ 
racion posible sobre un camino piano, si se supone a) transmision en las cua- 
tro ruedas, b) transmision en las ruedas traseras, c) transmision en las ruedas 
delanteras. 

16.6 Para la camioneta del problema resuelto 16.1, determine la dis- 
tancia que se deslizara la camioneta si a) fallan los frenos de las ruedas traseras 
y b) fallan los frenos de las ruedas delanteras. 

16.7 Un gabinete de 20 kg esta montado sobre ruedas que le permiten 
moverse con libertad (/u. = 0) sobre el piso. Si se aplica una fuerza de 100 N 
en la forma indicada, determine a) la aceleracion del gabinete y b) el inter¬ 
val de valores de h para el cual no se volcara el gabinete. 

16.8 Retome el problema 16.7, y ahora suponga que las ruedas estan 
bloqueadas y se deslizan sobre el suelo rugoso (/x*. = 0.25). 
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16.9 El camion montacargas que se muestra en la figura pesa 2 250 lb 
y se usa para levantar una caja de peso W = 2 500 lb. Si se sabe que el camion 
esta en reposo, determine a) la aceleradon de la caja hacia arriba para la cual 
las reacciones en las ruedas traseras B son cero, b) la reaction correspon- 
diente en cada una de las ruedas delanteras A. 



16.10 El camion montacargas que se muestra en la figura pesa 2 250 lb 
y se usa para levantar una caja de peso W = 2 500 lb. El camion se mueve ha¬ 
cia la izquierda a una velocidad de 10 pies/s cuando se aplican los frenos en 
las cuatro ruedas. Si el coeficiente de friction estatica entre la caja y el mon¬ 
tacargas es de 0.30, determine la distancia minima en la que el camion puede 
llevarse al reposo si la caja no debe deslizarse y si el camion no debe patinar. 

16.11 La mensula de soporte mostrada se utiliza para transportar una 
lata cilmdriea de una elevation a otra. Si fi s = 0.25 entre la lata y la men¬ 
sula, determine a) la magnitud de la aceleracion ascendente a para la cual la 
lata se deslizara sobre la mensula y b) el eociente mas pequeno h/d para el 
cual la lata se volcara antes de deslizarse. 

16.12 Retome el problema 16.11, y ahora suponga que la aceleracion 
a de la mensula se dirige hacia abajo. 

16.13 Un barril completamente lleno y su contenido tienen un peso 
combinado de 200 lb. Un cilindro C esta conectado al barril a una altura 
h = 22 in. como se muestra en la figura. Si fi s = 0.40 y /rj. = 0.35, deter¬ 
mine el peso maximo de C para que el barril no se vuelque. 



--20 in.-- 



Figura P16.13 
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II: 4 Una placa rectangular uniforme tiene una masa de 5 kg y se 
mantiene en posicion mediante tres cuerdas, corno se muestra en la figura. Si 
se sabe que 9 = 30°, determine, inmediatamente despues de cortar la cuerda 
CF, a) la aceleracion de la placa, b) la tension en las cuerdas AD y BE. 



15 in. 




A 

D 


in. 


B 

C 



o 



O 



Figura P16.17 




16.15 Una placa rectangular uniforme tiene una masa de 5 kg y se 
mantiene en posicion mediante tres cuerdas, como se muestra en la figura. 
Determine el maximo valor de 9 para el cual las cuerdas AD y BE permanecen 
tensas inmediatamente despues de cortar la cuerda CF. 

16.16 Una pi aca circular uniforme de 3 kg de masa se une a dos es- 
labones AC y BD de la misma longitud. Si la placa se suelta desde el reposo en 
la posicion indicada, determine a) la aceleracion de la placa, b) la tension 
en cada eslabon. 

16.17 Tres barras, cada una con un peso de 8 lb, estan soldadas entre 
si y se encuentran conectadas mediante pasadores a los dos eslabones BE y 
CF. Si se desprecia el peso de los eslabones, determine la fuerza en cada es¬ 
labon inmediatamente despues de que el sistema se suelta desde el reposo. 

16.18 En el instante mostrado, la velocidad angular de los eslabones 
BE y CF es de 6 rad/s en sentido contrario al de las manecillas del reloj y 
disminuye a razon de 12 rad/s 2 . Si la longitud de cada eslabon es de 300 mm 
y se desprecia el peso de los eslabones, determine a) la fuerza P y b) la fuerza 
correspondiente en cada eslabon. El peso de la varilla AD es de 6 kg. 


ACZ 

|-«— 0.2 m 



Figura PI6.18 


0.6 m 



C M D 

_J» ) 

— — 0.2 m —I 


P 


16.19 La barra BC de 15 lb conecta un disco centrado en A con la 
manivela CD. Si se sabe que el disco fue hecho para rotar a una velocidad 
constante de 180 rpm, determine, para la posicion que se muestra, las com- 
ponentes verticales de las fuerzas que ejercen los pasadores en ByenC so- 
bre la barra BC. 


Figura P16.19 


















































16.20 El ensamble triangular soldado ABC se guia mediante dos 
pasadores que se deslizan libremente en ranuras curvas paralelas con radio 
de 6 in. El ensamble soldado pesa 16 lb y su centra de masa esta localizado 
en el punto G. Si en el instante mostrado la velocidad de cada pasador es de 
30 in./s hacia abajo y a lo largo de las ranuras, determine a) la aceleracion 
del ensamble, b) las reacciones en Ay B. 



*16.21 Trace los diagramas de fuerza cortante y de momenta flector 
para las barras verticales AB del problema 16.17. 

*16.22 Trace los diagramas de fuerza cortante y momento llector para 
la biela BC del problema 16.19. 

16.23 Para una placa rigida en traslacion, demuestre que el sistema 
de las fuerzas efectivas consiste en vectores (Amja fijos a las diversas particu- 
las de la placa, donde a es la aceleracion del centra de masa G de la placa. 
Ademas, que al calcular su suma y la surna de sus momentos alrededor de 
G, las fuerzas efectivas se reducen a un solo vector in a fijo en G. 

16.2 Para una placa rigida en rotation centroidal, demuestre que el 
sistema de las fuerzas efectivas consiste en los vectores —(Am^co 2 ^ y 
(Am j )(a X r') asociados a las diversas particulas P, de la placa, donde to y a 
son la velocidad angular y la aceleracion angular de la placa, y r' denota la 
position de la particula P, relativa al centra de masa G de la placa. Demuestre 
tambien, al calcular su suma y la suma de sus momentos alrededor de G, que 
las fuerzas efectivas se reducen a un par la. 

16.25 Un volante de 6 000 lb tarda 10 minutos en detenerse a partir 
de una velocidad angular de 300 rpm. Si el radio de giro del volante es igual 
a 36 in., determine la magnitud promedio del par debido a la friction cinetica 
en los cojinetes. 

16.26 El rotor de un motor electrico tiene una velocidad angular de 
3 600 rpm cuando se interrumpen la carga y la energia electrica. El rotor 
de 50 kg, que tiene un radio de giro centroidal de 180 mm, se detiene poste- 
riormente. Si la friction cinetica produce un par de 3.5 N • m de magnitud 
que se ejerce sobre el rotor, determine el niimero de revoluciones que el ro¬ 
tor realiza antes de detenerse. 

16.27 El disco de 180 mm de radio esta en reposo cuando se pone en 
contacto con una banda que se mueve a velocidad constante. Si se despre- 
cia el peso del eslabon AB y se sabe que el coeficiente de friction cinetica 
entre el disco y la banda es de 0.40, determine la aceleracion angular del 
disco mientras ocurre deslizamiento. 



Figura PI6.23 


(Am^aXr'i) 



Figura PI6.24 



Figura PI 6.27 
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16.2f Retome el problema 16.27, y ahora suponga que la direction 
del movimiento se invierte. 


80 mm 



6 in. 




1 6.29 El tambor de freno, de 150 mm de radio, esta unido a un volante 
mas grande que no se muestra. El momento de inercia de la masa total del 
tambor y del volante es de 75 kg • m 2 . Se usa un freno de banda para con- 
trolar el movimiento del sistema y el coeficiente de friction cinetica entre la 
banda y el tambor es de 0.25. Si la fuerza P de 100 N se aplica cuando la ve- 
locidad angular initial del sistema es de 240 rpm en el sentido de las maneci- 
llas del reloj, determine el tiempo requerido para que el sistema se detenga. 
Demuestre que se obtiene el mismo resultado si la velocidad angular initial 
del sistema es de 240 rpm en sentido contrario al de las manecillas del reloj. 

1 6.30 El tambor de freno, de 8 in. de radio, esta unido a un volante 
mas grande que no se muestra. El momento de inercia de la masa total del 
tambor y del volante es de 14 lb ■ ft ■ s 2 y el coeficiente de friction cinetica 
entre el tambor y la zapata del freno es de 0.35. Si la velocidad angular del 
volante es de 360 rpm en sentido contrario al de las manecillas del reloj 
cuando se aplica una fuerza P de 75 lb de magnitud al pedal C, determine 
el numero de revoluciones realizadas por el volante antes de detenerse. 

16.31 Retome el problema 16.30, y ahora suponga que la velocidad 
angular inicial del volante es de 360 rpm en el sentido de las manecillas del 
reloj. 


16.32 El volante que se muestra tiene un radio de 500 mm, una masa 
de 120 kg y un radio de giro de 375 mm. Un bloque A de 15 kg se une a un 
alambre que esta enrollado alrededor del volante, y el sistema se suelta desde 
el reposo. Si se desprecia el efecto de la friction, determine a) la aceleracion 
del bloque A y b) la velocidad del bloque A despues de que este se ha movido 
1.5 m. 

16.33 Para determinar el momento de inercia de la masa de un volante 
de 600 mm de radio, se une un bloque de 12 kg a un alambre que esta en¬ 
rollado alrededor del volante. Se suelta el bloque y se observa que desciende 
3 m en 4.6 s. Para eliminar el calculo de la friction de rodamiento se usa un 
segundo bloque de 24 kg y se observa que desciende 3 m en 3.1 s. Si se 
supone que el momento del par debido a la friction permanece constante, 
determine el momento de inercia de la masa del volante. 

16.34 Cada una de las poleas dobles que se muestran tiene un mo¬ 
mento de inercia de masa de 15 lb • ft • s 2 y esta inicialmente en reposo. El 
radio exterior es de 18 in. y el interior de 9 in. Determine a) la aceleracion 
angular de cada polea y b) la velocidad angular de cada polea despues de que 
el punto A en la cuerda se ha movido 10 ft. 



Figura PI 6.34 


















































16.35 Cada uno de los engranes Ay B pesa 20 lb y tiene un radio de Problemas 049 

giro de 7.5 in.; el engrane C pesa 5 lb y tiene un radio de giro de 3 in. Si un 
par M de magnitud constante 50 lb • in. se aplica al engrane C, determine 
a) la aceleracion angular del engrane A, b) la fuerza tangencial que ejerce el 
engrane C sob re el engrane A. 



Figura P16.35 


Retome el problema 16.35, y ahora suponga que el par M se 
aplica al disco A. 

16.37 y 16.38 Dos discos uniformes y dos cilindros estan ensambla- 
dos como se indica. El disco A pesa 20 lb y el disco B pesa 12 lb. Si el sis- 
tema se suelta desde el reposo, determine la aceleracion a) del cilindro C, 
b) del cilindro D. 

Los discos A y B estan empernados entre si y los cilin¬ 
dros estan unidos a cuerdas separadas que estan enrolladas sobre 
los discos. 

16.38 Los cilindros estan unidos a una sola cuerda que pasa 
sobre los discos. Suponga que no ocurre deslizamiento entre la 
cuerda y los discos. 




16. 19 El disco A tiene una masa de 6 kg y una velocidad angular ini¬ 
tial de 360 rpm en el sentido de las manecillas del reloj; el disco B tiene una 
masa de 3 kg que inicialmente esta en reposo. Los discos se ponen en con- 
tacto aplicando una fuerza horizontal de 20 N de magnitud al eje del disco 
A. Si fjLk = 0.15 entre los discos y se ignora la friction de rodamiento, de¬ 
termine a) la aceleracion angular de cada disco y b) la velocidad final angu¬ 
lar de cada disco. 

16 0 Retome el problema 16.39, y ahora suponga que inicialmente 
el disco A esta en reposo y que el disco B tiene una velocidad angular de 360 
rpm en el sentido de las manecillas del reloj. 



Figura PI 6.39 
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Figura P16.41 


6.' il Una banda de masa despreciable pasa entre los cilindros Ay B 
y se jala hacia la derecha con una fuerza P. Los cilindros Ay B pesan, res- 
pectivamente, 5 y 20 lb. El eje del cilindro A puede deslizarse libremente en 
una ranura vertical y los coeficientes de friccion entre la banda y cada uno 
de los cilindros son fi s = 0.50 y fik = 0.40. Para P = 3.6 lb, determine a) si 
ocurre deslizamiento entre la banda y algun cilindro, b) la aceleracion angu¬ 
lar de cada cilindro. 

16.42 Retome el problema 16.41, ahora con P = 2.00 lb. 

16.43 El disco A de 6 lb tiene un radio r A = 3 in. y una velocidad an¬ 
gular inicial 0 ) 0 = 375 rpm en el sentido de las maneciUas del reloj. El disco 
B de 30 lb tiene un radio r B = 5 in. y esta en reposo. Una fuerza P de 2.5 lb 
de magnitud se aplica despues para poner en contacto los discos. Si /z* = 0.25 
entre los discos y se desprecia la friccion de rodamiento, determine a) la acele¬ 
racion angular de cada disco y b) la velocidad angular final de cada disco. 

Retome el problema 16.43, y ahora suponga que el disco A esta 
inicialmente en reposo y que el disco B tiene una velocidad angular de 375 
rpm en el sentido de las manecillas del reloj. 


P 



16.45 El disco B tiene una velocidad angular co 0 cuando se pone en 
contacto con el disco A, que esta en reposo. Demuestre que a) las veloci- 
dades angulares finales de los discos son independientes de los coeficientes 
de friccion fi k entre los discos siempre que /z^ =£ 0, b) que la velocidad an¬ 
gular final del disco B depende solo de <o n y del cociente de las masas m A y 
m B de los dos discos. 

Muestre que el sistema de las fuerzas efectivas de una placa 
rfgida en movimiento piano se reduce a un solo vector, y exprese la distan- 
cia desde el centra de masa G de la placa a la linea de action de este vector 
en terminos del radio de giro centroidal k de la placa, la magnitud a de la 
aceleracion G, y la aceleracion angular a. 

16.47 Para una placa rfgida en movimiento piano, demuestre que el 
sistema de las fuerzas efectivas que consiste en los vectores (Amj)a, 
— (Am i )u> 2 r' l , y (A?n ; )( 01 x r D asociados a las diferentes particulas Pi de la 
placa, donde a es la aceleracion del centra de masa G de la placa, u> es la ve¬ 
locidad angular de la placa, a es su aceleracion angular y r\ denota el vector 
de position de la particula P h relativa a G. Muestre ademas, por medio de 
su suma y la suma de sus momentos alrededor de G, que las fuerzas efecti¬ 
vas se reducen a un vector ma fijo en G y a un par la. 




Una barra ligera y uniforme AB descansa sobre una superficie 
horizontal sin friccion y una fuerza P de 0.25 lb de magnitud se aplica en A 
en una direction perpendicular a la barra. Si esta tiene una masa de 1.75 lb, 
determine la aceleracion de a) el punto Ay b) el punto B. 















16.49 a) En el problema 16.48, determine el punto de la barra AB en el 
cual debe aplicarse la fuerza P si la aceleracion del punto B debe ser igual a 
cero. b) Si P = 0.25 lb, determine la aceleracion correspondiente del punto A. 

16.50 y 16.51 Una fuerza P de 3 N de magnitud se aplica a la cinta 
enrollada alrededor del cuerpo indicado. Si el cuerpo descansa sobre una su- 
perficie horizontal sin friccion, determine la aceleracion de a) el punto A y 
b) el punto B. 

16.50 Un aro delgado con 2.4 kg de masa. 

16.51 Un disco uniforme con 2.4 kg de masa. 



16.52 Una fuerza P se aplica a una cinta enrollada alrededor de un 
disco uniforme que descansa sobre una superficie horizontal sin friccion. De- 
muestre que para cada rotation de 360° del disco, el centra del mismo se 
movera a una distancia rr r . 

16.53 Un satelite de 120 kg tiene un radio de giro de 600 mm alrede¬ 
dor del eje y y es simetrico respecto al piano zx. Su orientation se cambia al 
lanzar cuatro pequenos cohetes A, B, C y D, cada uno de los cuales produce 
una fuerza de empuje T de 16.20 N dirigida como se muestra en la figura. 
Determine la aceleracion angular del satelite y la aceleracion de su centra 
de masa G cuando a) se lanzan los cuatro cohetes, b) se lanzan todos los co¬ 
hetes excepto el D. 



Figura P16.53 


16.54 Una placa rectangular uniforme de 5 kg de masa se suspende 
de cuatro alambres verticales, y se aplica una fuerza P de 6 N de magnitud 
en la esquina C, como se muestra en la figura. Inmediatamente despues de 
aplicar P, determine la aceleracion de a) el punto medio del borde BC, b) la 
esquina B. 



Figura P16.54 
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Figura PI6.59 y PI6.60 


6.55 Una rueda dentada de 3 kg tiene un radio de giro centroidal de 
70 mm y se encuentra suspendida de una cadena, como se muestra en la 
figura. Determine la aceleracion de los puntos A y B de la cadena, si se sabe 
que T a = 14 N y T B = 18 N. 

16.56 Retome el problema 16.55, y ahora suponga que T A = 14 N y 
que T b = 12 N. 


16.57 y 16.58 Una viga de 15 ft y 500 lb de peso se baja por medio 
de dos cables que se desenrollan de gruas elevadas. Cuando la viga se acerca 
al suelo, los operadores de la grua aplican los frenos para recargar el 
movimiento de desenrollado. Si la desaceleracion del cable A es de 20 ft/s 2 
y la del cable B es de 2 ft/s 2 , determine la tension en cada cable. 


r f 



~-15 ft 

Figura PI 6.57 



16.59 El rollo de acero que se muestra en la figura tiene una rnasa de 
1 200 kg, un radio centroidal de giro de 150 mm y se eleva por medio de dos 
cables que pasan alrededor de su eje. Si se sabe que para cada cable T A = 
3 100 N y T b = 3 300 N, determine a) la aceleracion angular del rollo y b) 
la aceleracion de su centra de masa. 

16.60 El rollo de acero que se muestra en la figura tiene una masa de 
1 200 kg, un radio centroidal de giro de 150 mm y se eleva por medio de dos 
cables que pasan alrededor de su eje. Si se sabe que en el instante que se 
muestra la aceleracion del rollo es de 150 rnm/s 2 hacia abajo y que para cada 
cable T a — 3 000 N, determine a) el valor correspondiente de la tension T B 
y b ) la aceleracion angular del rollo. 







































Problemas 1053 


A1 jalar lanzar la cuerda de un yo-yo, una persona hace que este 
gire, mientras permanece a la misma altura sobre el piso. Si se denota la masa 
del yo-yo con m, el radio del tarnbor interior sobreel cual se enrolla la cuerda 
con r y el radio centroidal de giro del yo-yo con k, determine la aceleracion 
angular del yo-yo. 



Figura P16.61 y P16.62 


16.62 El yo-yo de 3 oz que se muestra en la figura tiene un radio cen¬ 
troidal de giro de 1.25 in. El radio del tambor interior sobre el cual se en¬ 
rolla la cuerda es de 0.25 in. Si en el instante mostrado la aceleracion del 
centra del yo-yo es de 3 ft/s 2 hacia arriba, determine a) la tension T requerida 
en la cuerda, b) la correspondiente aceleracion angular del yo-yo. 

1 6.63 a 16.65 Una viga AB de masa m y seccion transversal uniforme 
se suspende de dos resortes en la forma indicada. Si el resorte 2 se rompe, 
determine en ese instante a) la aceleracion angular de la viga, b) la acelera¬ 
cion del punto A y c) la aceleracion del punto B. 



Figura PI 6.63 



Figura PI6.65 
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16.66 a 16.68 Una pi aca delgada con la forma indicada y masa m se 
suspende de dos resortes del modo que se muestra. Si el resorte 2 se rompe, 
determine la aceleracion en ese instante a) del punto A y b) del punto B. 

16.66 Una pi aca circular de diametro b. 

16.67 Un aro delgado de diametro b. 

16.68 Una placa cuadrada de lado b. 




Figura PI6.66 Figura PI6.67 




Figura PI 6.69 



16.69 Un jugador de boliche lanza hacia los pinos una bola de 8 in. 
de diametro y 12 lb de masa con una velocidad hacia adelante v 0 de 15 ft/s 
y un contragiro ct) () de 9 rad/s. Si el coeficiente de friction cinetica entre la 
bola y el carril es de 0.10, determine a) el tiernpo t k en el cual la bola em¬ 
pezara a rodar sin deslizarse, b) la velocidad de la bola en el tiempo i\ y c) 
la distancia que la bola ha recorrido en el tiempo t t . 

1 6.70 Retome el problema 16.69, y ahora suponga que el jugador de 
boliche lanza la bola con la misma velocidad hacia adelante pero con un con¬ 
tragiro de 18 rad/s. 

16.71 Se lanza una esfera de radio r y masa m a lo largo de una su- 
perficie horizontal rugosa con las velocidades iniciales indicadas. Si la ve¬ 
locidad final de la esfera debe ser cero, exprese, en terminos de v 0 , r y p./,., 
a) la magnitud requerida de co 0 , b) el tiempo t k requerido para que la esfera 
se detenga y c) la distancia que se movera la esfera antes de quedar en re- 
poso. 

16.72 Retome el problema 16.71, y ahora suponga que la esfera se 
reemplaza por un aro delgado de radio r y masa m. 




Una esfera uniforme de radio r y masa m se coloca sin velocidad 
initial sobre una banda que se mueve hacia la derecha con velocidad cons- 
tante V!. Denotando por /j. k el coeficiente de friction cinetica entre la esfera 
y la banda, determine a) el tiempo fj en el cual la esfera empezara a rodar 
sin deslizar, b) las velocidades lineal y angular de la esfera en el tiempo 1,. 

16 4 Una esfera de radio r y masa m tiene una velocidad lineal v 0 di- 
rigida hacia la izquierda y ninguna velocidad angular cuando se coloca sobre 
una banda que se mueve hacia la derecha con una velocidad constante V|. Si 
despues del primer deslizamiento sobre la banda la esfera no tendra veloci¬ 
dad lineal relativa al suelo cuando empiece a rodar sobre la banda sin deslizar, 
establezca en terminos de Vi y del coeficiente de friction cinetica fi k entre 
la esfera y la banda a) el valor requerido de v 0 , b) el tiempo U al cual la es¬ 
fera empezara a rodar sobre la banda y c) la distancia que la esfera habra 
recorrido con relation al suelo en el tiempo f,. 


Figura P16.74 







































16.8. MOVIMIENTO PLANO RESTRINGIDO O VINCULADO 


16.8. Movimiento piano restringido 1055 
o vinculado 


La mayorfa de las aplicaciones de ingenieria tienen que ver con cuer- 
pos rfgidos que se mueven bajo restricciones determinadas. Por ejem- 
plo, las manivelas deben girar alrededor de un eje fijo, las ruedas de- 
ben rodar sin patinar, y las bielas describir ciertos movimientos 
prescritos. En tales casos, existen relaciones definidas entre las compo- 
nentes de la aceleracion a del centra de masa G del cuerpo considera- 
do y su aceleracion angular a; se dice que el movimiento correspon- 
diente es un movimiento restringido. 

La solution de un problema que implica un movimiento piano res¬ 
tringido requiere un andlisis cinemdtico preliminar del problema. Con- 
sidere, por ejemplo, una varilla ligera AB de longitud l y masa m cuyos 
extremos estan conectados a bloques de masa despreciable que se des- 
lizan a lo largo de correderas horizontales y verticales sin friction. Se ti- 
ra de la varilla mediante una fuerza P aplicada en A (figura 16.11). Se 
sabe de la section 15.8 que la aceleracion a del centra de masa G de la 
varilla puede determinarse en cualquier instante dado a partir de la po¬ 
sition de la varilla, su velocidad angular y su aceleracion angular en ese 
instante. Suponga, por ejemplo, que se conocen los valores de 6. oj y a 
en un instante dado, y que se desea determinar el valor correspondien- 
te de la fuerza P, asi como las reacciones en A y B. Primero se debe de¬ 
terminer las componentes d x y d tJ de la aceleracion del centro de masa 
G mediante el metodo de la section 15.8. Despues se aplica el princi- 
pio de d’Alembert (figura 16.12), utilizando las expresiones que se ob- 
tuvieron para a x y d y . Las fuerzas desconocidas P, N A y N B se determi- 
nan despues al escribir y resolver las ecuaciones apropiadas. 




Supongase ahora que se conoce la fuerza aplicada P, el angulo 9 y 
la velocidad angular w de la varilla en un instante dado, y que se de¬ 
sea encontrar la aceleracion angular a de la varilla y las componentes 
d x y d y de la aceleracion de su centro de masa en ese instante, asi co¬ 
mo las reacciones en Ay B. El estudio cinematico preliminar del pro¬ 
blema tendra como objetivo expresar las componentes d x y a,, de la ace¬ 
leracion de G en terminos de la aceleracion angular a de la varilla. Esto 
se hara expresando primero la aceleracion de un punto de referencia 
adecuado tal como A en terminos de la aceleracion angular a. Las com¬ 
ponentes d x y d y de la aceleracion de G pueden determinarse enton- 
ces en terminos de a, y las expresiones obtenidas incorporate en la fi¬ 
gura 16.12. Se obtienen tres ecuaciones en terminos de a, N A y N B y 
se resuelven para tres incognitas (vease el problema resuelto 16.10). 
Advierta que tambien es posible utilizar el metodo de equilibrio dina- 







1056 Movimiento piano de cuerpos rigidos: 
fuerzas y aceleraciones 




Figura 16.14 


mico para obtener la solution de los dos tipos de problemas eonside- 
rados (figura 16.13). 

Cuando un mecanismo consta de varias partes moviles, el metodo 
descrito se puede utilizar con cada parte del mecanismo. El procedi- 
miento requerido para determinar las diferentes incognitas es en ese 
caso similar al procedimiento que se sigue en la situation del equili- 
brio de un sistema de cueipos rigidos eonectados (section 6.11). 

Antes se analizaron dos casos particulares de movimiento piano res- 
tringido: la traslacion de un cuerpo rfgido, en la cual la aceleracion an¬ 
gular del cuerpo se restringe a cero, y la rotation centroidal, en la que 
la aceleracion a del centra de masa del cueipo se restringe a cero. Los 
otros casos particulares de movimiento piano restringido son de interes 
especial: la rotacion no centroidal de un cuerpo rfgido y el movimiento 
de rodamiento de un disco o rueda. Es posible analizar estos dos casos 
mediante uno de los metodos generales descritos antes. Sin embargo, 
en vista del rango de sus aplicaciones, estos merecen unos cuantos co- 
mentarios especiales. 

Rotacion no centroidal. El movimiento de un cuerpo rfgido 
que esta restringido a girar alrededor de un eje fijo que no pasa por su 
centra de masa se denomina rotacion no centroidal. El centra de ma¬ 
sa G del cuerpo se mueve a lo largo de un tirculo de radio r centrado 
en el punto O, donde el eje de rotacion interseca al piano de referen¬ 
da (figura 16.14). Al denotar, respectivamente, por to y a la velocidad 
angular y la aceleracion angular de la linea OG, se obtienen las siguien- 
tes expresiones para las componentes tangential y normal de la acele¬ 
racion de G: 


a t = ra a n = ra> 2 


(16.7) 


Puesto que la linea OG pertenece al cuerpo, su velocidad angular to y 
su aceleracion angular a tambien representan la velocidad angular y la 
aceleracion angular del cueipo en su movimiento relativo a G. Las ecua- 
ciones (16.7) definen la relation cinematica que existe entre el movi¬ 
miento del centra de masa G y el movimiento del cuerpo en torno a 
G. Estas deben usarse para eliminar a, y d n de las ecuaciones que se 
obtienen al apliear el principio de d’Alembert (figura 16.15) o el me¬ 
todo del equilibrio dinamico (figura 16.16). 

Se obtiene una relation interesante al igualar los momentos alre¬ 
dedor del punto fijo O de las fuerzas y los vectores mostrados, respec¬ 
tivamente, en las partes a) y b) de la figura 16.15. Se escribe 



Figura 16.15 




Figura 16.16 


= 0 






+ *jSM 0 = la + ( mra)r = (I + mr 2 )a 

Sin embargo, de acuerdo con el teorema de ejes paralelos, se tiene I + 
mr 2 = I 0 , donde lo denota el momento de inercia del cuerpo rfgido 
alrededor del eje fijo. Por lo tanto, se escribe 

2M 0 = l 0 a (16.8) 


Aunque la formula (16.8) expresa una relation importante entre la su- 
ma de los momentos de las fuerzas externas alrededor del punto fijo O 
y el producto I 0 a, es necesario comprender con toda claridad que es- 
ta formula no significa que el sistema de fuerzas externas es equivalen- 
te a un par de momento l () a. El sistema de las fuerzas efectivas y, por 
lo tanto, el sistema de las fuerzas externas, se reduce a un par solo cuan- 
do O coincide con G —esto es, solo cuanclo la rotation es centroidal 
(section 16.4)—. En el caso mas general de rotation no centroidal, el 
sistema de fuerzas externas no se reduce a un par. 

Un caso particular de rotation no centroidal es de interes especial 
—caso de rotation uniforme, en el cual la velocidad angular oj es cons- 
tante—. Puesto que a es cero, el par de inercia en la figura 16.16 se 
anula y el vector de inercia se reduce a su componente normal. Esta 
componente (denominada tambien fuerza centrifuga) representa la ten- 
dencia de cuerpo rfgido a apartarse del eje de rotation. 

Movimiento de rodamiento. Otro caso importante de movi- 
miento piano es el movimiento de un disco o rueda que gira sobre una 
superficie plana. Si el disco esta restringido a rodar sin deslizarse, la 
aceleracion a de su centra de masa G y su aceleracion angular a no 
son independientes. Suponiendo que el disco este equilibrado, de ma- 
nera que su centra de masa y su centra geometrico coincidan, se es¬ 
cribe primero que la distancia x recorrida por G durante una rotation 
6 del disco es x = r6, donde r es el radio del disco. Al diferenciar dos 
veces esta relation se escribe 


a = ra (16.9) 

Si se recuerda que el sistema de las fuerzas efectivas en movimien¬ 
to piano se reduce a un vector ma y un par la, se encuentra que en el 
caso particular de movimiento de rodamiento de un disco equilibrado, 
las fuerzas efectivas se reducen a un vector de magnitud mra fijo en 
G y a un par de magnitud la. Asi, se puede expresar que las fuerzas 
externas son equivalentes al vector y al par que se muestran en la fi¬ 
gura 16.17. 



Figura PI 6.16 ( repetida ) 


w 




Figura 16.17 
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W 



Figura 16.17 ( repetida) 






Fotograffa 16.4 Cuando una bola cae en el 
callejon de boleo, primero gira y desliza, y 
luego rueda sin patinar. 



Cuando un disco rueda sin deslizarse, no hay movimiento relativo 
entre el punto del disco en eontaeto con el suelo y el suelo mismo. En 
consecuencia, respecto a lo que concierne al calculo de la fuerza de 
friction F, un disco que rueda puede compararse con un bloque en re- 
poso sobre una superficie. La magnitud F de la fuerza de friction pue¬ 
de tener cualquier valor, siempre y cuando este valor no exceda el va¬ 
lor maximo F m = /jl s N, donde /x s es el coeficiente de friction estatica 
y N es la magnitud de la fuerza normal. En el caso de un disco que 
rueda, la magnitud F de la fuerza de friction debe, por lo tanto, deter- 
minarse de manera independiente de N al resolver la ecuacion que se 
obtuvo de la figura 16.17. 

Cuando el deslizamiento es inminente, la fuerza de friction alcan- 
za su valor maximo F m = /x s N y puede obtenerse de N. 

Cuando el disco gira y se desliza al mismo tiempo, existe un mo¬ 
vimiento relativo entre el punto del disco que esta en eontaeto con 
el suelo y el suelo mismo, y la fuerza de friction tiene la magnitud 
Fk = HkN, donde /a* es el coeficiente de friction cinetica. En este ca¬ 
so, sin embargo, el movimiento del centro de masa G del disco y la ro¬ 
tation del disco en torno a G son independientes, y a no es igual a ra. 

Estos tres casos diferentes pueden resumirse como sigue: 

Rodamiento, sin deslizamiento: F ^ p. s N d = ra 

Rodamiento, deslizamiento inminente: F = p, s N a = ra 
Rodamiento y deslizamiento: F = ay a independiente 

Cuando no se sabe si el disco se desliza o no, primero debe supo- 
nerse que rueda sin deslizarse. Si se encuentra que F es mas peque- 
ha o igual que p, s N se demuestra que la suposicion es correcta. Si se 
determina que F es mayor que /x s N la suposicion es incorrecta y el 
problema debe iniciarse de nuevo, suponiendo rodamiento y desliza¬ 
miento. 

Cuando un disco esta desequilibrado, esto es, cuando su centro de 
masa G no coincide con su centro geometrico O, la relation (16.9) no 
se cumple entre a y a. Sin embargo, se cumple una relation similar 
entre la magnitud a Q de la aceleracion del centro geometrico y la ace¬ 
leracion angular a de un disco desequilibrado que rueda sin deslizar¬ 
se. Se tiene 


a 0 = ra (16.10) 

Para determinar a en terminos de la aceleracion angular a y de la ve- 
locidad angular a> del disco, es posible utilizar la formula de la acele¬ 
racion relativa 


a — a G — a o + a G / G 

= a o + (a G /o)t + (a G /o) n (16.11) 


Figura 16.18 


C 


donde las tres aceleraciones componentes obtenidas tienen las direc- 
ciones indieadas en la figura 16.18 y las magnitudes a 0 — ret, (a G /o)t = 
(OG)a y (a G/ oL = (OG)a> 2 . 






PROBLEMA RESUELTO 16.6 


La parte AOB de un mecanismo se compone de una barra de acero OB de 
400 mm soldada a un engrane E de 120 mm de radio, que puede girar alre- 
dedor de una flecha horizontal O. La impulsa un engrane D y, en el instan- 
te que se muestra, tiene una velocidad angular en el sentido de las maneci- 
llas del reloj de 8 rad/s y una aceleracion angular en el sentido contrario de 
las manecillas del reloj de 40 rad/s 2 . Si la barra OB tiene una masa de 3 kg 
y el engrane E una masa de 4 kg y un radio de giro de 85 mm, determine a) 
la fuerza tangential ejercida por el engrane D sobre el engrane E, b) las com- 
ponentes de la reaction en la flecha O. 



SOLUCION 


En la determination de las fuerzas efectivas del cuerpo rigido AOB, el en¬ 
grane E y la barra OB se consideran por separado. Por lo tanto, las compo- 
nentes de la aceleracion del centra de masa G OB de la barra se determina- 
ran primero: 

(flos)i = ra — (0.200 m)(40 rad/s 2 ) = 8 m/s 2 
(a OB )„ = rco 2 — (0.200 m)(8 rad/s) 2 = 12.8 m/s 2 

Ecuaciones de movimiento. Se han dibujado dos bosquejos de cuer¬ 
po rigido AOB. El primero muestra las fuerzas extemas consistentes en el pe¬ 
so W E del engrane E, el peso W 0 b de la barra OB, la fuerza F ejercida por 
el engrane D, y las componentes R v y R ;/ de la reaction en O. Las magnitu¬ 
des de los pesos son, respectivamente, 

W E = m E g = (4 kg)(9.81 m/s 2 ) = 39.2 N 
W OB = m OB g = (3 kg)(9.81 m/s 2 ) = 29.4 N 

El segundo bosquejo muestra las fuerzas efectivas, que consisten en el par 
I E a (puesto que el engrane E esta en rotation centroidal) y en un par y dos 
componentes vectoriales en el centra de masa de OB. Puesto que se conocen 
las aceleraciones, se calculan las magnitudes de estas componentes y pares: 

I E a = m E k E a = (4 kg)(0.085 m) z (40 rad/s 2 ) = 1.156 N • m 
»1ob(«ob)« = (3 kg)(8 m/s 2 ) = 24.0 N 
m OB (a OB ) n = (3 kg)(12.8 m/s 2 ) = 38.4 N 
I OB a = ( ~m OB L 2 )a = ~(3 kg)(0.400 m) 2 (40 rad/s 2 ) = 1.600 N • m 



0.120 mm 



A1 expresar que este sistema de las fuerzas externas es equivalente al siste- 
ma de las fuerzas efectivas, se escriben las siguientes ecuaciones: 


+ l 'jXM 0 — 2(Mo) ef : 

F(0.120 m) = I E a + m OB (a OB ) t (0.2 00 m) + I OB a 

F( 0.120 m) = 1.156 N • m + (24.0 N)(0.200 m) + 1.600 N • m 


F = 63.0 N 


F = 63.0 N | ◄ 


^F x = 2(F x ) ef : 


~ n h)B( a OB)t 

R x = 24.0 N R, = 24.0 N ◄ 


+j'2F, / — ^(Fylef: RF W E W OB — m 0B {a 0 B) n 

R t/ - 63.0 N - 39.2 N - 29.4 N = 38.4 N 

Ry = 170.0 N R y 170.0 N | < 
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PROBLEMA RESUELTO 16.7 



Una placa rectangular de 6 X 8 in. que pesa 60 lb esta suspendida de dos 
pasadores Ay B. Si repentinamente se quita el pasador B, determine a) la 
aceleracion angular de la placa, b) las componentes de la reaction en el pa¬ 
sador A, inmediatamente despues de quitar el pasador B. 


SOLUCION 



a) Aceleracion angular. Se observa que cuando la placa gira alrede- 
dor del punto A, su centra de masa G describe un radio circular r con cen¬ 
tra en A. 

Puesto que la placa se suelta desde el reposo (co = 0), la componente 
normal de la aceleracion de G es cero. La magnitud de la aceleracion a del 
centro de masa G es, en consecuencia, a = ra. Se dibuja el diagrama mos- 
trado para expresar que las fuerzas externas son equivalentes a las fuerzas 
efectivas: 



+JSMa = S(M A )er: Wr = (■ ma)r + la 

Puesto que a = ra, se tiene 

Wx = m(ra)r + la 


Wx 


W ~2 ~r 

— r 2 + I 

s 


( 1 ) 


El momento centroidal de inertia de la placa es 


I = a 2 + fo 2 ) = 


60 lb 


8 ^' 2 - ft) 2 ] 


[(1ft) 


12(32.2 ft/s 2 ) LVlz 
= 0.1078 lb • ft • s 2 

A1 sustituir este valor de I junto con W = 60 lb, r = 1 ft, y x = ft en la 
ecuacion (1), se obtiene 


a = +46.4 rad/s 2 


« = 46.4 rad/s 2 J ◄ 


b) Reaction en A. Utilizando el valor calculado de a, se determina 
la magnitud del vector 7?ia fijo en G. 


ma = mra = 


601b 
32.2 ft/s" 


,2 V 12 


\ ft)(46.4 rad/s 2 ) = 36.0 lb 


A1 mostrar este resultado del diagrama, se escriben las ecuaciones de movi- 
miento 


■^2 F x = 2(F a ) ef : 


A x = —f(36 lb) 

= -21.6 lb A v = 21.6 lb «- 


+t = 2(F„) ef : 


Ay - 60 lb = —f(36 lb) 
A,, = +31.2 lb 


El par la no participa en las ultimas dos ecuaciones; a pesar de eso debe in¬ 
dicate sobre el diagrama. 
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PROBLEMA RESUELTO 16.8 



0 = 30° 


Una esfera, de radio r y peso W, se suelta sin velocidad initial sobre una pen- 
diente y rueda sin deslizarse. Determine a) el valor minimo del coeficiente 
de friction estatica compatible con el movimiento de rodamiento, b) la ve¬ 
locidad del centra G de la esfera despues de que esta ha rodado 10 ft, c) la 
velocidad de G si la esfera desciende 10 ft sobre una pendiente de 30° sin 
friction. 


SOLUCION 




a) fJL„ minimo para el movimiento de rodamiento. Las fuerzas ex- 
ternas W, N y F forman un sistema equivalejite al sistema de fuerzas efec- 
tivo representado por el vector ma y el par la. Puesto que la esfera rueda 
sin deslizarse, se tiene a = ra. 

+J2M C = 2(M c ) e f: (W sen 9)r = (rria)r + la 

(W sen 9)r = (■ mra)r + la 

Al notar que in = W/g e I = § mr 2 , se escribe 


IW , 

(W sen 9)r = — ra\r + 


2 W 


5g sen 6 
“ = + ^— 


5p sen 9 5(32,2 ft/s 2 ) sen 30° 


= 11.50 ft/s 2 


+\2F, = 2(F x ) ef : 


7 7 

W sen 9 — F — ma 
ti 7 a r W 5 p sen 9 

7 

F = 0.143W 30° 


F = +f W sen 9 = f W sen 30° 

F/’SFy = 2(F y ) ef : N - W cos 0 = 0 

N = W cos 0 = 0.866W N = 0.866W ^2 60° 

F 0.143W 


Ms 


iV 


n sfifiw 


/a. s = 0.165 ◄ 


b) Velocidad de la esfera rodante. Se tiene movimiento uniforme- 
mente acelerado: 

v Q = 0 a = 11.50 ft/s 2 x = 10 ft x 0 = 0 
v 2 = vl + 2 a(x -x 0 ) v 2 = 0 + 2(11.50 ft/s 2 )(10 ft) 

v = 15.17 ft/s v = 15.17 ft/s ^ 30° ◄ 

c) Velocidad de la esfera deslizante. Suponiendo que no hay fric¬ 
tion en este caso, se tiene F = 0 y se obtiene 

+i)2 M g = 2(M G ) e f: 0 = la a = 0 

W 

+\2F X = 2(F x ) ef : W sen 30° = ma 0.50 W = — a 

£ 

a = +16.1 ft/s 2 5= 16.1 ft/s 2 -^30° 

Al sustituir a = 16.1 ft/s 2 en las ecuaciones para movimiento uniformemen- 
te acelerado, se obtiene 

v 2 = Vo + 2 a(x — x 0 ) u 2 = 0 + 2(16.1 ft/s 2 )(10 ft) 
h = 17.94 ft/s v = 17.94 ft/s 30° ◄ 
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PROBLEMA RESUELTO 16.9 

Una cuerda se enrolla alrededor del tambor interno de una rueda y se jala ho- 
rizontalmente con una fuerza de 200 N. La rueda tiene una masa de 50 kg y 
un radio de giro de 70 mm. Si se sabe que p, s = 0.20 y = 0.15, determine 
la aceleracion de G y la aceleracion angular de la rueda. 


SOLUCION 




a) Suposicion de rodamiento sin deslizamiento. En este caso se 


tiene 


a = ra = (0.100 m)a 


Se puede determinar si esta suposicion se justifica al comparar la fuerza de 
Iriccion que se obtiene con la fuerza de friccion maxima disponible. El mo¬ 
menta de inertia de la rueda es 

I = mk 2 = (50 kg)(0.070 m) 2 = 0.245 kg • m 2 

Ecuaciones de movimiento 

+J2M C = 2(M c ) ef : (200 N)(0.040 m) = ma(0.100 m) + la 

8.00 N ■ m = (50 kg)(0.100 m)a(0.100 m) + (0.245 kg • m 2 )a 
a = +10.74 rad/s 2 

a = ra = (0.100 m)(10.74 rad/s 2 ) = 1.074 m/s 2 


►SF X = 2(F,) rf : 


+T SFj, = 2(F y ) rf : 
N ~ W= 0 


F + 200 N = ma 
F + 200 N = (50 kg) (1.074 m/s 2 ) 
F = -146.3 N 


F = 146.3 N 


N = W = mg = (50 kg)(9.81 m/s 2 ) = 490.5 N 


N = 490.5 N t 



Fuerza de friccion maxima disponible 

Fmax = = 0.20(490.5 N) = 98.1 N 

Puesto que F > F max , el movimiento supuesto es imposible. 

b) Rotation y deslizamiento. Puesto que la rueda debe girar y des- 
lizar al mismo tiernpo, se dibuja un nuevo diagrama, donde ay a son inde- 
pendientes y donde 

F = F k = p.j'N = 0.15(490.5 N) = 73.6 N 

Del calculo de la parte a, parece ser que F debe dirigirse hacia la izquierda. 
Se escriben las siguientes ecuaciones de movimiento: 


>^F X = 2(F I ) ef : 


200 N - 73.6 N = (50 kg)a 
a = +2.53 m/s 2 


a = 2.53 m/s 2 


+J2M g = 2(M G ) ef : 

(73.6 N)(0.100 m) - (200 N)(0.060 m) = (0.245 kg • m 2 )a 

a = —18.94 rad/s 2 a = 18.94 rad/s 2 ^ 
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PROBLEMA RESUELTO 16.10 



Los extremos de una barra de 4 ft y 50 lb pueden moverse libremente y sin 
friction a lo largo de dos correderas rectas en la forma que se indica. Si la 
barra se suelta sin velocidad desde la position indicada, determine a) la ace¬ 
leracion angular de la barra, b) las reacciones en Ay B. 







SOLUCION 

Cinematica del movimiento, Puesto que el movimiento esta restrin- 
gido, la aceleracion de G debe relacionarse con la aceleracion angular a. Para 
obtener esta relation se determina primero la magnitud de la aceleracion a A 
del punto A en terminos de a. Suponiendo que a esta dirigida en la direction 
contraria de las manecillas del reloj y advirtiendo que a B /A = 4a, se escribe 

a/* = a,\ + a b /a 

[a B ^ 45°] = [a A ->] + [4a F 60°] 

A1 notar que </> = 75° y utilizar la ley de los senos, se obtiene 
a A = 5.46a a B = 4.90a 
La aceleracion de G se obtiene ahora al escribir 

a = a G = a A "f a G/A 

a = [5.46a + [2a IF 60°] 

Al descomponer a en las componentes x y y se obtiene 

a x = 5.46a — 2a cos 60° = 4.46a a x = 4.46a —> 

dy = —2a sen 60° = —1.732a a y = 1.732a | 

Cinetica del movimiento. Se dibujan unos diagramas de cuerpo li- 
bre de la ecuacion que expresen que el sistema de las fuerzas externas es 
equivalente al sistema de las fuerzas efectivas representadas por el vector de 
componentes ma. x y ma„ fijo en G y el par la. Se calculan las siguientes mag¬ 
nitudes: 

1 = n mf = II s™ !!/s 2(4ft)2 = 2 ' 07lb ' ft ’ s ' Ia = 2 - 07 “ 


E E 




— ,J u 

mci x = (4.46a) = 6.93a 

Ecuaciones de movimiento 

+^M e = 2(MeU 

(50)(1.732) 

±ZF X = 2(F,) rf : 

+T = S(F v ) e f : 

Ra 


ma,j = -— (1.732a) = -2.69a 

a = 2.30 rad/s 2 M 
R b = 22.5 lb ^2 45° ◄ 

27.9 lb t ◄ 


(6.93a)(4.46) + (2.69a)(1.732) + 2.07a 
a = +2.30 rad/s : 

R b sen 45° = (6.93)(2.30) = 15.94 
R b = 22.5 lb 

R a + Rb cos 45° - 50 = -(2.69)(2.30) 
-6.19 - 15.94 + 50 = 27.9 lb 
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RESOL UCION DE PROB LEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


En esta leccion se considero el movimiento piano de cuerpos rigidos bajo restriccio- 
nes. Se encontro que los tipos de restricciones implicadas en problemas de ingenie- 
ria varian de manera amplia. Por ejemplo, un cuerpo rigido quizas este restringido a 
girar alrededor de un eje fijo o a rodar sobre una superficie dada, o tal vez este co- 
nectado mediante pasadores a collarines u otros cuerpos. 


1. La solucion de un problema que implique el movimiento restringido de 
un cuerpo rigido constara, en general, de dos pasos. Primero, se considerara la ci- 
nemdtica de movimiento y luego se resolvera la parte cinetica del problema. 


2. El analisis cinematico del movimiento se realiza utilizando los metodos estu- 
diados en el capftulo 15. Debido a las restricciones, se relacionaran las aceleraciones 
lineales y angulares. (Estas no seran independientes, como lo fueron en la ultima sec- 
cion.) Es necesario establecer relaciones entre las aceleraciones (tanto angular como 
lineal), y la meta debe ser expresar todas las aceleraciones en terminos de una sola 
aceleracion desconocida. Este es el primer paso que se sigue en eada uno de los pro¬ 
blemas resueltos de esta leccion. 

a) Para un cuerpo en rotacion no centroidal, las componentes de la acele¬ 
racion del centra de masa son a t = ra y a n = rut 1 , donde oj por lo general se cono- 
ce [problemas resueltos 16.6 y 16.7]. 

b) Para un disco o rueda rodante, la aceleracion del centra de masa es a = 
ra [problema resuelto 16.8]. 

c) Para un cuerpo en movimiento piano general , el mejor procedimiento, si 
ni a ni a se conocen o es posible obtenerlas con facilidad, es expresar a en terminos 
de a [problema resuelto 16.10], 


3. El analisis cinetico del movimiento se efectua del modo siguiente: 

a) Se inicia dibujando un diagrama de cuerpo libre de la ecuacion. Esto 
se lleva a cabo en todos los problemas resueltos de cada section. En cada caso el dia¬ 
grama del lado izquierdo muestra las fuerzas externas, incluyendo las fuerzas aplica- 
das, las reacciones y el peso del cuerpo. Los diagramas del lado derecho muestran 
los vectores nia y el par la. 

b) Despues, se reduce el numero de incognitas en la ecuacion de diagramas 
de cuerpo libre utilizando las relaciones entre las aceleraciones que se eneontraron 
en el analisis cinematico. Asi, se esta listo para considerar ecuaciones que pueden es- 
cribirse al sumar componentes o momentos. Se elige primero una ecuacion que im¬ 
plique una sola incognita. Luego de resolver con respecto a esta ultima se sustituye 
el valor obtenido en las otras ecuaciones, las cuales se resolveran para las incognitas 
restantes. 


1064 


( continue) 





4. Cuando se resuelven problemas en los que intervienen discos o ruedas ro- 
dantes, tengase presente lo siguiente: 

a) Si el deslizamiento es inminente, la fuerza de friccion que se ejerce sobre 
el cuerpo rodante ha alcanzado su valor maximo, F m = p s N, donde N es la fuerza 
normal ejercida sobre el cuerpo y p s es el coeficiente de friccion estatica entre las 
superficies de contaeto. 

b) Si el deslizamiento no es inminente, la fuerza de friccion F puede tener 
cualquier valor mas pequeno que F m y, por tanto, debe considerarse como una in¬ 
cognita independiente. Despues que se ha determinado F es necesario verificar que 
esta es mas pequena que F m ; si no es asi, el cuerpo no g ira, sino que rueda y se des- 
hza como se describe en el siguiente parrafo. 

c) Si el cuerpo gira ij se desliza al mismo tiempo, entonces no esta rodando 
y la aceleracion a del centra de masa es independiente de la aceleracion angular a del 
cuerpo: a 4=- ra. Por otro lado, la fuerza de friccion tiene un valor bien definido, F = 
Ps-N, donde Pk es el coeficiente de friccion cinetica entre las superficies de contaeto. 

d) En el caso de un disco o rueda rodantes desbalanceados, la relation a = 
ra entre la aceleracion d del centra de masa G y la aceleracion angular a del disco 
o rueda ya no existe. Sin embargo, se cumple una relation similar entre la acelera¬ 
cion a 0 del centro geometrico O y la aceleracion angular a del disco o rueda: a 0 = 
ra. Esta relation se puede utilizar para expresar a en terminos de a y oj (figura 16.18). 


5. En el caso de un sistema de cuerpos rigidos conectados, el objetivo del and- 
lisis cinematico debe ser determinar todas las aceleraciones a partir de los datos pro- 
porcionados o expresarlas en terminos de una sola incognita. (En sistemas con varios 
grados de libertad, sera necesario utilizar tantas incognitas como grados de libertad.) 

El analisis cinetico por lo general se efectuara dibujando una ecuacion de dia- 
gramas de cuerpo libre para el sistema completo, asi como para uno o varios de los 
cuerpos rigidos implicados. En el ultimo caso deben incluirse las fuerzas tanto inter- 
nas como externas, y es necesario tener cuidado para representar con vectores igua- 
les y opuestos las fuerzas que dos cuerpos ejercen entre si. 
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Problemas 


Demuestre que el par la de la figura 16.15 se elimina al aso¬ 
cial' los vectores ma f y ma„ en el punto P, llamado el centro de percusidn, 
localizado en la linea OG a una distancia GP = k 2 /r del centro de rnasa del 
cuerpo. 



Figura PI 6.76 



1 6.76 Una barra ligera y uniforme de longitud L = 36 in. y peso W = 
4 lb cuelga libremente de una articulation en A. Una fuerza horizontal P de 
1.5 lb de magnitud se aplica en B hacia la izquierda (.h = L), determine a) la 
aceleracion angular de la barra y b) las componentes de la reaction en A. 


16.77 En el problema 16.76, determine a ) la distancia h para la cual 
la componente horizontal de la reaction en A es cero y b) la aceleracion an¬ 
gular correspondiente de la barra. 



Una barra ligera y uniforme de longitud L = 900 mm y masa 
m = 4 kg cuelga libremente de una articulation en C. Una fuerza horizon¬ 
tal P de 75 N de magnitud se aplica en el extremo B. Si r = 225 mm, de¬ 
termine a) la aceleracion angular de la barra y b) las componentes de la reac¬ 
tion en A. 


En el problema 16.78, determine a) la distancia 7 para la cual 

q _ L la componente horizontal de la reaction en C es cero y b) la correspondiente 

aceleracion angular de la barra. 


16.80 Una barra delgada uniforme de longitud l y masa m gira alrede- 
dor de un eje vertical AA' con una velocidad angular constante (o. Determine 
la tension en la barra a una distancia x del eje de rotation. 

P 


Figura PI6.78 

A 

c 

?eo 




A’ 

X —*- 

/ 
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Figura P16.80 



































16.81 Un gran volante esta montado sobre una flecha horizontal y gira Problemas -| 067 

a una razon constante de 1 200 rpm. Los datos experimentales indican que 
la fuerza total que ejerce el volante sobre la flecha varfa de 55 kN hacia arriba 
a 85 kN hacia abajo. Determine a) la masa del volante, b) la distancia desde 
el centra del eje hasta el centra de masa del volante. 


16.82 Un disco de turbina con masa de 26 kg gira a razon constante 
de 9 600 rpm. Si el centra de masa del disco coincide con el centra de rotation 
O, determine la reaction en O inmediatamente despues de que una sola aspa 
en A con masa de 45 g, se afloja y se desprende. 

16.83 El obturador que se muestra se formo al quitar un cuarto a un 
disco de 0.75 in. de radio y se usa para interrumpir un haz luminoso que se 
emite desde una lente en C. Si se sabe que el obturador tiene un peso de 
0.125 lb y gira a una razon constante de 24 ciclos por segundo, determine la 
magnitud de la fuerza ejercida por el obturador sobre la flecha en A. 

16.84 y 16.85 Una barra uniforme de longitud L y masa in se sostiene 
en la forma indicada. Si el cable unido en B se rompe de manera repentina, 
determine a) la aceleracion del extremo B y b) la reaction en el soporte ar- 
ticulado. 



Figura P16.83 



¥ 


A 


T 

B 

(a 



1 

- L - 



Figura PI 6.84 


16.86 Un cono uniforme delgado de masa m puede girar libremente 
alrededor de la barra horizontal AB. Si el cono se suelta desde el reposo en 
la position mostrada, determine a) la aceleracion de la punta D, b) la reac¬ 
tion en C. 



El objeto ABC consiste en dos barras delgadas soldadas entre 
si en el punto B. La barra AB tiene una masa de 1 kg y la barra BC tiene 
una masa de 2 kg. Si la magnitud de la velocidad angular de ABC es de 10 
rad/s cuando 0 = 0, determine las componentes de la reaction en el punto 
C cuando 0 = 0. 































1068 Movimiento piano de cuerpos rigidos: 
fuerzas y aceleraciones 


16.88 Una varilla delgada AB de 8 lb y una varilla delgada BC de 5 lb 
estan conectadas mediante un pasador en B y por medio de la cuerda AC. 
El ensamble puede girar en un piano vertical bajo el efecto combinado 
de la gravedad y un par M aplicado a la varilla BC. Si en la posicion mos- 
trada la velocidad angular del ensamble es cero y la tension en la cuerda AC 
es igual a 6 lb, determine a) la aceleracion angular del ensamble, b) la mag- 
nitud del par M. 



Figura PI6.88 



Figura PI 6.89 


16.f Dos barras uniformes, ABC con masa de 3 kg y DCE con masa 
de 4 kg, estan conectadas mediante un pasador en C y por medio de dos 
cuerdas BD y BE. El ensamble en forma de T gira en un piano vertical bajo 
el efecto combinado de la gravedad y de un par M que se aplica a la barra 
ABC. Si en el instante mostrado la tension en la cuerda BD es de 8 N, de¬ 
termine a) la aceleracion angular del ensamble, b) el par M. 

16.90 Una barra ligera de 1.5 kg esta soldada a un disco uniforme de 
5 kg en la forma que se muestra. El ensamble oscila libremente alrededor 
de C en un piano vertical. Si en la posicion indicada el ensamble tiene una 
velocidad angular de 10 rad/s en direction de las manecillas del reloj, deter¬ 
mine a) la aceleracion angular del ensamble, b) las componentes de la reac¬ 
tion en C. 






16.91 Un disco uniforme de 5 kg esta unido a una barra uniforme BC 
de 3 kg mediante un pasador sin friction AB. Una cuerda elastica se enrolla 
alrededor del borde del disco y se une a un anillo en E. Tanto E como la barra 
BC pueden girar con libertad alrededor del eje vertical. Si el sistema se suelta 
desde el reposo cuando la tension en la cuerda elastica es de 15 N, determine 
a) la aceleracion angular del disco, b) la aceleracion del centra del disco. 

16.92 Obtenga la ecuacion 2M C = I c a para el disco rodante de la 
figura 16.17, donde 2M C representa la suma de los momentos de las fuerzas 
externas alrededor del centra instantaneo C e I c es el momenta de inertia 
del disco alrededor de C. 

16.93 Demuestre que en el caso de un disco desequilibrado, la 
ecuacion que se obtuvo en el problema 16.92 solo es valida cuando el cen¬ 
tra de masa G, el centra geometrico O y el centra instantaneo C se en- 
cuentran en una linea recta. 


Figura P16.91 


































16.94 Un neumatico de radio r y radio de giro centroidal k se suelta 
desde el reposo sobre una pendiente y rueda sin deslizarse. Obtenga una_ex- 
presion para la aceleracion del centra del neumatico en terminos de r, k, (3 

yg- 


Un volante esta rigidamente unido a una flecha de 1.5 in. de ra¬ 
dio que puede rodar a lo largo de rieles paralelos en la forma que se indica. 
Cuando se suelta desde el reposo, el sistema rueda 16 ft en 40 s. Determine 
el radio de giro centroidal del sistema. 



Figura P16.95 y PI 6.96 

1 6.96 Un volante de radio de giro centroidal k esta rigidamente unido 
a un eje que puede rodar a lo largo de rieles paralelos. Si se denota con /jl s 
el coeficiente de friction estatica entre el eje y los rieles, deduzca una ex- 
presion para el maximo angulo de inclination (3 para el cual no ocurrira 
deslizamiento. 

16.97 Una esfera homogenea S, un cilindro uniforme C y un tubo del- 
gado P estan en contacto cuando se sueltan desde el reposo sobre la pen¬ 
diente que se muestra. Si los tres objetos ruedan sin deslizarse, determine 
despues de 4 s de movimiento, la distancia libre entre a) el tubo y el cilin¬ 
dro y b) el cilindro y la esfera. 

16.98 a 16.10 Un tambor de 4 in. de radio esta unido a un disco de 
8 in. de radio. El disco y el tambor tienen una masa combinada de 10 lb y 
un radio de giro combinado de 6 in. Se une una cuerda en la forma indicada 
y se jala con una fuerza P de 5 lb de magnitud. Si los coeficientes de fric¬ 
tion estatica y cinetica son, respectivamente, fi s = 0.25 y /** = 0.20, deter¬ 
mine a) si el disco se desliza o no y b) la aceleracion angular del disco y la 
aceleracion de G. 
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Figura PI6.94 




Figura PI6.98 y PI6.102 


16.102 a 16.105 Un tambor de 60 mm de radio se une a un disco de 
120 mm de radio. El disco y el tambor tienen una masa total de 6 kg y un 
radio de giro combinado de 90 mm. Se ata una cuerda en la forma mostrada 
y se jala con una fuerza P de 20 N de magnitud. Si el disco rueda sin deslizarse, 

determine a) la aceleracion angular del mismo y la aceleracion de G y b) el ip 

valor mini mo del coeficiente de friction estatica compatible con este 

movimiento. 



Figura PI6.99 y PI6.103 
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16.106 a 16.108 Una barra de masa m se mantiene en la forma mos- 
trada entre cuatro discos, cada uno con masa m' y radio r = 75 mm. Deter¬ 
mine la aceleracion de la barra inmediatamente despues de haber sido libe- 
rada desde el reposo, si las fuerzas normales sobre los discos son suficientes 
para evitar cualquier deslizamiento y se supone que a) in = 5 kg y m' — 2 
kg, b) la masa to' de los discos es despreciable, c) la masa m de la barra es 
despreciable. 
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Figura P16.106 Figura P16.107 Figura P16.108 



Figura PI 6.109 


16.1 09 Dos discos uniformes Ay B, cada uno con un peso de 4 lb, se 
conectan mediante una barra CD de 3 lb como se muestra en la figura. Un 
par M en sentido contrario al de las manecillas del reloj, con momento de 
1.5 lb • ft, se aplica al disco A. Si se sabe que los discos ruedan sin deslizarse, 
determine a) la aceleracion del centra de cada disco, b) la componente ho¬ 
rizontal de la fuerza ejercida sobre el disco B por el pasador D. 

16.110 El engrane C tiene un peso de 10 lb y un radio de giro cen- 
troidal de 3 in. La barra uniforme AB tiene un peso de 6 lb y el engrane D 
es estacionario. Si el sistema se suelta desde el reposo en la position que se 
muestra, determine a) la aceleracion angular del engrane C y b) la aceleracion 
del punto B. 


P 




16.111 La mitad de un cilindro uniforme de masa m esta en reposo 
cuando se aplica una fuerza P en la forma mostrada. Si se supone que la sec¬ 
tion rueda sin deslizarse, determine a) su aceleracion angular, b ) el valor nri- 
nimo de /r s que sea compatible con el movimiento. 

16.112 Retome el problema 16.111, y ahora suponga que la fuerza P 
aplicada en el punto B esta dirigida horizontalmente hacia la derecha. 


Figura PI6.111 

































16.113 Una pequena abrazadera de masa m B se une en B al aro de 
masa m h . El sistema se suelta desde el reposo cuando 6 = 90° y rueda sin 
deslizarse. Si mj, = 3 m B , determine a) la aceleracion angular del aro y b) las 
componentes horizontal y vertical de la aceleracion de B. 

16.114 Una pequena abrazadera de masa m B se une a B en un aro de 
masa rn k . Si el sistema se suelta desde el reposo y rueda sin deslizarse, obtenga 
una expresion para la aceleracion angular del aro en terminos de m B , rn h , ry B. 

16.115 El centra de gravedad G de una rueda de traction desequili- 
brada de 1.5 kg se ubica a una distancia r = 18 mm de su centra geometrico 
B. El radio de la rueda es R = 60 mm y su radio de giro centroidal es de 44 
mm. En el instante que se muestra, el centra B de la rueda tiene una ve- 
locidad de 0.35 m/s y una aceleracion de 1.2 m/s 2 , ambas dirigidas hacia la 
izquierda. Si se sabe que la rueda gira sin deslizarse y si se desprecia la masa 
del yugo de traction AB, determine la fuerza P horizontal aplicada al yugo. 

Una barra de 2 kg esta unida a un cilindro uniforme de 5 kg 
mediante un pasador cuadrado P, corno se muestra en la figura. Si r = 0.4 
m, h = 0.2 m, 6 = 20°, L — 0.5 m y u> = 2 rad/s en el instante mostrado, 
determine las reacciones en P en este instante, suponiendo que el cilindro 
rueda sin deslizarse hacia abajo sobre el piano inclinado. 

16.117 Los extremos de una varilla uniforme AB de 10 kg estan uni- 
dos a collarines de masa despreciable que se deslizan sin friction a lo largo 
de barras fijas. Si la varilla se suelta desde el reposo cuando 6 — 25°, deter¬ 
mine inmediatamente despues de la liberation a) la aceleracion angular de 
la varilla, b) la reaction en A, c) la reaction en B. 

16.118 Los extremos de una varilla uniforme AB de 10 kg estan unidos 
a collarines de masa despreciable que se deslizan sin friction a lo largo de 
barras fijas. Se aplica una fuerza vertical P al collarin B cuando 6 = 25°, lo 
que ocasiona que el collarin parta desde el reposo con una aceleracion hacia 
arriba de 12 m/s 2 . Determine a) la fuerza P, b) la reaction en A. 

16.119 El movimiento de la barra uniforme AB de 8 lb se guia me¬ 
diante ruedas pequenas de peso despreciable que ruedan sin friction a lo 
largo de las ranuras mostradas. Si la barra se suelta desde el reposo en la po¬ 
sition indicada, determine inmediatamente despues de la liberation a) la ace¬ 
leracion angular de la barra, b) la reaction en B. 
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Figura PI 6.116 



Figura PI 6.119 
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B 



Figura PI6.122 



1 6.120 La varilla uniforme AB de 4 lb esta unida a collarines de masa 
despreciable que pueden deslizarse sin friccion a lo largo de las barras fijas 
mostradas. La varilla AB se encuentra en reposo en la posicion 9 — 25°, 
cuando se aplica una fuerza horizontal P al collarin A, lo que ocasiona que 
este inicie su movimiento hacia la izquierda con una aceleracion de 12 ft/s 2 . 
Determine a) la fuerza P, b) la reaccion en B. 



Figura P16.120 y P16.121 

16.121 La varilla uniforme AB de 4 lb esta unida a collarines de masa 
despreciable que pueden deslizarse sin friccion a lo largo de las barras fijas 
mostradas. Si la varilla AB se suelta desde el reposo en la posicion 9 = 25°, 
determine inmediatamente despues de la liberacion a) la aceleracion angu¬ 
lar de la varilla, b) la reaccion en B. 

16.122 El movimiento de una barra uniforme AB de 5 kg de masa y 
longitud L = 750 mm se guia por medio de dos ruedas pequenas de masa 
despreciable que ruedan sobre la superficie mostrada. Si la barra se suelta 
desde el reposo cuando 9 = 20°, determine inmediatamente despues de la 
aceleracion a) la aceleracion angular de la barra y b) la reaccion en A. 

16.123 El extremo A de la varilla uniforme AB de 8 kg esta unido a 
un collarin que puede deslizarse sin friccion sobre una barra vertical. El ex¬ 
tremo B de la varilla esta unido a un cable vertical BC. Si la varilla se suelta 
desde el reposo en la posicion mostrada, determine inmediatamente despues 
de la liberacion a) la aceleracion angular de la varilla, b) la reaccion en A. 



Figura PI6.123 

1 6.124 La barra uniforme ABD de 4 kg esta conectada a una manivela 
BC y dispone de una pequena rueda que puede rodar sin friccion a lo largo 
de una ranura vertical. Si en el instante que se muestra la manivela BC gira 
con una velocidad angular de 6 rad/s en el sentido de las manecillas del reloj 
y con una aceleracion angular de 15 rad/s 2 en sentido contrario al de las 
manecillas del reloj, determine la reaccion en A. 


Figura P16.124 
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16.125 La barra uniforme BD de 250 mm y 5 kg de masa esta conec- 
tada como se muestra al disco A y a un collarfn de masa despreciable, el cual 
puede deslizarse libremente a lo largo de una barra vertical. Si se sabe que 
el disco A gira en sentido contrario al de las manecillas del reloj a la veloci- 
dad constante de 500 rpm, determine las reacciones en D cuando 0 — 0. 

16.126 Retome el problema 16.125 cuando 0 = 90°. 

16.127 La barra uniforme BD de 15 in. pesa 8 lb y esta conectada 
como se muestra a la manivela AB y al collann D de masa despreciable, el 
cual puede deslizarse libremente a lo largo de una barra horizontal. Si se sabe 
que la manivela AB gira en sentido contrario al de las manecillas del reloj a 
razon constante de 300 rpm, determine la reaction en D cuando 0 = 0. 

16.128 Retome el problema 16.127 cuando 0 = 90°. 

16.129 La barra uniforme AB de 3 kg de masa esta conectada a la 
manivela BD y a un collann de peso despreciable, el cual puede deslizarse 
libremente a lo largo de la barra EF. Si se sabe que en la position mostrada 
la manivela BD gira con una velocidad angular de 15 rad/s y una aceleracion 
angular de 60 rad/s 2 , ambas en el sentido de las manecillas del reloj, deter¬ 
mine la reaction en A. 



16.130 En el problema 16.129, determine la reaction en A si se sabe 
que en la position mostrada la manivela BD gira con una velocidad angular 
de 15 rad/s en el sentido de las manecillas del reloj y una aceleracion angu¬ 
lar de 60 rad/s 2 en el sentido contrario. 

Un conductor arranca su automovil con la puerta del lado del 
conductor abierta (0 = 0). La puerta de 80 lb tiene un radio de giro cen- 
troidal k = 12.5 in., y su centra de masa se localiza a una distancia r = 22 
in. de su eje de rotation vertical. Si se sabe que el conductor mantiene una 
aceleracion constante de 6 ft/s 2 , determine la velocidad angular de la puerta 
cuando se cierra de golpe (0 = 90°). 

Para el automovil del problema 16.131, determine la acelera¬ 
cion constante minima que el conductor puede mantener si la puerta ha de 
cerrarse perfectamente, si se sabe que, cuando la puerta golpee el marco, su 
velocidad angular debe ser al menos de 2 rad/s para que opere el mecanismo 
de la cerradura. 

16.133 Dos barras uniformes de 8 lb se conectan para formar el vari- 
llaje mostrado. Si se desprecia el efecto de la friction, determine la reaction 
en D inmediatamente despues de soltar el varillaje desde el reposo en la po¬ 
sition mostrada. 




Figura P16.127 



Figura PI6.131 
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Figura PI 6.136 y PI6.137 



Figura P16.138 


16.134 El varillaje ABCD se forma conectando la barra BC de 3 kg a 
las barras AB y CD de 1.5 kg. El movimiento del varillaje se controla me- 
diante el par M aplicado a la barra AB. Si en el instante mostrado la veloci- 
dad angular de la barra AB es de 24 rad/s en el sentido de las maneciUas del 
reloj y no hay aceleracion angular, determine a) el par M, b) las componen- 
tes de la fuerza ejercida en B sob re la barra BC. 

Retome el problema 16.134, y ahora suponga que en el ins¬ 
tante indicado la barra AB tiene una velocidad angular de 24 rad/s en el sen¬ 
tido de las manecillas del reloj y una aceleracion angular de 160 rad/s 2 en el 
sentido contrario. 

16 il 36 La barra AB de 4 lb y la barra BC de 6 lb estan conectadas 
como se muestra a un disco que se pone a girar en un piano vertical a una 
velocidad angular constante de 6 rad/s en el sentido de las manecillas del 
reloj. Para la position indicada, determine las fuerzas ejercidas en Ay B sa¬ 
bre la barra AB. 

16. i37 La barra AB de 4 lb y la barra BC de 6 lb estan conectadas 
como se indica a un disco que se pone a girar en un piano vertical. Si en el 
instante indicado el disco tiene una aceleracion angular de 18 rad/s 2 en el sen¬ 
tido de las manecillas del reloj y no tiene velocidad angular, determine las 
componentes de las fuerzas ejercidas en Ay B sobre la barra AB. 

16.138 En el sistema motriz mostrado, l = 250 mm y b = 100 mm. 
Se supone que la biela BD es una barra uniforme y ligera de 1.2 kg que esta 
unida al piston P de 1.8 kg. Durante una prueba del sistema, la manivela AB 
se pone a girar con una velocidad angular constante de 600 rpm en el sen¬ 
tido de las manecillas del reloj sin ninguna fuerza aplicada a la cara del pis¬ 
ton. Determine las fuerzas ejercidas sobre los puntos B y D de la biela cuando 
6 = 180°. (Desprecie el efecto del peso de la biela.) 

16.139 Retome el problema 16.138 cuando 6 = 90°. 

16.140 Dos barras identicas AC y CE, cada una de peso W, se unen 
para formar el varillaje mostrado. Si se sabe que en el instante indicado la 
fuerza P ocasiona que el rodillo conectado en D se mueva hacia la izquierda 
con una velocidad constante v D , determine la magnitud de la fuerza P en 
terminos de L, W, v D y d. 



Figura PI6.140 
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16.141 El poste uniforme ABC de 50 kg y 6 m de largo tiene, en el 
instante mostrado, una velocidad angular de 1 rad/s en sentido contrario al 
de las manecillas del reloj y el punto C se desliza hacia la derecha. Una fuerza 
horizontal P de 500 N actua en B. Si el coeficiente de friccion cinetica en- 
tre el poste y el suelo es de 0.3, determine en este instante a) la aceleracion 
del centra de gravedad, b) la fuerza normal entre el poste y el suelo. 

*16.142 Un disco uniforme de rnasa m — 4 kg y radio r = 150 mm esta 
soportado por una banda ABCD que se encuentra empemada al disco en B y 
en C. Si la banda se rompe de manera subita en un punto localizado entre A 
y B, determine a) la aceleracion del centra del disco, b) la tension en la parte 
CD de la banda. 




*16.143 Dos discos, cada uno con masa m y radio r, se conectan de la 
forma mostrada por medio de una cadena continua de masa despreciable. Si 
de manera repentina se quita un pasador en el punto C de la cadena, de¬ 
termine a ) la aceleracion angular de cada disco, b) la tension en la parte 
izquierda de la cadena y c) la aceleracion del centra del disco B. 

* 1 I Una barra uniforme AB, con peso de 30 lb y longitud de 3 ft, 
se une al carrito C de 40 lb. Si se desprecia la friccion, determine inmedia- 
tamente despues de que el sistema se libera desde el reposo, a) la acelera¬ 
cion del carrito, b) la aceleracion angular de la barra. 

*16.145 Una barra ligera y uniforme AB de masa m se suspende como 
se muestra de un disco uniforme que tiene la misma masa m. Determine las 
aceleraciones de los puntos Ay B inmediatamente despues de que se ha apli- 
cado una fuerza horizontal P en B. 





Figura PI6.145 
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*16.146 La varilla delgada AB de 5 kg esta conectada mediante un 
pasador a un disco uniforme de 8 kg, como se muestra en la figura. In- 
mediatamente despues de que el sistema se suelta desde el reposo, deter¬ 
mine la aceleracion de a) el punto A, b ) el punto B. 



Figura PI 6.147 



*16.147 y *16.148 El cilindro B de 6 lb y la curia A de 4 lb se 
mantienen en reposo en la position indicada con ayuda de la cuerda C. Si se 
supone que el cilindro rueda sin deslizarse sobre la cuna y se desprecia la 
friction entre la cuna y el suelo, determine, inmediatamente despues de que 
se corta la cuerda C, a) la aceleracion de la cuna, b) la aceleracion angular 
del cilindro. 



Figura PI6.148 


*16.149 Cada una de las barras AB y BC de 3 kg tiene una longitud 
de L = 500 mm. Se aplica una fuerza horizontal P de 20 N a la barra BC 
como se muestra en la figura. Si b = L (P se aplica en C), determine la ace¬ 
leracion angular de cada barra. 



Figura PI6.149 y PI6.150 


*16.150 Cada una de las barras AB y BC de 3 kg tiene una longitud 
L = 500 mm. Se aplica una fuerza horizontal P de 20 N a la barra BC. Para 
la position indicada, determine a) la distancia b para la cual la barra se rnueve 
como si formara un cuerpo rigido, b) la aceleracion angular correspondiente 
de las barras. 

*16.151 a) Determine la magnitud y la ubicacion del momenta flec- 
tor maximo en la barra del problema 16.76. b) Muestre que la respuesta del 
inciso a) es indepeudiente del peso de la barra. 

*16.152 Dibuje los diagramas de cortante y momenta flector para la 
barra del problema 16.84 inmediatamente despues de que se rompe el ca¬ 
ble en B. 

























R EPASO Y RESUME N 
DEL CAPITULO 16 


En este capitulo se estudio la cinetica de cuerpos rigidos, esto es, 
las relaciones que existen entre las fuerzas que actuan sobre un cuer- 
po rfgido, la forma y la masa del cuerpo y el movimiento que se pro¬ 
duce. Salvo por las primeras dos secciones, las cuales se aplicaron al 
caso mas general del movimiento de un cuerpo rfgido, el analisis se 
restringio al movimiento piano de placas rigidas y cuerpos rigidos 
simetricos con respecto al piano de referenda. El estudio del movi¬ 
miento piano de cuerpos rigidos no simetricos y del movimiento de 
cuerpos rigidos en el espacio tridimensional se considerara en el ca- 
pitulo 18. 


Se recordaron primero [section 16.2] las dos ecuaciones funda- 
mentales que se dedujeron en el capitulo 14 para el movimiento de 
un sistema de particulas y se observo que se aplican al caso mas ge¬ 
neral del movimiento de un cuerpo rfgido. La primera ecuacion de¬ 
fine el movimiento del centra de masa G del cuerpo; se tiene 

2F = ma (16.1) 

donde m es la masa del cuerpo y a es la aceleracion de G. La se- 
gunda se relaciona con el movimiento del cuerpo relativo al sistema 
de referencia centroidal; se escribe 

2M g = H G (16.2) 

donde H G es la razon de cambio de la cantidad de movimiento an¬ 
gular H g del cuerpo alrededor de su centra de masa G. Juntas, las 
ecuaciones (16.1) y (16.2) expresan que el sistema de fuerzas exter- 
nas es equipolente al sistema compuesto por el vector ma en G y el 
par de momento H G (figura 16.19). 


Ecuaciones fundamentales de movimiento 
de un cuerpo rfgido 



Figura 16.19 


llestringiendo el analisis en este punto y para el resto del capitu- 

ii . . , i ii . . i 1 , . i . .. . Cantidad de movimiento anqular en 

lo al movimiento piano de placas rigidas y cuerpos ngidos simetricos 

ii i r . & i J I) i^.r.1 i movimiento piano 

con respecto al piano de reterencia, se demostro Lseccion 16.3J que ia 

cantidad de movimiento angular del cuerpo podn'a expresarse como 

H g = Im (16.4) 

donde I es el momento de inercia del cuerpo alrededor del eje cen¬ 
troidal perpendicular al piano de referencia v to es la veloeidad an¬ 
gular del cueipo. Al diferenciar ambos miembros de la ecuacion 
(16.4) se obtuvo 

H g = I(o = la (16.5) 

que muestra que en el caso restringido que se eonsidero aqui, la ra¬ 
zon de cambio de la cantidad de movimiento angular del cuerpo rfgido 
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puede representarse mediante un vector de la lriisma direction que a 
(esto es, perpendicular al piano de referencia) y con magnitud la. 


Ecuaciones para el movimiento piano 
de un cuerpo rfgido 


Se concluye de lo anterior [section 16.4] que el movimiento pia¬ 
no de una placa rfgida o de un cuerpo rfgido simetrico con respecto al 
piano de referencia se define mediante las tres ecuaciones escalares 


1,F X = ma x SFy = ma y EM C = la (16.6) 


Principio de d’Alembert 



Figura 16.20 

Ecuacion de cuerpo libre de diagramas 


Se concluye ademas que las fuerzas extemas que actuan sobre un cuer¬ 
po rigido son realmente equivalentes a las fuerzas efectivas de las cli- 
versas particulas queforman el cuerpo. Este enunciado, conocido co- 
mo principio de d’Alembert, puede expresarse en la forma del diagrama 
vectorial que se muestra en la figura 16.20, donde las fuerzas efectivas 
se han representado mediante un vector ma fijo en G y un par la. En 
el caso particular de una placa en traslacion, las fuerzas efectivas que 
se muestran en la parte b) de esta figura se reducen a un solo vector 
ma en tanto que en el caso particular de una placa en rotacion cen- 
troidal, se reducen a un solo par /ay en otro caso de movimiento pia¬ 
no, tanto el vector ma como el par la deben incluirse. 

Cualquier problema en el que intervenga el movimiento piano 
de una placa rfgida se resuelve dibujando una ecuacion de diagra¬ 
mas de cuerpo libre similar al de la figura 16.20 [section 16.6]. Es 
posible obtener tres ecuaciones de movimiento al igualar las com- 
ponentes x, las eomponentes y y los momentos alrededor de un pun- 
to arbitrario A, de las fuerzas y vectores que participan [problemas 
resueltos 16.1, 16.2, 16.4 y 16.5]. Una solution alternativa se obtie- 
ne al agregar a las fuerzas externas un vector de inercia_—ma de sen- 
tido opuesto al de a, fijo en G, y un par de inercia —la de sentido 
opuesto al de a. El sistema que se obtiene de este modo es equiva- 
lente a cero y se dice que la placa esta en equilibria dindmico. 


Cuerpos rigidos conectados El metodo que acaba de describirse se emplea tambien para re¬ 

solver problemas que implican el movimiento piano de varios cuer¬ 
pos rigidos conectados [section 16.7]. Se dibuja una ecuacion de dia¬ 
gramas de cuerpo libre para cada parte del sistema, y las ecuaciones 
de movimiento obtenidas se resuelven de manera simultanea. Sin 
embargo, en algunos casos es posible dibujar un solo diagrama pa¬ 
ra todo el sistema, en el que se incluyan todas las fuerzas externas, 
asi como los vectores ma y los pares la asociados con las diversas 
partes del sistema [problema resuelto 16.3]. 


Movimiento piano restringido En la segunda parte del capitulo se estudian cuerpos rigidos que 

se mueven bajo restricciones determinadas [section 16.8]. Si bien el 
analisis cinetico del movimiento piano restringido de una placa rfgi¬ 
da es el mismo que antes, debe complementarse con un analisis ci- 
nematico que persigue expresar las eomponentes d x y a y de la ace- 
leracion del centra de masa G de la placa en terminos de su 
aceleracion angular a. Los problemas que se resuelven de este mo¬ 
do incluyen la rotacion no centroidal de barras y placas [problemas 
resueltos 16.6 y 16.7], el movimiento de rodamiento de esferas y rue- 
das [problemas resueltos 16.8 y 16.9], y el movimiento piano de di- 
versos tipos de varillajes [problema resuelto 16.10]. 


Problemas de repaso 


16.153 El eje de un disco de 5 in. de radio se encaja dentro de una 
ranura que forma un angulo de 30° con la vertical. El disco se encuentra en 
reposo cuando se pone en contacto con una banda transportadora que se 
mueve a velocidad constante. Si se sabe que el coeficiente de friction cinetica 
entre el disco y la banda es de 0.20 y se desprecia la friction de rodamiento, 
determine la aceleracion angular del disco mientras ocurre el deslizamiento. 

16.15 Retome el problema 16.153, y ahora suponga que se invierte 
la direction del movimiento de la banda transportadora. 

16.155 Unos cilindros identicos de masa m y radio r se empujan me- 
diante una serie de brazos moviles. Si se supone que el coeficiente de friction 
entre todas las superficies es /i < 1 y se denota con a la magnitud de 
la aceleracion de los brazos, obtenga una expresion para a) el valor maximo 
permisible de a si cada cilindro debe rodar sin deslizarse, b) el valor mini- 
mo permisible de a si cada cilindro debe moverse hacia la derecha y sin girar. 



Figura PI 6.153 



Figura PI6.155 


Un ciclista avanza a una velocidad de 20 mph sobre un camino 
horizontal. La distancia entre los ejes de la bicicleta es de 42 in., y el centra 
de masa del ciclista y la bicicleta se ubica a 26 in. debajo del eje delantero y 
40 in. arriba del suelo. Si el ciclista aplica los frenos solo sobre la rueda de- 
lantera, determine la distancia mas corta en la que puede detenerse sin ser 
lanzado sobre la rueda delantera. 

6 57 La varilla uniforme AB de peso W se suelta desde el reposo 
cuando /3 = 70°. Si se supone que la fuerza de friction entre el extremo A 
y la superficie es suficientemente para evitar el deslizamiento, determine in- 
mediatamente despues de la liberation a) la aceleracion angular de la vari¬ 
lla, b ) la reaction normal en A, c) la fuerza de friction en A. 

16. 58 La varilla uniforme AB de peso W se suelta desde el reposo 
cuando /3 = 70°. Si se supone que la fuerza de friction entre el extremo A 
y la superficie es cero, determine inmediatamente despues de la liberation 
a) la aceleracion angular de la varilla, b) la aceleracion del centra de masa 
de la varilla, c) la reaction en A. 
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16.159 Una placa uniforme de masa m se cuelga en cada una de las 
formas mostradas. Para cada caso determine, inmediatamente despues de 
que la conexion B se ha liberado, a) la aceleracion angular de la placa, b) la 
aceleracion de su centra de masa. 



Figura PI 6.159 


16.160 La barra delgada AB de peso W se mantiene en equilibrio 
mediante dos contrapesos, cada uno con un peso de j^W. Si el alambre B 
se corta, determine la aceleracion en ese instante a) del punto A, b) del 
punto B. 


co 



L 




G C 


Figura P16.161 


16.161 El centra de masa G de una rueda de 5 kg con radio R = 300 
mm se localiza a una distancia r = 100 mm de su centra geometrico C. El 
radio de giro centroidal es k = 150 mm. Cuando la rueda gira sin deslizarse, 
su velocidad angular varia y se observa que u> — 8 rad/s en la position 
mostrada. Determine la aceleracion angular correspondiente de la rueda. 


Dos barras delgadas, cada una de longitud l y masa m, se 
sueltan desde el reposo en la position mostrada. Si un pequeno boton, ubi- 
cado en el extremo B de la varilla AB se apoya sobre la barra CD, determine, 
inmediatamente despues de la liberation a) la aceleracion del extremo C de 
la barra CD, b ) la fuerza ejercida sobre el boton. 



Figura PI6.162 
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16.163 El movimiento de una placa cuadrada con lados de 150 mm y 
masa de 2.5 kg, esta guiado mediante pasadores en las esquinas Ay B que 
se deslizan por ranuras cortadas en una pared vertical. Inmediatamente des¬ 
pues de que la placa se libera desde el reposo en la position mostrada, de¬ 
termine a) la aceleracion angular de la placa, b) la reaction en la esquina A. 



Retome el problema 16.163, y ahora suponga que la placa se 
conecta con un solo pasador en la esquina A. 



Figura P16.164 















Problemas de computadora 


16.Cl La barra AB de 5 lb se suelta desde el reposo en la position mos- 
trada. a) Si se supone que la fuerza de friction entre el extremo A y la su- 
perficie es suficientemente grande para evitar el deslizamiento, use software 
para calcular la reaction normal y la fuerza de friction en A inmediatamente 
despues de la liberation para valores de /3 desde 0 hasta 85°. b) Si se sabe 
que el coeficiente de friction estatica entre la barra y el piso es en realidad 
igual a 0.50, determine el rango de valores de /3 para los cuales la barra se 
deslizara inmediatamente despues de haber sido liberada desde el reposo. 



Figura PI 6.Cl 

16.C2 El extremo A de una barra AB de 5 kg se mueve hacia la iz- 
quierda a una velocidad constante v A = 15 m/s. Con software calcule y gra- 
fique las reacciones normales en los extremos A y B de la barra para valores 
de 9 desde 0 hasta 50°. Determine el valor de 9 con el cual el extremo B de 
la barra pierde contacto con la pared. 
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Figura P16.C2 
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Un cilindro de 30 lb, diametro b = 8 in. y altura h = 6 in. se 
coloca sobre una plataforma CD de 10 lb, la cual se mantiene en la position 
indicada por medio de tres cables. Se desea determinar el valor rninimo de 
fi s entre el cilindro y la plataforma para la cual el cilindro no se desliza so¬ 
bre la plataforma, inmediatamente despues de que se corta el cable AB. Con 
software calcule y grafique el valor minimo permisible de fi s para valores de 
9 desde 0 hasta 30°. Si se sabe que el valor real de /a, es 0.60, determine el 
valor de 9 en el cual el deslizamiento es inminente. 



Figura P16.C3 



Para el sistema motriz del problema 15.C3 del capitulo 15, las 
masas del piston P y la biela BD son 2.5 y 3 kg, respectivamente. Si durante 
una prueba del sistema no se aplica ninguna fuerza a la cara del piston, use 
software para calcular y graficar las componentes horizontal y vertical de las 
reacciones dinamicas ejercidas sobre la biela en B y D para valores de 9 desde 
0 hasta 180°. 

Una barra uniforme y ligera AB de masa m se suspende de los 
resortes AC y BD en la forma que se muestra. Con software, calcule y grafique 
las aceleraciones de los extremos Ay B, inmediatamente despues de que el 
resorte AC se rompe, para valores de 9 desde 0 hasta 90°. 



Figura P16.C5 














En este capitulo se agregaran los metodos 
de la energia y la cantidad de movimiento 
a las herramientas disponibles para el 
estudio del movimiento de cuerpos rigidos. 
Por ejemplo, las fuerzas ejercidas sobre las 
manos de este gimnasta mientras oscila 
de un anillo a otro pueden determinarse 
mediante el uso del principio de la 
conservacion de la energia y la aplicacion 
directa de la segunda ley de Newton. 
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CAPITULO 


Movimiento piano de cuerpos 
rfgidos: metodos de la energfa 
y la cantidad de movimiento 
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17.1. INTRODUCCION 


CAPITULO 17 MOVIMIENTO 
PLANO DE CUERPOS RIGIDOS: 
METODOS DE LA ENERGIA Y LA 
CANTIDAD DE MOVIMIENTO 

Introduccion 

Principio del trabajo y la energia 
para un cuerpo ri'gido 
Trabajo de las fuerzas que 
actuan sobre un cuerpo ri'gido 
Energia cinetica de un cuerpo 
ri'gido en movimiento piano 
Sistemas de cuerpos rigidos 
Conservacion de la energia 
Potencia 

Principio del impulso y la 
cantidad de movimiento para el 
movimiento piano de un cuerpo 
ri'gido 

Sistemas de cuerpos rigidos 
Conservacion de la cantidad de 
movimiento angular 
Movimiento impulsivo 
Impacto excentrico 


En este capitulo se usa el metodo del trabajo y la energia y el del im¬ 
pulso y la cantidad de movimiento para analizar el movimiento piano 
de cuerpos rigidos y de sistemas de cuerpos rigidos. 

Primero se considera el metodo del trabajo y la energia. En las sec- 
ciones 17.2 a 17.5 se definen el trabajo de una fuerza y de un par, y se 
obtendra una expresion para la energia cinetica de un cuerpo rfgido en 
movimiento piano. El principio del trabajo y la energia se utiliza despues 
para resolver problemas en los que participan desplazamientos y veloci- 
dades. En la section 17.6 se aplica al principio de la conservacion de la 
energia a la solution de una diversidad de problemas de ingenierfa. 

En la segunda parte del capitulo, el principio del impulso y la can¬ 
tidad de movimiento se aplica en la solution de problemas que impli- 
can velocidades y tiempo (secciones 17.8 y 17.9) y se presentara y es- 
tudiara el concepto de la conservacion de la cantidad de movimiento 
angular (section 17.10). 

En la ultima parte del capitulo (secciones 17.11 y 17.12) se consi- 
deran problemas que incluyen el impacto excentrico de cuerpos rfgi- 
dos. Como se hizo en el capitulo 13, donde se analiza el impacto de 
particulas, se usara el coeficiente de restitution entre cuerpos que cho- 
can aunado al principio del impulso y la cantidad de movimiento en la 
solution de problemas de impacto. Tambien se demuestra que el me¬ 
todo utilizado se aplica no solo cuando los cuerpos que chocan se mue- 
ven con libertad despues del impacto, sino tambien cuando los cuer¬ 
pos estan sujetos a restricciones parciales en su movimiento. 


17.2. PRINCIPIO DEL TRABAJO Y LA ENERGIA 
PARA UN CUERPO RIGIDO 



Fotografi'a 17.1 El trabajo realizado por la 
friccion reduce la energia cinetica del neumatico. 


El principio del trabajo y la energia se utilizara ahora para analizar el 
movimiento piano de cuerpos rigidos. Como se senalo en el capitulo 
13, este metodo en particular se adapta bien a la solution de proble¬ 
mas en los que intervienen velocidades y desplazamientos. Su ventaja 
principal radica en el hecho de que el trabajo de fuerzas y la energia 
cinetica de particulas son cantidades escalares. 

Para aplicar el principio del trabajo y la energia en el analisis del 
movimiento de un cuerpo ri'gido, se supondra otra vez que el cuerpo 
rfgido esta compuesto por un gran numero n de particulas de masa 
Am,. Si se recuerda la ecuacion (14.30) de la section 14.8, se escribe 

T, + U^ 2 = T 2 (17.1) 

donde T 1; T 2 = valores initial y final de la energia cinetica total de las 
particulas que forman al cuerpo rfgido 

U\ _ >2 = trabajo de todas las fuerzas que actuan sobre las di- 

versas particulas del cuerpo 

La energia cinetica total 


T 


1 2 A mpf 


(17.2) 


se obtiene al sumar cantidades escalares positivas, y ella misma es una 
cantidad escalar positiva. Despues se vera como puede determinarse T 
para diversos tipos de movimiento de un cuerpo rfgido. 
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La expresion U i_> 2 en (17.1) representa el trabajo de todas las fuer- 
zas que actuan sobre las distintas partfculas del cuerpo, ya sea que es- 
tas fuerzas sean internas o externas. Sin embargo, como se vera, el tra¬ 
bajo total de las fuerzas internas que mantienen unidas las partfculas 
de un cuerpo rfgido es cero. Considere dos partfculas A y B de im cuer¬ 
po rfgido y las dos fuerzas iguales y opuestas F y — F que se ejercen 
entre sf (figura 17.1). Mientras que, en general, los pequenos despla- 
zamientos dr y dr' de las dos partfculas son diferentes, las componen- 
tes de estos desplazamientos a lo largo de AB deben ser iguales; de 
otra forma, las partfculas no permanecerfan a la misma distancia una de 
otra y el cuerpo no serfa rfgido. Por lo tanto, el trabajo de F es igual en 
magnitud y opuesto en signo al trabajo de — F, y su suma es cero. Asf, 
el trabajo total de las fuerzas internas que actuan sobre las partfculas de 
un cuerpo rfgido es cero, y la expresion U i_» 2 en la ecuacion (17.1) se 
reduce al trabajo de las fuerzas externas y estas actuan sobre el cuerpo 
durante el desplazamiento considerado. 


17.3. Trabajo de las fuerzas que actuan sobre 1087 
un cuerpo rigido 



17.3. TRABAJO DE LAS FUERZAS QUE ACTUAN 
SOBRE UN CUERPO RIGIDO 


En la section 13.2 se vio que el trabajo de una fuerza F durante un 
desplazamiento de su punto de aplicacion desde A\ hasta A 2 es 

f/r -2 = fF • dr (17.3) 

Ja i 

o 


f/i-ris = f* (F cos a) ds (17.3') 

Js i 

donde F es la magnitud de la fuerza, a es el angulo que forma con la 
direction de movimiento de su punto de aplicacion A y s es la variable 
de integration que mide la distancia recorrida por A a lo largo de su 
trayectoria. 

Al calcular el trabajo de las fuerzas externas que actuan sobre un 
cuerpo rigido, es a menudo conveniente determinar el trabajo de un par 
sin considerar por separado el trabajo de cada una de las fuerzas que lo 
forman. Considere las dos fuerzas F y — F que forman un par de mo¬ 
menta M y que actuan sobre un cuerpo rfgido (figura 17.2). Cualquier 
desplazamiento pequeno del cuerpo rfgido que lleve a A y B, respecti- 
vamente, hacia A' y B" puede dividirse en dos partes: en una parte los 
puntos Ay B experimentan iguales desplazamientos dru en la otra, A' 
permanece fija mientras que £>' se mueve hacia B" a lo largo de un des¬ 
plazamiento dr 2 de magnitud ds 2 = r dd. En la primera parte del movi¬ 
miento, el trabajo de F es igual en magnitud y opuesto en signo al tra¬ 
bajo de —F y su suma es cero. En la segunda parte del movimiento solo 
trabaja la fuerza F, y su trabajo es dU = F ds 2 = Fr dO. Pero el produc- 
to Fr es igual a la magnitud M del momenta del par. De tal modo, el 
trabajo de un par de momenta M que actua sobre un cuerpo rfgido es 

dU = M dd (17.4) 



donde dd es el pequeno angulo, expresado en radianes, que el cuerpo 
gira. Adviertase de nuevo que el trabajo debe expresarse en unidades 
obtenidas al multiplicar unidades de fuerza por unidades de longitud. 
El trabajo del par durante una rotation finita del cuerpo rfgido se ob- 









Movimiento piano de cuerpos rigidos: 
metodos de la energia y la cantidad 
de movimiento 



Figura 17.3 


tiene integrando ambos miembros de (17.4) desde el valor inicial 9\ 
del angulo 9 hasta su valor final 0 2 . Se escribe 



(17.5) 


Cuando el momento M del par es constante, la formula (17.5) se re¬ 
duce a 

17 !— > 2 = M(0 2 - 9,) (17.6) 

En la seccion 13.2 se senalo que varias fuerzas que se encuentran 
en los problemas de cinetica no realizan trabajo. Son fuerzas aplica- 
das en puntos fijos o que actuan en una direction perpendicular al 
desplazamiento de su punto de aplicacion. Entre las fuerzas que no 
trabajan se han listado las siguientes: la reaction en un pasador sin 
friccion cuando el cuerpo soportado gira alrededor del pasador; la reac¬ 
cion en una superficie sin friccion cuando el cuerpo en contaeto se 
mueve a lo largo de la superficie, y el peso del cuerpo cuando su cen¬ 
tra de gravedad se mueve horizontalmente. Ademas es posible agre- 
gar aliora que cuando un cuerpo rigido rueda sin deslizarse sobre una 
superficie fija, la fuerza de friccion F en el punto de contaeto C no 
realiza trabajo. La velocidad Vc del punto de contaeto C es cero, y el 
trabajo de la fuerza de friccion F durante un desplazamiento peque- 
iio del cuerpo rigido es 

dU = F ds c = F(v c dt ) = 0 


17.4. ENERGIA CINETICA DE UN CUERPO RIGIDO 
EN MOVIMIENTO PLANO 

Considere un cuerpo rigido de masa m en movimiento piano. Recuer- 
de de la seccion 14.7 que, si la velocidad absoluta v, de cada particula 
P, del cuerpo se expresa como la suma de la velocidad v del centra de 
masa G del cuerpo y de la velocidad v/ de la particula relativa al siste- 
ma de referenda Gx'y' fijo en G y de orientation fija (figura 17.3), la 
energia cinetica del sistema de particulas que forman al cuerpo rigido 
puede escribirse en la forma 

T = |r/m 2 + vf (17.7) 

z i =i 

Pero la magnitud vj de la velocidad relativa de P, es igual al produc- 
to r'w de la distancia r' de P, desde el eje que pasa por G perpendi¬ 
cular al piano de movimiento y de la magnitud co de la velocidad an¬ 
gular del cuerpo en el instante eonsiderado. Al sustituir en (17.7), se 
tiene 

T = {me 2 + — ^2 r i 2 Am, : j of (17.8) 

o, puesto que la suma representa el momento de inercia I del cuerpo 
alrededor del eje que pasa por G, 
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Hay que observar que en el caso particular de un cuerpo en tras- 
lacion (to = 0), la expresion que se obtiene se reduce a \nw 2 , en tanto 
que en el caso de una rotation centroidal (v = 0), se reduce a ylto 2 . Se 
concluye que la energia cinetiea de un cuerpo rigido en movimiento pia¬ 
no puede descomponerse en dos partes: 1) la energia cinetiea jmv 2 aso- 
ciada con el movimiento del centra de masa G del cuerpo, y 2) la ener¬ 
gia cinetiea y/or asociada con la rotation del cuerpo alrededor de G. 

Rotacion no centroidal. La relation (17.9) es valida para cual- 
quier tipo de movimiento piano y, en consecuencia, se usa para expre- 
sar la energia cinetiea de un cuerpo rigido que gira con una velocidad 
angular to alrededor de un eje fijo que pasa por O (figura 17.4). Sin 
embargo, en ese caso la energia cinetiea del cuerpo puede expresarse 
de manera mas directa al notar que la velocidad v, de la particula P, es 
igual al producto r,to de la distancia r ; de P, desde el eje fijo y la mag- 
nitud to de la velocidad angular del cuerpo en el instante considerado. 
Al sustituir en (17.2), se escribe 

T = — 2 Am; (r ; to) 2 = ( 2 rf A m t ) to 2 

o, ya que la ultima suma representa el momento de inertia I 0 del cuer¬ 
po alrededor del eje fijo que pasa por O, 



(17.10) 


Observe que los resultados obtenidos no estan limitados al movi¬ 
miento de placas planas o al de cuerpos que son simetricos con respec- 
to al piano de referencia, y es posible aplicarlos al estudio del movi¬ 
miento piano de cualquier cuerpo rigido, sin que importe su forma. Sin 
embargo, puesto que la ecuacion (17.9) se aplica a cualquier movimien¬ 
to piano mientras que la ecuacion (17.10) solo se aplica en casos que 
implican rotacion no centroidal, la ecuacion (17.9) se utilizara en la so¬ 
lution de todos los problemas resueltos. 


17.5. SISTEMAS DE CUERPOS RIGIDOS 

Cuando un problema implica varios cuerpos rigidos, cada cuerpo rigi¬ 
do puede considerarse por separado y el principio del trabajo y la ener¬ 
gia aplicarse a cada cuerpo. Al sumar las energias cineticas de todas las 
particulas y al considerar el trabajo de todas las fuerzas que participan, 
es posible escribir tambien la ecuacion del trabajo y la energia para el 
sistema completo. Asi, se tiene 

Tx + l/i_» 2 = T 2 (17.11) 

donde T representa la suma aritmetica de las energias cineticas de los 
cuerpos rigidos que forman al sistema (todos los terminos son positi¬ 
ves) y U i_» 2 representa el trabajo de todas las fuerzas que actuan so- 
bre los distintos cuerpos, ya sea que estas fuerzas sean internets o ex- 
ternas consideradas desde el punto de vista de un todo. 


17.5. Sistemas de cuerpos rigidos 



Figura 17.4 
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metodos de la energia y la cantidad J J 0 1 

de movimiento ver problemas que implican miembros conectados por medio de pasa- 

dores, bloques y poleas que se coneetan mediante cuerdas inextensi- 
bles, y engranes dentados. En todos estos casos, las fuerzas internas se 
presentan por pares de fuerzas iguales y opuestas, y los puntos de apli- 
cacion de las fuerzas en cada par se rnueven distancias iguales duran¬ 
te un pequeno desplazamiento del sistema. Como resultado, el traba- 
jo de las fuerzas internas es cero, y U se reduce al trabajo de las 
fuerzas externas al sistema. 


17.6. CONSERVACION DE LA ENERGIA 

En la seccion 13.6 se analizo que el trabajo de fuerzas conservativas, 
como el peso de un cuerpo o la fuerza que ejerce un resorte, pueden 
expresarse como el cambio en la energia potencial. Cuando un cuerpo 
rigido, o un sistema de cuerpos rigidos, se mueve bajo la accion de las 
fuerzas conservativas, el principio del trabajo y la energia enunciado en 
la seccion 17.2 se expresa en una forma modificada. Al sustituir U 
de (13.19') en (17.1), se escribe 


T 1 + V 1 = T 2 + V 2 (17.12) 

La formula (17.12) indiea que cuando un cuerpo rigido, o un sistema 
de cuerpos rigidos, se mueve bajo la accion de fuerzas conservativas, 
la suma de la energia cinetica y de la energia potencial del sistema per- 
manece constante. Hay que observar que en el caso del movimiento 
piano de un cuerpo rigido, la energia cinetica del cuerpo debe incluir 
tanto el termino traslacional tttou 2 y el termino rotacional ttJw 2 

Como ejemplo de la aplicacion del principio de la conservation de 
la energia, se considerara una barra esbelta AB, de longitud l y masa 
to, cuyas extremidades se coneetan a bloques de masa insignificante 
con deslizamiento a lo largo de sendas correderas horizontal y vertical. 
Se supone que la barra se suelta sin ninguna veloeidad inicial desde la 
position horizontal (figura 17.5a) y se desea determinar su veloeidad 
angular despues de que ha girado un angulo d (figura 17.5 b). 

Puesto que la veloeidad inicial es cero, se tiene que Id = 0. Al me- 
dir la energia potencial desde el nivel de la corredera horizontal se es¬ 
cribe V | = 0. Despues de que la barra ha girado el angulo 0, el centra 


Nivel de referencia 



a) 


Nivel de referencia 



Figura 17.5 




















17.7. Potencia 
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de gravedad G de la barra se encuentra a la distancia \l sen 0 por de- 
bajo del nivel de referenda y se tiene 

V 2 = ~j[Wl sen 9 = sen 6 

Al observar que en esta position el centra instantaneo de la barra se ubica 
en C y que CG = \l, se escribe u 2 = y se obtiene 

T 2 = \mv 2 + ^Iu>2 = 

1 ml 2 9 
= 7T 


Al aplicar el principio de conservation de la energfa, se escribe 


T 1 + V 1 = T Z + V 2 


0 = 

' : o> 2 - 


2 3 

0) = 

sen 9 


\ l 


sen 9 

1/2 


Las ventajas del metodo del trabajo y la energfa, asf como sus des- 
ventajas, se indicaron en la section 13.4. Aquf es preciso agregar que 
el metodo del trabajo y la energfa debe complementarse con la aplica- 
cion del principio de d’Alembert cuando se van a determinar reaccio- 
nes en ejes fijos, rodillos o bloques corredizos. Por ejemplo, para cal- 
cular las reacciones en los extremos Ay B de la barra mostrada en la 
figura 17.5 b, se debe trazar un diagrama para expresar que el sistema 
de fuerzas externas aplicado a la barra es equivalente al vector ma y al 
par la. La veloeidad angular to de la barra, sin embargo, se determina 
mediante el metodo del trabajo y la energfa antes de resolver las ecua- 
ciones de movimiento para las reacciones. El analisis complete del mo- 
vimiento de la barra y de las fuerzas que se ejercen sobre esta requiere, 
por lo tanto, del uso combinado del metodo del trabajo y la energfa y 
del principio de equivalencia de las fuerzas externas y efectivas. 


17.7. POTENCIA 

En la seccion 13.5, la potencia fue definida como la rapidez con la cual 
se realiza el trabajo. En el caso de un cuerpo sobre el que actua la 
fuerza F, y que se mueve a veloeidad v, la potencia se expreso del modo 
siguiente: 


dU 


Potencia = —r~ = F • v 
dt 


(13.13) 


Para el caso de un cuerpo rfgido que gira con veloeidad angular to y 
se somete a la accion de un par de momenta M paralelo al eje de ro¬ 
tation, se tiene, de acuerdo con la ecuacion (17.4), 


Potencia 


dU 

dt 


Md9 

dt 


Mto 


(17.13) 


Las distintas unidades que se utilizan para medir la potencia, como el 
watt y el caballo de fuerza, se definieron en la seccion 13.5. 








PROBLEMA RESUELTO 17.1 

Un bloque de 240 lb se suspende de un cable inextensible que esta enrolla- 
do alrededor de un tambor de 1.25 ft de radio unido rigidamente a un vo- 
lante. EJ tambor y el volante tienen un momenta de inercia centroidal com- 
binado I = 10.5 lb • ft • s 2 En el instante mostrado, la velocidad del bloque 
es de 6 ft/s dirigida hacia abajo. Si el cojinete en A esta mal lubricado y la 
friccion en el mismo es equivalente a un par M de 60 lb • ft de magnitud, 
determine la velocidad del bloque despues de que este se ha movido 4 ft ha¬ 
cia abajo. 



SOLUCION 


Se considera el sistema formado por el volante y el bloque. Puesto que el ca¬ 
ble es inextensible, se cancela el trabajo realizado por las fuerzas intemas 
ejercidas por el cable. Se muestran las posiciones inicial y final del sistema y 
las fuerzas externas que actuan sobre el mismo. 

Energia cinetica. Posit ion 1. 

Bloque: t>i = 6 ft/s 

Volante: on = — = ,' ' =4.80 rad/s 

r 1.25 ft 

Ti = jtnvf + jlcoj 

= f( 6 ft/s ) 2 + |( 10 ' 5 lb • ft ■ s 2 )(4.80 rad/s) 2 
= 255 ft • lb 


Posicion 2, A1 notar que cu z = u 2 /1.25, se escribe 



1 240 

2 32.2 


( v 2 ) 2 + 



7.09«1 


Trabajo. Durante el movimiento, solo el peso W del bloque y el par 
de friccion M efectuan trabajo. A1 advertir que W realiza trabajo positivo y 
que la fuerza de friccion M lleva a cabo trabajo negativo, se escribe 

Si = 0 s 2 = 4 ft 

0i = 0 0 2 = — = = 3.20 rad 

r 1.25 it 

Ui^ 2 = W(s 2 - Si) - M(0 2 - 0i) 

= (240 lb)(4 ft) - (60 lb • ft)(3.20 rad) 

= 768 ft • lb 


Principio del trabajo y la energia 

Ti + U\—*2 = 

255 ft • lb + 768 ft • lb = 7.09751 

v 2 = 12.01 ft/s v 2 = 12.01 ft/s | ◄ 
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PROBLEMA RESUELTO 17.2 



El engrane A tiene una masa de 10 kg y un radio de giro de 200 mm; el en- 
grane B tiene una masa de 3 kg y un radio de giro de 80 mm. El sistema es- 
ta en reposo cuando un par M de 6 N • m de magnitud se aplica al engrane 
B. Si se ignora la friction determine a) el numero de revoluciones ejecuta- 
das por el engrane B antes de que su velocidad angular llegue a 600 rpm, 
b) la fuerza tangencial que el engrane B ejerce sobre el engrane A. 




SOLUCION 

Movimiento del sistema complete. Al observar que las velocidades 
perifericas de los engranes son iguales se escribe 

r B 100 mm 

r A u A = r B (o B oj a = u>b~ = 250^7 = 0 40w b 


Para co B = 600 rpm se tiene 

u> B = 62.8 rad/s a> A = 0.40w B = 25.1 rad/s 
I A = m A k A = (10 kg)(0.200 m) 2 = 0.400 kg • m 2 
I B = m B k B = (3 kg)(0.080 m) 2 = 0.0192 kg ■ m 2 

Energia cinetica. Puesto que el sistema se encuentra inicialmente en 
reposo, T 1 — 0. Al sumar las energias cineticas de los dos engranes cuando 
w B = 600 rpm, se obtiene 

T 2 = ^l A u>\ + j k B u>B 

= |-(0.400 kg • m 2 )(25.1 rad/s) 2 + ^(0.0192 kg • m 2 )(62.8 rad/s) 2 
= 163.9 J 

Trabajo. Al denotar por d B el desplazamiento angular del engrane B, 
se tiene 

Hi —»2 = Md B = (6 N • m)(d B rad) = (60 B ) J 

Principio del trabajo y la energia 

r i + Hi—»2 = t z 
o + (60s) J = 163.9 J 

0 B = 27.32 rad 0 B = 4.35 re\ 4 

Movimiento del engrane A. Energia cinetica. Inicialmente, el 
engrane A esta en reposo, por lo que 7’, = 0. Cuando a> B = 600 rpm, la ener¬ 
gia cinetica del engrane A es 

T 2 = \l A w | = |(0.400 kg • m 2 )(25.1 rad/s) 2 = 126.0 J 

Trabajo. Se muestran las fuerzas que actuan sobre el engrane A. La 
fuerza tangencial F realiza un trabajo igual al producto de su magnitud y de 
la longitud 0 A r A , del arco descrito por el punto de contacto. En vista de que 
0 A r A = 0 B r B , se tiene 

ill —.2 = F(0 B r B ) = F( 27.3 rad)(0.100 m) = F(2.73 m) 

Principio del trabajo y la energia 

F i + ili —^2 = T 2 

0 + F(2.73 m) = 126.0 J 

F = +46.2 N F = 46.2 N i/ ◄ 
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PROBLEMA RESUELTO 17.3 


Una esfera, un cilindro y un aro, que tienen la misma masa y el mismo ra¬ 
dio, se sueltan desde el reposo en una rampa. Determine la veloeidad de ca- 
da cuerpo despues de que este rueda una distancia correspondiente a un 
cambio en la altura h. 




SOLUCION 


El problema se resolvera primero en terminos generales y despues se encon- 
traran los resultados para cada cuerpo. Se denota la masa por m, el momen¬ 
ta centroidal de inercia por I, el peso por W y el radio por r. 

Cinematica. Puesto que cada cuerpo rueda, el centra instantaneo de 
rotation se localiza en C y se escribe 

v 

u> = — 
r 

Energia cinetica 


T l = 0 



1 -2 
ninv 


+ flco 2 




v 2 


Trabajo. Puesto que la fuerza de friction F en el movimiento de ro- 
damiento no realiza trabajo, 


U^ 2 = Wh 


Principio del trabajo y la energfa 
Ti + Ui^2 ~ T 2 

I \ -2 


0 + Wh = |(mi —2 


2Wh 

m + I/r 2 ' 


Al advertir que W = mg, se escribe de nuevo el resultado y se obtiene 


Velocidades de la esfera, el cilindro y el aro. Al introducir de ma- 
nera sucesiva la expresion particular para I, se obtiene 

Esfera: I = -§ mr 2 v = 0.845V / 2g h ^ 

Cilindro: I = {mr 2 v = 0.816V2g/i A 

Aro: I = mr 2 v = 0.707V2g h 4 

Observacion. Se comparan los resultados con la veloeidad que alcanza 
un bloque que desliza sin friction a lo largo de la misma dista ncia. La solution 
es identica a la anterior salvo que a> = 0; se encuentra v = V2g h. 

Al comparar los resultados, se observa que la veloeidad del cuerpo es in- 
dependiente tanto de su masa corno del radio. Sin embargo, la veloeidad de- 
pende del cociente //mr 2 = k 2 jr 2 ', que mide el cociente entre la energia ci¬ 
netica rotacional y la energia cinetica traslacional. Asi, el aro, el cual tiene la 
k mas grande para un radio dado r, alcanza la veloeidad mas pequena, en 
tanto que el bloque deslizante, que no gira, alcanza la mayor veloeidad. 


2 g /; 

- l/mr 2 
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PROBLEMA RESUELTO 17.4 



-5 ft-- 

-H 1ft 

o 1 

’ 

f 


Una barra esbelta AB de 30 lb y 5 ft de longitud se articula alrededor de un 
punto O que se encuentra a 1 ft del extremo B. El otro extremo se presio- 
na contra un resorte de constante k = 1800 Ib/in. hasta que el resorte se corn- 
prime 1 in. La barra se encuentra en ese caso en una position horizontal. Si 
se suelta desde esta position, determine la velocidad angular y la reaction 
del pivote O cuando la barra pasa por una position vertical. 


Position 2— - 



G a < 




la 

r t 


PL* 

T ma „ 


o 


SOLUCION 

Position 1. Energia potencial. Puesto que el resorte se comprime 
1 in., se tiene x t = 1 in. 

V e = jkx f = |(1800 lb/in.)(1 in.) 2 = 900 in. • lb 

Al elegir el nivel de referenda como se muestra, se tiene que Vg — 0; por lo 
tanto, 

Vi = V e + V g = 900 in. • lb = 75 ft • lb 

Energia cinetica. Puesto que la velocidad en la position 1 es cero, se 
tiene Ty= 0. 

Position 2. Energia potencial. La elongation del resorte es cero y 
se tiene V e = 0. Puesto que el centra de gravedad de la barra se encuentra 
ahora a 1.5 ft sobre el nivel de referenda, 

V g = (30 lb)( + 1.5 ft) = 45 ft • lb 
V 2 = V e + V g = 45 ft • lb 

Energia cinetica. Si se denota por oj 2 la velocidad angular de la ba¬ 
rra en la position 2, se advierte que esta gira alrededor de O y se escribe 
t'2 — ru>2 — 1.5o> 2 . 

1 = = II ft)2 = L941 lb ■ ft ' s2 


T 2 = jtTWz + \l<nt = ^ ^^-(1.5w 2 ) 2 


|(1.941)wl = 2.019w| 


Conservacion de la energia 

r, + v, = r 2 


■ v. 


0 + 75 ft • lb = 2.019ft)| + 45 ft • lb 

to 2 = 3.86 rad/s l M 

Reaccion en la posicion 2. Puesto que co 2 = 3.86 rad/s, las compo- 
nentes de la aceleracion de G cuando la barra pasa por la posicion 2 son 

a n = rco | = (1.5 ft)(3.86 rad/s) 2 = 22.3 ft/s 2 a n = 22.3 ft/s 2 1 
a t = ra a, = ra —> 

Se expresa que el sistema de fuerzas externas es equivalente al sistema de 
fuerzas efectivas representado por el vector de componentes ma t y ma„ con 
su origen en G y el par la. 


+ J2M 0 = 2(M 0 )ef: 
±»2F x = 2(Fj ef : 
+T 2F y = 2(F,) ef : 


0 = la + m(ra)r 
R. = infra) 


R„ - 30 lb = -j 


30 lb 


R„ - 30 lb = - ~ , 2 (22.3 ft/s 2 ) 

J 32.2 ft/s 2 


R t/ = +9.22 lb R = 9.22 lb | ◄ 
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PROBLEMA RESUELTO 17.5 

Cada una de las dos barras delgadas que se muestran tiene una longitud 
de 0.75 m y una masa de 6 kg. Si el sistema se suelta desde el reposo con 
/3 = 60°, determine a) la velocidad angular de la barra AB cuando /3 = 20° 
b) la velocidad del punto D en el mismo instante. 


SOLUCION 





Cinematica de movimiento cuando /8 = 20°. Puesto que v B es 
perpendicular a la barra AB y v D es horizontal, el centra instantaneo de ro¬ 
tation de la barra BD se localiza en C. Al considerar la geometria de la figu- 
ra, se obtiene 

BC = 0.75 m CD = 2(0.75 m) sen 20° = 0.513 m 

Al aplicar la ley de los cosenos al triangulo CDE, donde E se localiza en el 
centro de masa de la barra BD, se encuentra EC = 0.522 m. Al denotar me- 
diante to la velocidad angular de la barra AB, se tiene 


v AB ~ (0.375 m)w 
v B = (0.75 m)w 


v A b = 0.375&>\ 
v B = 0.7.5to\ 


Puesto que la barra BD parece girar alrededor del punto C, se escribe 

v B = (BC)o) bd (0.75 m)w = (0.75 m)a> BD to BD = 
v B d = ( EC)(o bd = (0.522 m)a> v BD = 0.522a>\ 

Posicion 1. Energia potencial. Al elegir el nivel de referencia co- 
mo se indica, y observar que W = (6 kg)(9.81 m/s 2 ) = 58.86 N, se tiene 

V 1 = 2 Wy 1 = 2(58.86 N)(0.325 m) = 38.26 J 

Energia cinetica. Puesto que el sistema esta en reposo, T\ = 0. 

Posicion 2. Energia potencial 

V 2 = 2 WTj 2 = 2(58.86 N)(0.1283 m) = 15.10 J 

Energia cinetica 

Iab = Ibd = izml 2 = -j^(6 kg)(0.75 m) 2 = 0.281 kg • m 2 


T 2 — 2 mV AB + 2 IaB^AB + 2 mV BD + 2 IbD^BD 

= -|(6)(0.375to) 2 + |(0.281)w 2 + |(6)(0.522w) 2 
= 1.520w 2 

Conservacion de la energia 


|(0.281)w 2 


Ti + = r 2 + v 2 

0 + 38.26 J = 1.520w 2 + 15.10 J 

co = 3.90 rad/s w A b = 3.90 rad/s J 


Velocidad del punto D 


v D = (CD)to = (0.513 m)(3.90 rad/s) = 2.00 m/s 

v D = 2.00 m/s ■ 
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RESOL UCION DE PROB LEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


En esta lection se presentaron los metodos de la energia para determinar la veloci- 
dad de cuerpos rigidos en varias posiciones durante su movimiento. Como se vio en 
el capftulo 13, los metodos de la energia deben considerarse en problemas que im- 
plican desplazamientos y veloeidades. 

1. El metodo del trabajo y la energia, cuando se aplica a todas las partfculas 
que constituyen un cuerpo rfgido, produce la ecuacion 

Ti + l/r-* 2 = T 2 (17.1) 

donde T i y T z son, respectivamente, los valores inicial y final de la energia cinetica 
total de las partfculas que forman el cuerpo y Ux^ 2 es el trabajo realizado por las 
fuerzas externas ejercido sobre el cuerpo rfgido. 

a) Trabajo de fuerzas y pares. A la expresion para el trabajo de una fuerza 
(capftulo 13) se agrego la expresion para el trabajo de un par y se escribio 

r\ r e 2 

E7i_2 = F ■ dr U 1 — > 2 = M d8 (17.3, 17.5) 

A . e i 

Cuando el momento de un par es constante, el trabajo del par es 

U^ 2 = M(d 2 - OJ (17.6) 

donde Ox y 0 2 se expresan en radianes [problemas resueltos 17.1 y 17.2]. 

b) La energia cinetica de un cuerpo rigido en movimiento piano se deter¬ 
mine al considerar el movimiento del cuerpo como la suma de una traslacion con su 
centra de masa y una rotation alrededor del centra de masa. 

T = \mv 2 + flco 2 (17.9) 

donde v es la velocidad del centra de masa y oj es la velocidad angular del cuerpo 
[problemas resueltos 17.3 y 17.4]. 

2. Para un sistema de cuerpos rigidos otra vez se utilizo la ecuacion 

Tx + Ux^ 2 = T 2 (17.1) 

donde T es la suma de las energfas cineticas de los cuerpos que forman el sistema y 
U es el trabajo que realizan todas las fuerzas que actuan sobre los cuerpos, internas 
y externas. Los calculos se simplifiearan si se tiene en cuenta lo siguiente: 

a) Las fuerzas ejercidas entre si por miembros conectados con pasador o 
por engranes dentados son iguales y opuestas y, como tienen el mismo punto de 
aplicacion, experimentan desplazamientos pequenos e iguales. Por lo tanto, su tra¬ 
bajo total es cero y es posible omitirlo de los calculos [problema resuelto 17.2]. 


( continua) 
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b) Las fuerzas ejercidas por una cuerda inextensible sobre los dos cuerpos 
que conecta tiene la misma magnitud y sus puntos de aplicacion se mueven en dis¬ 
tances iguales, aunque el trabajo de una fuerza es positivo y el de la otra es negati¬ 
ve. Por lo tanto, su trabajo total es cero y tambien es posible omitirlo de nuevo en 
los calculos [problema resuelto 17.1]. 

c) Las fuerzas ejercidas por un resorte sobre los dos cuerpos que conectan 
tambien tienen la misma magnitud, aunque sus puntos de aplicacion por lo general 
se moveran diferentes distancias. Por lo tanto, su trabajo total no suele ser de cero y 
debe tomarse en cuenta en los calculos. 

3. El principio de la conservacion de la energia puede expresarse como 

T 1 + V 1 = T 2 + V 2 (17.12) 

donde V representa la energia potencial del sistema. Es posible utilizar este princi¬ 
pio cuando sobre un cuerpo o sistema de cuerpos actuan fuerzas conservativas, tales 
como la que ejerce un resorte o la fuerza de la gravedad [problemas resueltos 17.4 
y 17.5], 

4. La ultima seccion de esta leccion se dedico a la potencia, que es la rapidez 
a la cual se realiza el trabajo. Para un cuerpo sobre el que actua un par de momen¬ 
ta M es posible expresar la potencia como 

Potencia = Mw (17.13) 

donde a> es la velocidad angular del cuerpo expresada en rad/s. Como se hizo en el 
capitulo 13, debe expresar la potencia ya sea en watts o en caballos de fuerza (1 hp = 
550 ft • lb/s). 
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Problemas 


Se requieren 1 500 revoluciones para que un volante de 6 000 lb 
gire hasta detenerse a partir de una velocidad angular de 300 rpm. Si el ra¬ 
dio de giro del volante es de 36 in., determine la magnitud promedio del par 
debido a la friction cinetica en los cojinetes. 

17.2 El rotor de un motor electrico tiene una velocidad angular de 3 600 
rpm cuando se interrumpen la carga y la energia electrica. El rotor de 50 kg, 
que tiene un radio de giro centroidal de 180 mm, gira hasta detenerse. Si la 
friction cinetica del rotor produce un par de magnitud igual a 3.5 N • m, de¬ 
termine el numero de revoluciones que ejecuta el rotor antes de quedar en re- 
poso. 

17.3 Dos discos uniformes del mismo material se unen a una flecha 
en la forma indicada. El disco A tiene un radio r y un grosor b, mientras que 
el disco B tiene un radio nr y un grosor 3 b. Se aplica un par M de magnitud 
constante cuando el sistema esta en reposo y se retira despues de que el sis- 
tema ha realizado 2 revoluciones. Determine el valor de n que produce la 
maxima velocidad final para un punto sobre el borde del disco B. 

Dos discos uniformes del mismo material se fijan a una flecha en 
la forma indicada. El disco A tiene una rnasa de 15 kg y un radio r = 125 
mm. El disco B es tres veces mas grueso que el disco A. Si se aplica un par 
M de 20 N • m de magnitud al disco A cuando el sistema esta en reposo, de¬ 
termine el radio nr del disco B si la velocidad angular del sistema debe ser 
de 600 rpm despues de 4 revoluciones. 

El volante de una maquina perforadora tiene una masa de 300 
kg y un radio de giro de 600 mm. Cada operation de perforation requiere 
2 500 j de trabajo. a) Si la velocidad del volante es de 300 rpm justo antes 
de una perforation, determine la velocidad inmediatamente despues de la 
perforation, b) Si se aplica un par constante de 25 N • m al eje del volante, 
determine el numero de revoluciones ejecutadas antes de que la velocidad 
sea otra vez de 300 rpm. 

17.6 El volante de una pequena maquina de perforation gira a 360 
rpm. Cada operation de perforation requiere 1 500 lb • ft de trabajo y se de¬ 
sea que la velocidad del volante despues de cada perforation no sea menor 
de 95 por ciento que la velocidad original, a) Determine el momenta de iner¬ 
tia requerido del volante. b) Si se aplica un par constante de 18 lb • ft a la 
flecha del volante, determine el numero de revoluciones que debe ocurrir en- 
tre dos perforaciones sucesivas, si se sabe que la velocidad initial debe ser de 
360 rpm al inicio de cada perforation. 



Figura P17.3 y P17.4 
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Movimiento piano de cuerpos rlgidos: 
metodos de la energla y la cantldad 
de movimiento 



A B 



Figura PI7.9 


El disco A tiene un grosor constante y se encuentra en reposo 
cuando esta en contacto con la banda BC, la cual se mueve con una veloci- 
dad constante v. Si se denota con /j, k el coeficiente de friction cinetica en- 
tre el disco y la banda, obtenga una expresion para el numero de revoluciones 
ejecutadas por el disco antes de alcanzar una velocidad angular constante. 

El disco A con peso de 10 lb y radio r = 6 in., se encuentra en 
reposo cuando esta en contacto con la banda BC, la cual se mueve hacia la 
derecha con una velocidad constante v = 40 ft/s. Si /u* = 0.20 entre el disco 
y la banda, determine el numero de revoluciones ejecutadas por el disco antes 
de alcanzar una velocidad angular constante. 

17.9 Cada uno de los engranes Ay B tiene una masa de 2.4 kg y un ra¬ 
dio de giro de 60 mm, mientras que el engrane C tiene una masa de 12 kg y 
un radio de giro de 150 mm. Se aplica un par M con magnitud constante de 
10 N • m al engrane C. Determine a) el numero de revoluciones del engrane 
C que se requieren para que su velocidad angular aumente de 100 a 450 rpm, 
b ) la correspondiente fuerza tangential que actua sobre el engrane A. 

|] 0 Retome el problema 17.9, y ahora suponga que se aplica un par 

de 10 N • m al engrane B. 

La doble polea que se muestra tiene un peso de 30 lb y un ra¬ 
dio de giro centroidal de 6.5 in. El cilindro A y el bloque B estan unidos a 
cuerdas que se enrollan sobre las poleas en la forma que se indica. El coefi¬ 
ciente de friction cinetica entre el bloque B y la superficie es 0.25. Si se sabe 
que el sistema se suelta desde el reposo en la position mostrada, determine 
a) la velocidad del cilindro A cuando este golpea el suelo, b) la distancia to¬ 
tal que se mueve el bloque B antes de quedar en reposo. 


6 in. 




Figura P17.11 


17.12 El tambor de freno de 8 in. de radio se fija a un volante mas 
grande que no esta mostrado en la figura. El momenta de inertia de la masa 
total del volante y el tambor es igual a 14 lb • ft • s 2 y el coeficiente de fric¬ 
tion cinetica entre el tambor y la zapata del freno es de 0.35. Si la velocidad 
angular inicial del volante es de 360 rpm en sentido contrario al de las 
manecillas del reloj, determine la fuerza vertical P que debe aplicarse al pedal 
C si el sistema debe detenerse en 100 revoluciones. 
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Retome el problema 17.12, y ahora suponga que la velocidad 
angular initial del volante es de 360 rpm en el sentido de las manecillas del 
reloj. 


17.14 El tren de engranes mostrado consta de cuatro engranes con el 
mismo grosor y del misrno material; dos engranes son de radio r, y los otros 
dos son de radio nr. El sistema se encuentra en reposo cuando se aplica el 
par M (l a la llecha C. Si se denota con Z 0 el momento de inertia de un en- 
grane de radio r, determine la velocidad angular de la flecha A si el par M 0 
se aplica durante una revolution de la llecha C. 



Figura P17.14 


17.15 Los tres discos de friction que se muestran en la figura estan 
hechos del mismo material y tienen el mismo grosor. Se sabe que el disco A 
pesa 12 lb y que los radios de los discos son r A = 8 in., r B = 6 in. y r c = 4 
in. El sistema se encuentra en reposo cuando se aplica un par M 0 con mag- 
nitud constante de 60 lb • in. al disco A. Si se supone que no ocurre desliza- 
miento entre los discos, determine el numero de revoluciones requerido para 
que el disco A alcance una velocidad angular de 150 rpm. 

17.16 y 17.17 Una barra esbelta de 4 kg puede girar en un piano ver¬ 
tical en torno a un pivote en B. Se fija un resorte de constante k = 400 N/m 
y una longitud no deformada de 150 mm a la barra en la forma indicada. Si 
la barra se suelta desde el reposo en la position que se muestra, determine 
su velocidad angular despues de que haya girado 90°. 





Figura PI 7.16 


Figura PI7.17 






















1102 


Movimiento piano de cuerpos rigidos: 
metodos de la energfa y la cantidad 
de movimiento 




D B 


Figura PI7.18 


17.18 Una barra delgada de longitud l y peso W se articula en uno de 
sus extremos como se muestra en la figura. Se suelta desde el reposo en una 
posicion horizontal y oscila libremente. a) Determine la velocidad angular de 
la barra cuando pasa por una posicion vertical y determine la reaccion corres- 
pondiente en el pivote. b) Resuelva el inciso a) para W = 1.8 lb y l = 3 ft. 

17.19 Una barra delgada de longitud l se articula alrededor del punto 
C ubicado a una distancia b de su centra G. Se suelta desde el reposo en una 
posicion horizontal y oscila libremente. Determine a) la distancia b para la 
cual la velocidad angular de la barra, cuando esta pasa por una posicion ver¬ 
tical, es maxima, b ) los valores correspondientes de su velocidad angular y 
de la reaccion en C. 



Figura PI7.20 


hM 



0 

• 



c 

G 




/ 



Figura P17.19 


17.20 Un gimnasta de 160 lb ejecuta una serie de oscilaciones com- 
pletas sobre la barra horizontal. En la posicion que se muestra, el atleta tiene 
una velocidad angular muy pequena, y despreciable, en el sentido de las 
manecillas del reloj y mantendra su cuerpo recto y rfgido al oscilar hacia 
abajo. Si se supone que durante la oseilacion el radio de giro centroidal de 
su cuerpo es de 1.5 ft, determine su velocidad angular y la fuerza ejercida 
sobre sus manos despues de que ha girado a) 90°, b) 180°. 

17.21 Dos barras ligeras identicas AB y BC se sueldan entre si para 
formar un mecanismo en forma de L, el cual se presiona contra un resorte 
en D y se suelta desde la posicion indicada. Si se sabe que el angulo maximo 
de rotation del mecanismo en su movimiento subsecuente es de 90° en sen¬ 
tido contrario al de las manecillas del reloj, determine la magnitud de la ve¬ 
locidad angular del mecanismo cuando pasa por la posicion en la que la barra 
AB forma un angulo de 30° con la horizontal. 



17.22 Un collarin con una rnasa de 1 kg esta unido rigidamente a una 
distancia d = 300 mm del extremo de una barra delgada uniforme AB. La 
barra tiene una masa de 3 kg y una longitud L = 600 mm. Si la barra se suelta 
desde el reposo en la posicion mostrada, determine la velocidad angular de 
la barra despues de que haya girado 90°. 

17.23 Un collarin con una masa de 1 kg esta unido rigidamente a una 
barra delgada y uniforme, AB, con una masa de 3 kg y una longitud L = 600 
mm. La barra se suelta desde el reposo en la posicion mostrada. Determine 
la distancia d para la que cual la velocidad angular de la barra es maxima des¬ 
pues de que haya girado 90°. 

17.2‘ Un rodillo cilindrico uniforme de 20 kg, inicialmente en reposo, 
se somete a la action de una fuerza de 90 N en la forma que se indica. Si el 
cuerpo rueda sin deslizarse, determine a) la velocidad de su centra G des¬ 
pues de que se ha rnovido 1.5 m, b ) la fuerza de friction que se requiere 
para evitar el deslizamiento. 



250 mm 

— » 90 N 



Figura P17.22 y P17.23 


Figura PI7.24 









































17.2E Una cuerda se enrolla alrededor de un cilindro de radio r y ma- 
sa m en la forma indicada. Si el cilindro se suelta desde el reposo determine 
la velocidad del centro del mismo despues de que ha descendido una dis- 
tancia s. 

Retome el problema 17.25, y ahora suponga que el cilindro se 
reemplaza por un tubo de pared delgada con radio r y masa m. 

17.27 El centro de masa G de una rueda de 3 kg con radio R = 180 
mm se ubica a una distancia r — 60 mm desde su centro geometrico C. El 
radio de giro centroidal de la rueda es k = 90 mm. Mientras la meda gira sin 
deslizarse, se observa que su velocidad angular varfa. Si co — 8 rad/s en la 
position mostrada, determine a) la velocidad angular de la rueda cuando el 
centro de masa G esta directamente arriba del centro geometrico C, b ) la 
reaction en la superficie horizontal en el mismo instante. 

17.28 Un collarfn B, de masa m y dimensiones insignificantes, esta fijo 
al borde de un aro de la misma masa m y de radio r que rueda sin deslizarse 
sobre una superficie horizontal. Determine la velocidad angular co 1 del aro 
en terminos de g y r cuando B esta directamente arriba del centro A, con- 
siderando que la velocidad angular es 3co 1 cuando B esta directamente de- 
bajo de A. 



Figura PI 7.25 


co 



Figura P17.27 
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Figura P17.28 


17.29 La rnitad de una section de tubo con masa m y radio r se suelta 
desde el reposo en la position indicada. Si el medio tubo rueda sin deslizarse, 
determine a) su velocidad angular despues de que ha girado 90°, b) la reac¬ 
tion en la superficie horizontal en el mismo instante. [Sugerencicr. Note que 
GO = 2rhry que, mediante el teorema de ejes paralelos, I = mr 2 - m(GO) z .] 



Figura PI 7.29 


Dos cilindros uniformes, cada uno con peso W = 14 lb y radio 
r = 5 in., estan conectados mediante una banda como se muestra en la figura. 
Si la velocidad angular del cilindro B es de 30 rad/s en sentido contrario al 
de las manecillas del reloj, determine a) la distancia que se elevara el cilin¬ 
dro A antes de que la velocidad angular del cilindro B se reduzca a 5 rad/s, 
b) la tension en la portion de la banda que conecta los dos cilindros. 

Dos cilindros uniformes, cada uno con peso W = 14 lb y radio 
r = 5 in., estan conectados mediante una banda como se muestra en la figura. 
Si el sistema se suelta desde el reposo, determine a) la velocidad del centro 
del cilindro A despues de que se haya desplazado 3 ft, b) la tension en la por¬ 
tion de la banda que conecta los dos cilindros. 
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Movimiento piano de cuerpos rlgidos: 
metodos de la energla y la cantidad 
de movimiento 


75 mm 



17.32 La barra BC de 5 kg esta unida mediante pasadores a dos dis¬ 
cos uniformes corno se muestra en la figura. El disco con radio de 150 mm 
tiene una masa de 6 kg y el disco con radio de 75 mm tiene una rnasa de 1.5 
kg. Si el sistema se suelta desde el reposo en la posicion mostrada, deter¬ 
mine la velocidad de la barra despues de que el disco haya girado 90°. 

17.33 a 1 7.35 La plataforma de 9 kg esta soportada, como se mues¬ 
tra, por dos discos uniformes que ruedan sin deslizarse en todas las su¬ 
perficies de contacto. La masa de cada disco es de m = 6 kg y el radio 
r = 80 mm. Si se sabe que el sistema esta inicialmente en reposo, deter¬ 
mine la velocidad de la plataforma despues de que esta se haya desplazado 
250 mm. 


Figura P17.32 

30 N 



Figura PI7.33 


30 N 



Figura PI7.34 Figura PI7.35 


17.36 El movimiento de la barra ligera AB de 10 kg se guia mediante 
collarines de masa despreciable, los cuales se deslizan libremente sobre las 
barras horizontal y vertical. Si la barra se suelta desde el reposo cuando 0 = 
30°, determine la velocidad de los collarines Ay B cuando 9 — 60°. 




17.37 El movimiento de la barra ligera AB de 10 kg se guia mediante 
collarines de masa despreciable, los cuales se deslizan libremente sobre las 
barras horizontal y vertical. Si la barra se suelta desde el reposo cuando 9 = 
20°, determine la velocidad de los collarines Ay B cuando 9 = 90°. 

17.38 Los extremos de una barra AB de 9 lb estan restringidos a mo- 
verse a lo largo de ranuras cortadas en una placa vertical en la forma que se 
indica. Un resorte de constante k = 3 lb/in. se fija al extremo A de manera 
tal que su tension es cero cuando 9 = 0. Si la barra se suelta desde el reposo 
cuando 0=0, determine la velocidad angular de la barra y la velocidad del 
extremo B cuando 0 = 30°. 

17.39 Los extremos de una barra AB de 9 lb estan restringidos a mo- 
verse a lo largo de ranuras cortadas en una placa vertical en la forma que se 
indica. Un resorte de constante k = 3 lb/in. se fija al extremo A de manera 
tal que su tension es cero cuando 0 = 0. Si la barra se suelta desde el reposo 
cuando 0 = 50°, determine la velocidad angular de la barra y la velocidad 
del extremo B cuando 0 = 0. 

17.40 El movimiento de la barra uniforme AB se guia mediante ruedas 
pequenas de masa despreciable que ruedan sobre la superficie que se mues¬ 
tra en la figura. Si la barra se suelta desde el reposo cuando 0=0, deter¬ 
mine las velocidades deAy B cuando 0 = 30°. 


A 



Figura PI7.40 
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17.41 El movimiento de una barra delgada de longitud R se guia me- 
diante pasadores en A y B, los cuales se deslizan libremente en ranuras cor- 
tadas en una placa vertical, como se muestra en la figura. Si el extremo B se 
mueve un poco a la izquierda y despues se suelta, determine la velocidad an¬ 
gular de la barra y la velocidad de su centra de masa a) en el instante que la 
velocidad del extremo B es cero, b) cuando el extremo B pasa por el punto D. 



17.42 Dos barras uniformes, cada una de masa m y longitud L, se 
conectan para formar el mecanismo mostrado. El extremo D de la barra BD 
puede deslizarse con libertad en la ranura horizontal, mientras que el ex¬ 
tremo A de la barra AB se sostiene mediante un pasador y una mensula. Si 
el extremo D se mueve ligeramente hacia la izquierda y luego se suelta, de¬ 
termine su velocidad a) cuando esta directamente abajo de A, b) cuando la 
barra AB esta en position vertical. 



43 Los pesos respectivos de las barras uniformes AB y BC son 2.4 
lb y 4 lb, y la pequena rueda C tiene un peso insignificante. Si la rueda se 
mueve ligeramente hacia la derecha y luego se suelta, determine la veloci¬ 
dad del pasador B despues de que la barra AB haya girado 90°. 



Figura P17.43 y P17.44 

1 .44 Los pesos respectivos de las barras uniformes AB y BC son 2.4 
lb y 4 lb, y la pequena rueda C tiene un peso insignificante. Si en la posicion 
que se muestra la velocidad de la rueda C es de 6 ft/s hacia la derecha, deter¬ 
mine la velocidad del pasador B despues de que la barra AB haya girado 90°. 

1 7.45 La barra AB de 4 kg se fija a un collarin de masa despreciable 
en A y a un volante en B. El volante tiene un peso de 16 kg y un radio de 
giro de 180 mm. Si en la posicion mostrada la velocidad angular del volante 
es de 60 rpm en el sentido de las manecillas del reloj, determine la veloci¬ 
dad del volante cuando el punto B esta directamente abajo de C. 

17.46 Si en el problema 17.45 la velocidad angular del volante debe 
ser la misma en la posicion mostrada y cuando el punto B esta directamente 
arriba de C, determine el valor requerido de su velocidad angular en la posi¬ 
cion que se indica. 
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17.47 El engrane de 80 mm de radio tiene una masa de 5 kg y un ra¬ 
dio de giro centroidal de 60 mm. La barra AB de 4 kg esta unida al centra 
del engrane y a un pasador en B que se desliza libremente en una ranura 
vertical. Si el sistema mostrado se suelta desde el reposo cuando 9 — 60°, 
determine la velocidad del centra del engrane cuando 9 = 20°. 


30 mm 




Figura PI7.47 

17.48 El motor mostrado gira a una frecuencia de 22.5 Hz y opera 
una maquina unida a la flecha en B. Si el motor desarrolla 3 kW, determine 
la magnitud del par ejercido a) por el motor sobre la flecha A, b) por la flecha 
sobre la polea B. 


Si el maximo par permisible que puede aplicarse a la flecha es 
de 15.5 kips • in., determine la potencia maxima que puede transmitir la 
flecha a a) 180 rpm, b) 480 rpm. 



180 mm 


180 mm 


Figura P17.50 


17.50 Tres flechas y cuatro engranes se usan para formal' un tren de 
engranes que transmitira 7.5 kW del motor A a una maquina herramienta 
ubicada en F. (Los cojinetes para las flechas se orniten del bosquejo.) Si la 
frecuencia del motor es de 30 Hz, determine la magnitud del par que se 
aplica al eje a) AB, b) CD, c ) EF. 

17.51 El arreglo de flecha, disco y banda que se muestra se utiliza 
para transmitir 2.4 kW desde el punto A hasta el punto D. Si se sabe que los 
maximos pares permisibles que es posible aplicar a los ejes AB y CD son, 
respectivamente, 25 N ■ m y 80 N ■ m, determine la velocidad minima re- 
querida de la flecha AB. 



Figura P17.51 
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17.8. Principio del impulso y la cantidad de 1107 
movimiento para el movimiento piano 
de un cuerpo rigido 


El principio del impulso en la cantidad de movimiento se aplicara alio- 
ra al analisis del movimiento piano de cuerpos rigidos y de sistemas de 
cuerpos rigidos. Como se apunta en el capitulo 13, el metodo del im¬ 
pulso y la cantidad de movimiento se adapta particularmente bien a la 
solution de problemas que incluyen el tiempo y las velocidades. Ade- 
mas, el principio del impulso y la cantidad de movimiento proporciona 
el unico metodo practico para la solution de problemas en los que in- 
tervienen el movimiento o impacto impulsivo (secciones 17.11 y 17.12). 

Considerando de nuevo un cuerpo rigido conformado por un gran 
numero de particulas P i; hay que recordar de la section 14.9 que el sis- 
tema formado por las cantidades de movimiento de las particulas en el 
tiempo t\ y el sistema de los impulsos de las fuerzas externas aplicadas 
desde t\ hasta f 2 son en conjunto equipolentes al sistema formado por 
las cantidades de movimiento de las particulas en el tiempo t 2 . Puesto 
que los vectores asociados con un cuerpo rigido pueden considerarse 
como vectores deslizantes, se concluye (section 3.19) que el sistema 



Figura 17.6 


de vectores que se muestra en la figura 17.6 no solo son equipolentes, 
sino verdaderamente equivalentes en el sentido de que los vectores en 
el lado izquierdo del signo de igualdad pueden transformarse en los 
vectores del lado derecho mediante el uso de las operaciones funda- 
mentales expuestas en la section 3.13. Por lo tanto, se escribe 


Sist. Cant. Mov.j + Sist. Imp. Ext.i_> 2 = Sist. Cant. Mov. 2 

(17.14) 

Pero las cantidades de movimiento v 4 A m,- de las particulas se re- 
ducen a un vector fijo en G, igual a su suma 

n 

L = 2 v,- Arrt j 

i = 1 

y un par de momenta igual a la suma de sus momentos alrededor de G 

n 

H g = 2 r' X v,- A rrii 

i = 1 

Hay que recordar de la section 14.3 que L y H c definen, respectiva- 
mente, la cantidad de movimiento lineal y la cantidad de movimiento 
angular alrededor de G del sistema de particulas que forman al cuer- 



Fotografi'a 17.2 Una prueba de impacto Charpy 
se usa para determinar la cantidad de energia 
absorbida por un material durante el impacto, al 
restar la energia potencial gravitatoria final del 
brazo a su energia potencial gravitatoria inicial. 
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po rfgido. Se observa tambien de la ecuacion (14.14) que L = mv. Por 
otro lado, restringiendo el presente analisis al movimiento piano de una 
placa rigida o de un cuerpo rigido simetrico con respecto al piano de 
referenda, se recuerda de la ecuacion (16.4) que H c = Iio. Por lo tan- 
to, concluimos que el sistema de las cantidades de movimiento v ; A m t 
es equivalente al vector de cantidad de movimiento lineal mv fijo en G 
y al par de momento angular Icj (figura 17.7). Al observar que el sis¬ 



tema de cantidades de movimiento se reduce_al vector mv en el caso 
particular de una traslacion (to = 0) y al par lot en el caso particular 
de una rotation centroidal (v = 0), verificamos una vez mas que el mo¬ 
vimiento piano de un cuerpo rigido simetrico con respecto al piano de 
referenda puede descomponerse en una traslacion o en el centra de 
masa G y una rotation alrededor de G. 

Al sustituir el sistema de cantidades de movimiento en los incisos 
a) y c) de la figura 17.6 por el vector de cantidad de movimiento li¬ 
neal y el par de cantidad de movimiento angular equivalentes, se ob- 
tienen los tres diagramas que se muestran en la figura 17.8. Esta fi- 





Figura 17.8 


gura expresa como una ecuacion de diagramas de cuerpo libre la re¬ 
lation fundamental entre (17.14) en el caso del movimiento piano de 
una placa rigida o de un cuerpo rigido simetrico con respecto al pia¬ 
no de referencia. 

Es posible obtener tres ecuaciones de movimiento de la figura 17.8; 
dos se obtienen al sumar e igualar las componentes x y y de las canti¬ 
dades de movimientos e impulsos, y la tercera al sumar e igualar los 
momentos de estos vectores alrededor de cualquier punto dado. Los 
ejes de eoordenadas pueden elegirse fijos en el espacio o permitir que 
se muevan con el centra de masa del cuerpo mientras mantienen una 
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direction fija. En cualquier caso, el punto alrededor del cual se consi- 
deran los momentos debe mantener la misma position relativa con los 
ejes coordenados durante el intervalo de tiempo eonsiderado. 

Al derivar las tres ecuaciones de movimiento para un cuerpo rfgi- 
do, es necesario tener cuidado de no sumar de manera indiscriminada 
cantidades de movimiento lineales y angulares. Es posible evitar la con¬ 
fusion al recordar que mv x y nm tJ representan las componentes de un vec¬ 
tor, a saber, el vector de cantidad de movimiento lineal mv, mientras que 
Ioj representa la magnitud de un par, esto es, el par de cantidad de mo¬ 
vimiento angular Ioj. Asf, la cantidad ho debe sumarse solo al momen- 
to de la cantidad de movimiento lineal mv, y nunca a este mismo vec¬ 
tor ni a sus componentes. Todas las cantidades implicadas se expresaran 
entonces en las mismas unidades: N • m • s o lb • ft • s. 

Rotation no centroidal. En este caso particular del movimien¬ 
to piano, la magnitud de la velocidad del centra de masa del cuerpo es 
v = rco, donde r representa la distancia desde el centra de masa hasta 
el eje de rotation fijo, y to la velocidad angular del cuerpo en el ins- 
tante eonsiderado; la magnitud del vector de cantidad de movimiento 
fijo en G es consecuentemente mv = mru>. Al sumar los momentos al¬ 
rededor de O del vector de cantidad de movimiento y del par de can¬ 



tidad de movimiento (figura 17.9) y al utilizar el teorema de los ejes 
paralelos para momentos de inercia, se encuentra que la cantidad de 
movimiento angular H 0 del cuerpo alrededor de O tiene la magnitud 1 

I(o + (mreojr = (I + mr z )(o = loco (17.15) 

Al igualar los momentos alrededor de O de las cantidades de movi¬ 
miento e impulsos en (17.14), se escribe 

rt z 

I 0 m i + 2 M 0 dt = I 0 oj 9 (17.16) 

J h 

En el caso general de movimiento piano de un cuerpo rfgido si- 
metrico con respecto al piano de referenda, la ecuacion (17.16) pue- 
de utilizarse con respecto al eje de rotation instantaneo bajo ciertas 
condiciones. Sin embargo, se recomienda que todos los problemas de 
movimiento piano se resuelvan mediante el metodo general que se des¬ 
cribe antes en esta section. 


^dvierta que la suma H A de los momentos alrededor de un punto arbitrario A de la 
cantidad de movimiento de las particulas de una placa rfgida no es, en general, igual a I A to. 
(Vease el problema 17.67.) 
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17.9. SISTEMAS DE CUERPOS RIGIDOS 

Es posible analizar el movimiento de varios cuerpos rigidos aplicando el 
principio del impulso y la cantidad de movimiento a eada cuerpo por se- 
parado (problema resuelto 17.6). Sin embargo, al resolver problemas que 
no incluyen mas de tres incognitas (entre las que se cuentan los impul- 
sos de reacciones desconocidas), muchas veces es conveniente aplicar el 
principio del impulso y la cantidad de movimiento al sistema considera- 
do como un todo. Los diagramas de cantidad de movimiento e impulso 
se dibujan para el sistema completo de cuerpos. Para eada parte movil 
del sistema, los diagramas de eantidades de movimiento deben incluir 
un vector de cantidad de movimiento, un par de cantidad de movimien¬ 
to o ambos. Es posible omitir los impulsos de las fuerzas internas al sis¬ 
tema del diagrama de impulso, ya que ocurre en pares de vectores igua- 
les y opuestos. Al sumar e igualar de manera sucesiva las componentes 
x y las y, asi como los momentos de todos los vectores que intervienen, 
se obtienen tres relaciones que expresan que las eantidades de movi¬ 
miento en el tiempo t\ y los impulsos de las fuerzas extemas forman un 
sistema equipolente al sistema de las eantidades de movimiento en el 
tiempo to- T De nuevo, es necesario ser cuidadosos y no sumar de mane¬ 
ra mdiscriminada eantidades de movimiento lineales y angulares; eada 
ecuacion debe verificarse para asegurar que se han utilizado unidades 
consistentes. Este enfoque se ha empleado en el problema resuelto 17.8 
y, mas adelante, en los problemas resueltos 17.9 y 17.10. 


17.10. CONSERVACION DE LA CANTIDAD 
DE MOVIMIENTO ANGULAR 



Fotografi'a 17.3 Una patinadora al principio y al 
final de un giro. Empleando el principio de la 
conservacion de la cantidad del movimiento 
angular encontrara que su velocidad angular es 
mucho mas alta al final del giro. 


f Advierta que como en la section 16.7, no podemos 
hablar de sistemas equivalentes, ya que no estamos tra- 
tando con un solo cuerpo rfgido. 


Cuando no actua fuerza externa sobre un cuerpo rfgido, o un sistema 
de cuerpos rigidos, los impulsos de las fuerzas externas son cero y el sis¬ 
tema de las eantidades de movimiento en el tiempo ty es equipolente 
al sistema de las eantidades de movimiento en el tiempo t 2 . Sumando 
e igualando de manera sucesiva las componentes x, las componentes y 
y los momentos de las eantidades de movimiento en los tiempos ty y t% 
se concluye que la cantidad de movimiento lineal total del sistema se 
conserva en cualquier direction, y que su cantidad de movimiento an¬ 
gular total se conserva alrededor de cualquier punto. 

Sin embargo, hay muchas aplicaciones de ingenierfa en las que no 
se conserva la cantidad de movimiento lineal aunque se conserve la can¬ 
tidad de movimiento angular H 0 del sistema alrededor de un punto 
dado O, esto es, en el que 

(H 0 )i = (H g ) 2 (17.17) 

Tales casos ocurren cuando las lineas de action de todas las fuerzas ex¬ 
ternas pasan por O o, de manera mas general, cuando la suma de los 
impulsos angulares de las fuerzas externas alrededor de O es cero. 

Los problemas que implican conservacion de la cantidad de movi¬ 
miento angular alrededor de un punto O pueden resolverse mediante el 
metodo general del impulso y la cantidad de movimiento, esto es, dibu- 
jando diagramas de cantidad de movimiento e impulso segun se descri¬ 
be en las secciones 17.8 y 17.9. La ecuacion (17.17) se obtiene entonces 
al sumar e igualar los momentos alrededor de O (problema resuelto 17.8). 
Como se vera en el problema resuelto 17.9, al sumar e igualar las com¬ 
ponentes x y y es posible escribir dos ecuaciones adicionales que pue¬ 
den utilizarse para determinar dos impulsos lineales desconocidos, como 
los impulsos de las componentes de reaction en un punto fijo. 


r A = 250 mm 


PROBLEMA RESUELTO 17.6 



= 100 mm 


El engrane A tiene una masa de 10 kg y un radio de giro de 200 mm y el 
engrane B tiene una masa de 3 kg y un radio de giro de 80 mm. El sistema 
esta en reposo cuando un par M de magnitud 6 N • m se aplica al engrane 
B. (Estos engranes se consideraron en el problema resuelto 17.2.) Ignoran- 
do la friction, determine a) el tiempo requerido para que la velocidad angu¬ 
lar del engrane B llegue a 600 rpm, b) la fuerza tangencial que el engrane B 
ejerce sobre el engrane A. 


SOLUCION 

Se aplica el principio del impulso y la cantidad de movimiento a cada engra¬ 
ne por separado. Como todas las fuerzas y el par son constantes, sus impul- 
sos se obtienen al multiplicarlos por el tiempo desconocido t. Se recuerda 
del problema resuelto 17.2 que los momentos de inercia centroidales y las 
velocidades angulares son 

I A = 0.400 kg • m 2 I B = 0.0192 kg • m 2 

(w A ) 2 = 25.1 rad/s (w s ) 2 = 62.8 rad/s 

Principio del impulso y la cantidad de movimiento para el engrane 
A. Los sistemas de cantidades de movimiento iniciales, impulsos y cantidades 
de movimiento finales se ilustran en tres dibujos independientes. 



Cant. Mov. Sist.j + Imp. Ext. Sis1 .1 _= Cant. Mov. Sist. 2 

+ 1 ) momentos alrededor de A: 0 — Ftr A = —/ A (w A ) 2 

Ft( 0.250 m) = (0.400 kg ■ m 2 )(25.1 rad/s) 

Ft = 40.2 N ■ s 

Principio del impulso y la cantidad de movimiento para el en¬ 
grane B. 



Cant. Mov. Sist-i + Imp. Ext. Sisl. i_, 2 =_Gant. Mov. Sist. 2 

+ r (momentos alrededor de B: 0 + Mt — Ftr B = l B (a) B ) 2 

+ (6 N • m )t ~ (40.2 N • s)(0.100 m) = (0.0192 kg • m 2 )(62.8 rad/s) 

t = 0.871 s ◄ 

Si se recuerda que Ft = 40.2 N • s, se escribe 

F(0.871 s) = 40.2 N • s F = +46.2 N 

De tal modo, la fuerza ejercida por el engrane B sobre el engrane A es 

F = 46.2 N i/ ◄ 
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PROBLEMA RESUELTO 17.7 



Una esfera uniforme de masa m y radio r se proyecta a lo largo de una su- 
perficie horizontal rugosa con una velocidad lineal v x y sin velocidad angular. 
Denotando mediante p* el coeficiente de friccion cinetica entre la esfera y la 
superficie, determine a) el tiempo f 2 en el cual la esfera empezara a rodar sin 
deslizarse, b) las velocidades lineal y angular de la esfera en el tiempo t 2 . 


SOLUCION 


Si bien la esfera se desliza en relation con la superficie, sobre ella actua la 
fuerza normal N, la fuerza de friccion F y su peso W de magnitud W = mg. 


Principio del impulso y la cantidad de movimiento. Se aplica el 
principio del impulso y la cantidad de movimiento a la esfera desde el tiem¬ 
po t| = 0 cuando esta se coloca sobre la superficie hasta el tiempo t 2 = t en 
el momenta que empieza a rodar sin deslizarse. 



Cant. Mov. Sist.j + Imp. Ext. Sisl.i_= Cant. Mov. Sist. 2 

+ty componentes: Nt — Wt = 0 

— *x componentes: mvi — Ft = mv 2 

+ J momentos alrededor de G: Ftr = Ia> 2 


( 1 ) 

( 2 ) 

(3) 


De (1) se obtiene N = W = mg. Durante el intervalo de tiempo completo con- 
siderado, ocurre deslizamiento en el punto C y se tiene que F = /j. k N = ix k mg. 
Al sustituir ^mg en lugar de F en (2), se escribe 

mv i — n, k mgt = mv 2 v 2 = th — /Ji k g t (4) 

Al sustituir F — e I = -gmr^ en (3), 

Wngtr = gnvT (o 2 co 2 = £ r t (5) 


La esfera empezara a rodar sin deslizarse cuando la velocidad v c del punto 
de contacto sea cero. En ese tiempo, el punto C se vuelve el centra instan- 
taneo de rotation, y se tiene v 2 = ru> 2 . Al utilizar las expresiones (4) y (5), se 
escribe 


/5 P*g \ 

v 2 = ra> 2 «i - /iigi = rU “ f 

Al sustituir esta expresion para t en (5), 

5 p*g (2 «i \ 5 »! 

2 r \7 Hkg) 7 r 

- (5 Vi 

v 2 = rw 2 v 2 = r — — 


t = V ◄ 

1 Fkg 


5 ^ 

o} 9 = — - 1 ^ 

7 r 


- 5 - 

V2 == Y V\ ■ 
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PROBLEMA RESUELTO 17.8 



Cuerda 


Dos esferas solidas de 3 in. de radio, cada una de 2 lb de peso, se montan 
en A y B sobre la barra horizontal A'B', la cual gira libremente alrededor de 
la vertical con una velocidad angular de 6 rad/s contraria al sentido de las 
manecillas del reloj. Las esferas se mantienen en su position mediante una 
cuerda que de repente se corta. Si el momenta de inercia centroidal de la 
barra y el pivote es I R = 0.25 lb • ft • s 2 , determine a) la velocidad angular 
de la barra despues de que las esferas se han movido a las posiciones A' y 
B', b) la energia que se pierde debido al impacto plastico de las esferas y los 
topes en A' y B'. 


SOLUCION 

a) Principio del impulso y la cantidad de movimiento. Para de- 
terminar la velocidad angular final de la barra, se expresa que las cantidades 
de movimiento iniciales de las distintas partes del sistema y los impulsos de 
las fuerzas externas son en conjunto equipolentes a la cantidad de movimien¬ 
to final del sistema. 



Cant. Mov. Sist.j + Imp. Ext. Sis1 .1 _= Cant. Mov. Sist. 2 

Al observar que las fuerzas externas consisten en los pesos y las reaccio- 
nes en el pivote, el cual no tiene momento alrededor del eje y, y al notar que 
Va~v b = rco, se igualan los momentos alrededor del eje y: 

2(m s r 1 co 1 )r 1 + 2I s cj 1 + I R a>i = 2(jn s r 2 n> 2 )r 2 + 2 Z s co 2 + I H (o 2 

(2 mgr i + 2Z S + Zr)wj = (2in^r 2 + 2 I s + ! r )oji (1) 

lo cual expresa que se conserva la cantidad de movimiento angular del siste- 
nia alrededor del eje y. A continuation se calcula 

I s = | m s a z = |(2 lb/32.2 ft/s 2 )(j| ft) 2 = 0.00155 lb • ft • s 2 
m s r f = (2/32.2)(^) z = 0.0108 m s ?f = (2/32.2)(||) 2 = 0.2696 

Al sustituir estos valores, e I R = 0.25 y Wj = 6 rad/s en (1): 

0.275(6 rad/s) = 0.792w 2 m 2 = 2.08 rad/s ^ M 

b) Energia perdida La energia cinetica del sistema en cualquier ins- 
tante es 

T = 2(bn s v 2 + + \l R uT = -^(2 m s r 2 + 2 I s + / R fo 

Al recordar los valores numericos que se encontraron antes, se tiene 
T, = |(0.275)(6) 2 = 4.95 ft ■ lb T 2 = |(0.792)(2.08) 2 = 1.713 ft ■ lb 
AT = r 2 - T 1 = 1.71 - 4.95 AT = -3.24 ft ■ lb ◄ 
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RESOL UCION DE PROB LEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


En esta leccion se aprendio a utilizar el metodo del impulso y la cantidad de movi- 
miento para resolver problemas que implican el movimiento piano de cuerpos rfgi- 
dos. Como se estudio previamente en el capftulo 13, este metodo es mas efectivo 
cuando se utiliza en la solucion de problemas que incluyen velocidades y tiempo. 

1. El principio del impulso y la cantidad de movimiento para el movimiento 
piano de un cuerpo rigido se expresa mediante la siguiente ecuacion vectorial: 

Cant. Mov. Sist-i + Imp. Ext. Sist.i^ 2 = Cant. Sist. 2 (17.14) 

donde Cant. Mov. Sist. representa el sistema de las cantidades de movimiento de 
las particulas que forman al cuerpo rigido, e Imp. Ext. Sist. representa al sistema 
de todos los impulsos externos ejercidos durante el movimiento. 

a) El sistema de las cantidades de movimiento de un cuerpo rigido es 

equivalente a un vector de cantidad de movimiento lineal mvfijo en el centra de 
masa del cuerpo y un par de cantidad de movimiento angular lot (figura 17.7). 

b) Sera necesario dibujar una ecuacion de diagramas de cuerpo libre para 

el cuerpo rigido a fin de expresar en forma grafica la ecuacion vectorial anterior. La 
ecuacion de diagramas constara de tres dibujos del cuerpo, que representaran de ma- 
nera respectiva la cantidad de movimiento inicial, los impulsos de las fuerzas extemas y 
la cantidad de movimiento final. Se demostrara que el sistema de las cantidades de mo¬ 
vimiento iniciales y el sistema de los impulsos de las fuerzas extemas son en conjunto 
equivalentes al sistema de las cantidades de movimiento finales (figura 17.8). 

c) Mediante el uso de la ecuacion de diagramas de cuerpo libre sera posible 
sumar eomponentes en cualquier direction y sumar cantidades de movimiento alrede- 
dor de cualquier punto. Al sumar cantidades de movimiento alrededor de un punto, re- 
cuerde incluir la cantidad de movimiento angular Iw del cuerpo, asi como los momen- 
tos de las eomponentes de su cantidad de movimiento lineal. En la mayorfa de los casos 
usted sera capaz de seleccionar y resolver una ecuacion que implica solo a una incogni¬ 
ta. Lo anterior se efectuo en todos los problemas resueltos de esta leccion. 

2. En problemas que implican un sistema de cuerpos rigidos puede aplicarse 
el principio del impulso y la cantidad de movimiento al sistema como un todo. Pues- 
to que las fuerzas internas ocurren en pares iguales y opuestos, no seran parte de la 
solucion [problema resuelto 17.8]. 

3. La conservacion de la cantidad de movimiento angular alrededor de un eje 

dado ocurre cuando, para un sistema de cuerpos rigidos, la suma de los mementos de 
los impulsos externos alrededor de ese eje es cero. De hecho, resulta facil observar de la 
ecuacion de diagramas de cuerpo libre que las cantidades de movimiento angular ini¬ 
cial y final del sistema alrededor de ese eje son iguales y, en eonsecuencia, que se con- 
serva la cantidad de movimiento angular del sistema alrededor del eje dado. En ese ca- 
so es posible sumar las cantidades de movimiento angular de los diversos cuerpos del 
sistema y los momentos de sus cantidades de movimiento lineales alrededor de ese eje 
para obtener una ecuacion que se resuelve para una incognita [problema resuelto 17.8]. 
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17.52 El rotor de un motor electrico tiene una masa de 25 kg y un ra¬ 
dio de giro de 180 mm. Se observa que se requieren 4.2 min para que el ro¬ 
tor gire hasta detenerse a partir de una velocidad angular de 3 600 rpm. De¬ 
termine la magnitud promedio del par debido a la friccion cinetica en los 
cojinetes del rotor. 

Un volante de 4 000 lb con un radio de giro de 27 in. se deja 
girar hasta detenerse a partir de una velocidad angular de 450 rpm. Si la fric¬ 
cion cinetica produce un par de magnitud igual a 125 lb • in., determine el 
tiempo requerido para que el volante gire hasta detenerse. 

Dos discos del mismo grosor y el mismo material estan unidos 
a una flecha, como se muestra en la figura. El disco A de 8 lb tiene un ra¬ 
dio r A = 3 in., y el disco B tiene un radio r B = 4.5 in. Si se aplica un par M 
con magnitud de 20 lb • in. al disco A cuando el sistema esta en reposo, de¬ 
termine el tiempo requerido para que la velocidad angular del sistema al- 
cance 960 rpm. 

17. Dos discos del mismo grosor y el mismo material estan unidos 
a una flecha, como se muestra en la figura. El disco A de 3 kg tiene un ra¬ 
dio r A = 100 mm, y el disco B tiene un radio r B = 125 mm. Si la veloci¬ 
dad angular del sistema debe incrementarse de 200 a 800 rpm durante un 
intervalo de 3 s, determine la magnitud del par M que debe aplicarse al 
disco A. 

17.56 Un cilindro de radio r y peso W con una velocidad angular ini¬ 
tial cj 0 en sentido contrario al de las manecillas del reloj, se coloca en la es- 
quina formada por el piso y una pared vertical. Si se denota con / jL k el coe- 
ficiente de friccion cinetica entre el cilindro y la pared y el piso, obtenga una 
expresion para el tiempo requerido para que el cilindro quede en reposo. 

Un cilindro de 3 kg y radio r = 125 mm, con una velocidad an¬ 
gular inicial cj 0 = 90 rad/s en sentido contrario al de las manecillas del reloj, 
se coloca en la esquina formada por el piso y una pared vertical. Si el coefi- 
ciente de friccion cinetica entre el cilindro y la pared y el piso es de 0.10, 
determine el tiempo requerido para que el cilindro quede en reposo. 

17.5 Un disco de grosor constante, inicialmente en reposo, se pone 
en contacto con una banda que se mueve con una velocidad constante v. Si 
se denota con /u* el coeficiente de friccion cinetica entre el disco y la banda, 
deduzca una expresion para el tiempo requerido para que el disco alcance 
una velocidad angular constante. 

17.59 El disco A con peso de 5 lb y radio r = 3 in., se encuentra en 
reposo cuando se pone en contacto con una banda que se mueve a una ve¬ 
locidad constante v = 50 ft/s. Si se sabe que /jl = 0.20 entre el disco y la 
banda, determine el tiempo requerido para que el disco alcance una veloci¬ 
dad angular constante. 



Figura PI 7.54 y PI 7.55 


r" 


Figura PI 7.56 y PI 7.57 


- P 



Figura PI 7.58 y PI 7.59 
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Figura PI 7.60 


225 mm 


1 7.60 El volante de 350 kg de un pequeno malacate tiene un radio de 
giro de 600 mm. Si la energia electrica se interrumpe cuando la velocidad 
angular del volante es de 100 rpm en el sentido de las maneciUas del reloj, 
determine el tiempo que se requiere para que el sistema quede en reposo. 

En el problema 17.60, determine el tiempo requerido para que 
la velocidad angular del volante se reduzca hasta 40 rpm en el sentido de las 
manecillas del reloj. 

17.62 Una cinta se mueve sobre los dos tambores que se muestran en 
la figura. El tambor A pesa 1.4 lb y tiene un radio de giro de 0.75 in., mien- 
tras que el tambor B pesa 3.5 lb y tiene un radio de giro de 1.25 in. En la 
parte inferior de la cinta la tension es constante e igual a T A — 0.75 lb. Si se 
sabe que la cinta se encuentra inicialmente en reposo, determine a) la ten¬ 
sion constante T B requerida si la velocidad de la cinta debe ser v = 10 ft/s 
despues de 0.24 s, b) la tension correspondiente en la portion de la cinta ubi- 
cada entre los tambores. 



P 



17.63 El disco B tiene una velocidad angular inicial io 0 cuando se pone 
en contacto con el disco A, el cual se encuentra en reposo. Muestre que la 
velocidad angular final del disco B depende solo de cu 0 y de la razon de las 
masas m A y m B de los dos discos. 

El disco A de 7.5 lb tiene un radio r A = 6 in. y se encuentra 
inicialmente en reposo. El disco B de 10 lb tiene un radio r B = 8 in. y una 
velocidad angular <o 0 de 900 rpm cuando se pone en contacto con el disco 
A. Desprecie la friction en los cojinetes y determine a) la velocidad angular 
final de cada disco, b) el impulso total de la fuerza de friction ejercida sobre 
el disco A. 


mrco 



Muestre que el sistema de las cantidades de movimiento de una 
placa rfgida en movimiento piano se reducen a un solo vector, y exprese la 
distancia desde el centra de rnasa G hasta la linea de action de este vector 
en terminos del radio de giro centroidal k de la placa, la magnitud v de la 
velocidad de G y la velocidad angular co. 

Muestre que, cuando una placa rfgida gira alrededor de un eje 
fijo que pasa por O perpendicular a la placa, el sistema de las cantidades de 
movimiento de sus particulas es equivalente a un solo vector de magnitud 
mru>, perpendicular a la linea OG, y aplicado a un punto P sobre esta linea, 
denominado el centra de percusion, a una distancia GP = k 2 /r desde el cen¬ 
tra de masa de la placa. 





















57 Demuestre que la suma H A de los momentos alrededor del 
punto A de las cantidades de movimiento de las partfculas de una placa rigida 
en movimiento piano es igual a I a m, donde to es la velocidad angular de la 
placa en el instante considerado e l A es el momenta de inercia de la placa 
alrededor de A, si y solo si se satisface una de las siguientes condiciones: a) 
A es el centra de masa de la placa, b) A es el centra instantaneo de rotation, 
c) la velocidad de A esta dirigida a lo largo de una linea que une el punto A 
y el centra de masa G. 

17.68 Considere una placa rigida inicialmente en reposo y sujeta a una 
fuerza impulsiva F contenida en el piano de la placa. Se define el centro de 
percusion P como el punto de intersection de la linea de action de F con la 
perpendicular dibujada a partir de G. a) Muestre que el centro instantaneo 
de rotation C de la placa se ubica en la linea GP a una distancia GC = k 2 /GP 
sobre el lado opuesto de G. b) Muestre que si el centro de percusion se hu- 
biera localizado en C el centro de rotation instantaneo estaria localizado 
en P. 

17.69 Un neumatico de radio r y radio de giro centroidal k se suelta 
desde el reposo sobre la rampa mostrada en el tiempo t = 0. Si se supone 
que el neumatico rueda sin deslizarse, determine a) la velocidad de su cen¬ 
tro en el tiempo t, b) el coeficiente de friction estatica que se requiere para 
evitar el deslizamiento. 

17.70 Un volante esta rfgidamente conectado a una flecha de 1.5 in. 
de radio que rueda sin deslizarse a lo largo de rieles paralelos. Si despues de 
que se suelta desde el reposo el sistema llega a una velocidad de 6 in./s en 
30 s, determine el radio de giro centroidal del sistema. 
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Figura PI 7.69 
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Figura PI 7.70 


La polea doble que se muestra en la figura tiene una masa de 
3 kg y un radio de giro de 100 mm. Si la polea esta en reposo y se aplica una 
fuerza P de magnitud igual a 24 N sobre la cuerda B, determine a) la ve¬ 
locidad del centro de la polea despues de 1.5 s, b) la tension en la cuerda C. 



Dos cilindros uniformes, cada uno con peso W = 14 lb y radio 
r = 5 in., estan conectados mediante una banda como se muestra en la figura. 
Si el sistema se suelta desde el reposo cuando 1 = 0, determine a) la veloci¬ 
dad del centro del cilindro B en t = 3 s, b) la tension en la portion de la 
banda que conecta los dos cilindros. 

17.73 Dos cilindros uniformes, cada uno con peso W = 14 lb y radio 
r = 5 in., estan conectados mediante una banda como se muestra en la figura. 
Si en el instante mostrado la velocidad angular del cilindro A es de 30 rad/s 
en sentido contrario al de las manecillas del reloj, determine a) el tiempo re- 
querido para que la velocidad angular del cilindro A se reduzca a 5 rad/s, b) 
la tension en la portion de la banda que conecta los dos cilindros. 
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17.74 y 17.75 Un cilindro de 240 mm de radio y de 8 kg de masa 
descansa sobre una carretilla de 3 kg. El sistema esta en reposo cuando se 
aplica una fuerza P de 10 N de magnitud como se muestra en la figura du¬ 
rante 1.2 s. Si se sabe que el cilindro gira sin deslizarse sobre la carretilla y 
se desprecia la masa de sus ruedas, determine la velocidad resultante de a) 
la carretilla, b) el centra del cilindro. 



Figura PI7.74 Figura PI7.75 


76 En el arreglo de engranes mostrado, los engranes Ay C estan 
unidos a la varilla ABC , la cual puede girar libremente alrededor de B, mien- 
tras que el engrane interior B esta fijo. Si el sistema se encuentra en reposo, 
determine la magnitud del par M que debe aplicarse a la varilla ABC sabiendo 
que 2.5 s despues la velocidad angular de la varilla debe ser de 240 rpm en el 
sentido de las maneciUas del reloj. Los engranes Ay C pesan 2.5 lb cada uno y 
pueden considerarse como discos con radio de 2 in.; la varilla ABC pesa 4 lb. 



Una esfera de radio r y masa m se coloca sobre un piso hori¬ 
zontal sin velocidad lineal pero con una velocidad angular fc> () en el sentido 
de las maneciUas del reloj. Si se denota con /ji k el coeficiente de friction 
cinetica entre la esfera y el piso, determine a) el tiempo t k en el cual la es¬ 
fera empezara a radar sin deslizarse, b) las velocidades lineal y angular de la 
esfera en el tiempo t±. 



vo Figura PI 7.77 

-► 

Una esfera de radio r y masa m se proyecta a lo largo de una 
superficie horizontal rugosa con las velocidades iniciales indicadas. Si la ve- 

- locidad final de la esfera debe ser cero, exprese a) la magnitud requerida de 

(Oq en terminos de v 0 y r, b) el tiempo requerido para que la esfera quede 
en reposo en terminos de v 0 y el coeficiente de friction cinetica 



Figura PI7.78 
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17.79 Un disco de 2.5 lb y 4 in. de radio esta conectado a la horquilla 
BCD mediante flechas cortas provistas de cojinetes en B y D. La horqui¬ 
lla de 1.5 lb tiene un radio de giro de 3 in. alrededor del eje x. Al princi- 
pio, el mecanismo gira a 120 rpm con el disco en el piano de la horquilla 
(0 = 0). Si el disco se perturba ligeramente y gira con respecto a la horqui¬ 
lla hasta 6 = 90°, donde se detiene mediante una barra pequena en D, de¬ 
termine la velocidad angular lineal del mecanismo. 



17.80 Dos paneles Ay B estan unidos mediante bisagras a una placa 
rectangular y se sostienen mediante un alambre, como se muestra en la figura. 
La placa y los paneles estan hechos del mismo material y tienen el mismo 
grosor. Todo el ensamble gira con una velocidad angular ft> 0 cuando el alam¬ 
bre se rompe. Determine la velocidad angular del ensamble despues de que 
los paneles hayan caido sobre la placa. 



Figura P17.80 


Un tubo AB de 1.6 kg puede deslizarse libremente sobre la va- 
rilla DE, la cual a su vez puede girar con libertad en un piano horizontal. Ini- 
cialmente, el ensamble gira con una velocidad angular co = 5 rad/s y el tubo 
se mantiene en position mediante una cuerda. El momento de inertia de la 
barra y la mensula con respecto al eje de rotation vertical es de 0.30 kg • m 2 
y el momento de inertia centroidal del tubo alrededor de un eje vertical es 
de 0.0025 kg • m. Si la cuerda se rompe de rnanera subita, determine a) la 
velocidad angular del ensamble despues de que el tubo se haya movido hasta 
el extremo E, b) la energia perdida durante el impacto plastico en E. 
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Dos bolas de 0.8 lb se introducen en forma sucesiva por el cen¬ 
tra C del tubo ligero AB de 4 lb. Si se sabe que cuando la primera bola se 
introduce en el tubo la velocidad angular de este es de 8 rad/s y si se des- 
precia el efecto de la friction, determine la velocidad angular del tubo justo 
despues a) de que la primera bola ha salido del tubo, b) la segunda bola sale 
del tubo. 



Figura PI 7.83 



Figura PI 7.82 


1 Una barra de 3 kg y 800 mm de longitud puede deslizarse li- 

bremente en el cilindro DE de 240 mm, el cual a su vez puede girar con 
libertad en un piano horizontal. En la position mostrada, el ensamble gira 
con una velocidad angular de magnitud co = 40 rad/s y el extremo B de la 
barra se mueve hacia el cilindro a una velocidad de 75 mm/s respecto al 
cilindro. Si el momento de inercia de masa centroidal del cilindro alrede- 
dor de un eje vertical es 0.025 kg • m z y si se desprecia el efecto de la fric¬ 
tion, determine la velocidad angular del ensamble cuando el extremo B 
choca con el extremo E del cilindro. 


17.84 En el helicoptero que se muestra se usa una helice vertical de 
cola para evitar la rotation de la cabina cuando varfa la velocidad de las helices 
principales. Si la helice de la cola no esta en operation, determine la veloci¬ 
dad angular final de la cabina despues de que la velocidad de las helices prin¬ 
cipales ha cambiado de 180 a 240 rpm. (La velocidad de las helices princi¬ 
pales se rnide con respecto a la cabina, y esta ultima tiene un momento de 
inercia centroidal de 650 lb • ft • s 2 . Se supone que cada una de las cuatro 
helices principales es una barra esbelta de 14 ft con un peso de 55 lb.) 


16 ft 


y 



Figura PI 7.84 
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17.85 Si se supone que la helice de la cola en el problema 17.84 se 
encuentra en operation, y que la velocidad angular de la cabina se mantiene 
igual a cero, determine la velocidad horizontal final de la cabina cuando la 
velocidad de las helices principales varia de 180 a 240 rpm. La cabina tiene 
un peso de 1 250 lb y esta inicialmente en reposo. Determine tambien la 
fuerza que ejerce la helice de la cola si el cambio en la velocidad ocurre de 
manera uniforme en 12 s. 

17.86 El disco B de 4 kg esta conectado a la flecha de un motor mon- 
tado sobre una placa A, la cual puede girar libremente alrededor del eje ver¬ 
tical C. La unidad de motor, placa y flecha tiene un momenta de inertia de 
0.20 kg ■ m 2 con respecto al eje de la flecha. Si el motor se pone en operation 
cuando el sistema esta en reposo, determine las velocidades angulares del 
disco y de la placa despues de que el motor ha alcanzado su velocidad de 
operation normal de 360 rpm. 


90 mm 



La plataforma circular A esta acoplada con un aro de 200 mm 
de radio interior y puede girar libremente alrededor del eje vertical. Se sabe 
que la unidad de aro y plataforma tiene una masa de 5 kg y un radio de giro 
de 175 mm con respecto al eje. En el momenta que la plataforma gira con 
una velocidad angular de 50 rpm, un disco B de 3 kg con radio de 80 mm 
se coloca sobre la plataforma sin velocidad. Si se sabe que entonces el disco 
B se desliza hasta que queda en reposo, en relation con la plataforma, re- 
cargado en el aro, determine la velocidad angular final de la plataforma. 


200 mm 



Figura PI 7.87 
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17,88 Un pequeno collarin C de 2 kg puede deslizarse con libertad 
sobre un aro delgado de 3 kg de masa y 250 mm de radio. El aro esta sol- 
dado a una llecha vertical corta, que puede girar libremente en un cojinete 
fijo. Inicialmente el aro tiene una velocidad angular de 35 rad/s y el collarin 
esta en la parte superior del aro (6 = 0) cuando se le da un ligero golpe. Si 
se desprecia el efecto de la friction, determine a) la velocidad angular del 
aro cuando el collarin pasa por la position 6 = 90°, b) la velocidad corres- 
pondiente del collarin relativa al aro. 



El collarin C tiene una masa de 8 kg y puede deslizarse con li¬ 
bertad sobre la barra AB, la cual a su vez puede girar libremente en un piano 
horizontal. El mecanismo gira con una velocidad angular to de 1.5 rad/s 
cuando se suelta un resorte ubicado entre A y C, lo que proyecta al collarin 
a lo largo de la barra con una velocidad relativa initial de v r = 1.5 m/s. Si el 
momenta de inertia de masa combinado alrededor de B de la barra y el re¬ 
sorte es de 1.2 kg • m 2 , determine a) la distancia minima entre el collarin y 
el punto B en el movimiento resultante, b) la velocidad angular correspon- 
diente del ensamble. 



Figura PI 7.89 


17.90 En el problema 17.89 determine la magnitud requerida de la 
velocidad relativa initial v r si durante el movimiento resultante la distancia 
minima entre el collarin C y el punto B debe ser de 300 mm. 
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17.91 Un collarm C de 6 lb esta unido a un resorte y puede deslizarse 
sobre la barra AB, la cual a su vez puede girar en un piano horizontal. El 
momenta de inercia de masa de la barra AB con respecto al extremo A es 
de 0.35 lb • ft • s 2 . El resorte tiene una constante k = 15 lb/in. y una longi- 
tud sin deformar de 10 in. En el instante mostrado, la velocidad del collarm 
relativa a la barra es cero y el ensamble gira con una velocidad angular de 
12 rad/s. Si se desprecia el efecto de la friction, determine a) la velocidad 
angular del ensamble cuando el collarm pasa a traves de un punto localizado 
a 7.5 in. del extremo A de la barra, b) la velocidad correspondiente del co- 
llarin relativa a la barra. 




Figura P17.91 

Una barra uniforme AB, que tiene un peso de 15 lb y una lon- 
gitud de 3.6 ft, esta fija a un carro C de 25 lb. Si el sistema se suelta desde 
el reposo en la position que se indica y se desprecia la friction, determine 
a) la velocidad del punto B cuando la barra AB pasa por una position verti¬ 
cal, b) la velocidad correspondiente en el carro C. 



17.93 En el problema 17.83, determine la velocidad de la barra AB 
relativa al cilindro DE cuando el extremo B de la barra golpea el extremo E 
del cilindro. 

17.94 En el problema 17.81, determine la velocidad del tubo relativa 
a la barra cuando el tubo golpea el extremo E del ensamble. 

17.95 El cilindro de acero A de 6 lb y el carrito de madera B que pesa 
10 lb estan en reposo en la position mostrada cuando al cilindro se le da un 
pequeno empujon, lo que ocasiona que ruede sin deslizarse a lo largo de la 
superficie superior del carrito. Si se desprecia la friction entre el carrito y el 
suelo, determine la velocidad del carrito cuando el cilindro pasa por el punto 
mas bajo de la superficie en C. 



Figura PI 7.95 
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17.11. MOVIMIENTO IMPULSIVO 

En el capitulo 13 se vio que el metodo del impulso y la cantidad de 
movimiento es el unieo metodo practico para la solution de problemas 
que implican el movimiento impulsivo de una particula. Ahora se vera 
que los problemas que conlleva el movimiento impulsivo de un cuer- 
po rfgido son en particular muy apropiados a una solution por el me¬ 
todo del impulso y la cantidad de movimiento. Puesto que el interva- 
lo de tiempo que se considera en el calculo de los impulsos lineales y 
de los impulsos angulares es muy corto, es posible suponer que los 
cuerpos que participan ocupan la misma position durante ese interva- 
lo de tiempo, lo que hace el calculo bastante simple. 


17.12. IMPACTO EXCENTRICO 

En las secciones 13.13 y 13.14, se aprendio a resolver problemas de 
impacto central, esto es, problemas en que los centres de masa de los 
dos cuerpos que chocan se ubican sobre la linea de impacto. A conti¬ 
nuation se analizara el impacto excentrico de los cuerpos rigidos. Con- 
sidere dos cuerpos que chocan y denote por v A y v B las velocidades an- 



Figura 17.10 




tes del impacto cle los dos pantos de contacto AyB (figura 17.10a). Ba- 
jo el impacto, los dos cuerpos se deformardn y al final del periodo de 
deformation, las velocidades u A y u B de A y B tendran componentes 
iguales a lo largo de la linea de impacto nn (figura 17.10b). Luego ocu- 
rrira un periodo de restitution, al final del cual AyB tendran veloci¬ 
dades v A y v B (figura 17.10c). Suponiendo que no hay friction entre 
los cuerpos, se halla que las fuerzas que ejercen entre si estan dirigi- 
das a lo largo de la linea de impacto. Al denotar la magnitud del im¬ 
pulso de una de estas fuerzas durante el periodo de deformation por 
fP dt y la magnitud de este impulso durante el periodo de restitution 
por JR dt, se recuerda que el coeficiente de restitution e se define co- 
mo el cociente 


fR dt 

6= JPdt 


(17.18) 


Se demostrara que la relation establecida en la section 13.13 entre las 
velocidades relativas de las dos particulas antes y despues del impacto 
tambien se cumple entre las componentes a lo largo de la linea de im- 



pacto de las velocidades relativas de los dos puntos de contacto Ay B. 
Por lo tanto, se demostrara que 
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(vb)» - (vX)n = e[(v A )n - (v B )J (17.19) 


Se supondra que el movimiento de cada uno de los cuerpos que 
chocan de la figura 17.10 no tiene restricciones. De tal manera las uni- 
cas fuerzas impulsivas ejercidas sobre los cuerpos durante el impacto se 
aplican en Ay B, respectivamente. Considere el cuerpo al cual perte- 
nece el punto A y dibuje los tres diagramas de cantidad de movimien¬ 
to e impulso correspondientes alperiodo de deformation (figura 17.11). 




Figura 17.11 


Fotografia 17.4 Cuando el bate giratorio hace 
contacto con la pelota, el bate aplica una fuerza 
impulsiva a la pelota por lo que se requiere 
utilizar el metodo del impulso y la cantidad de 
movimiento para determinar las velocidades 
finales de la pelota y el bate. 


Se denota por vyu, respectivamente, la velocidad del centra de masa 
al principio y al final del periodo de deformacion, y se denota por to y 
to* la velocidad angular del cuerpo en los mismos instantes. Sumando 
e igualando las componentes de las cantidades de movimiento y los im- 
pulsos a lo largo de la lrnea de impacto nn, se escribe 


mv n ~ fP dt = mu n 


(17.20) 


Al sumar e igualar los momentos alrededor de G de la cantidad de mo¬ 
vimiento y los impulsos, se escribe tambien 

Ito - rJP dt = Ito * (17.21) 


donde r representa la distancia perpendicular desde G hasta la linea 
de impacto. Considerando ahora el periodo de restitution, se obtie- 
ne de una manera similar 


mu n — JR dt = mv' n (17.22) 

Ito* - rfPi dt = Ito’ (17.23) 


donde v' y to' representan, respectivamente, la velocidad de un cen¬ 
tra de masa y la velocidad angular del cuerpo despues del impacto. lle- 
solviendo (17.20) y (17.22) para los dos impulsos y sustituyendo en 
(17.18), y resolviendo despues (17.21) y (17.23) para los mismos dos 
impulsos y sustituyendo de nuevo en (17.18), se obtienen las siguien- 
tes dos expresiones alternativas para el coeficiente de restitution: 


e = 


v n — u 


e = 


to — (O 


(17.24) 






1126 


Movimiento piano de cuerpos rigidos: 
metodos de la energfa y la cantidad 
de movimiento 


Si se multiplica por r el numerador y el denominador de la segunda 
expresion que se obtuvo para e, y se suma respectivamente al nume¬ 
rador y al denominador de la primera expresion, se tiene 


u n + rco* — {v' n + rco') 
v n + rco — (u n + rco*) 


(17.25) 


Al observar que v n + rco representa la componente (v A ) n a lo largo de 
nn de la velocidad del punto de contaeto A y que, de manera similar, 
u n + rco* y v' n + rco' representan, respectivamente, las componentes 
( u A ) n y ( v ' A ) n , se escribe 


(u A )„ ^ (u A )„ 
(v A )„ - (u A ) n 


(17.26) 


El analisis del movimiento del segundo cuerpo conduce a una expre¬ 
sion similar para e en terminos de las componentes a lo largo de nn de 
las velocidades sucesivas del punto B. Si se recuerda que (u A ) n = (u B )„, 
y eliminando estas dos componentes de velocidad mediante un mane- 
jo similar al que se uso en la section 13.13, se obtiene la relation (17.19). 

Si uno o ambos de los cuerpos que chocan esta restringido a girar 
alrededor de un punto fijo O, como en el caso de un pendulo com- 
puesto (figura 17.12a), se ejercera una reaction impulsiva en O (figu- 




Figura 17.12 

ra 17.1 21)). Verificar que si bien su deduccion debe modificarse, las 
ecuaciones (17.26) y (17.19) siguen siendo validas. Al aplicar la formu¬ 
la (17.16) al periodo de deformation y al periodo de restitution, se es¬ 
cribe 

I 0 (o ~ rfP dt = I O 0)* (17.27) 

I O 0 )* ~ rfR dt = I 0 (o' (17.28) 

donde r representa la distancia perpendicular del punto fijo O hasta la 
linea de impacto. Al resolver (17.27) y (17.28) para los dos impulsos y 
sustituir en (17.18), y observar despues que ra>, ro>* y rco 'representan 
las componentes a lo largo de nn de las velocidades sucesivas en el pun¬ 
to A, se escribe 

= u* - (o' = rtri° - rw' = (u A )„ - (v£) n 
e ~ w - - rco - rco * “ (u A ) n - (u A ) n 

y se comprueba que la ecuacion (17.26) sigue siendo valida. De tal mo- 
do, la ecuacion (17.19) sigue siendo valida cuando uno de los cuerpos 
que chocan esta restringido a girar alrededor de un punto fijo O. 

Para determinar las velocidades de dos cuerpos que chocan des¬ 
pues del impacto, la relation (17.19) debe usarse junto con una o va- 
rias de las ecuaciones que se obtuvieron al aplicar el principio del im- 
pulso y la cantidad de movimiento (problema resuelto 17.10). 








1 

14 in. 

1 B 
— - 

0 

G 

18 

in 

v B = 1 500 ft/s 

--18 in.-- 



PROBLEMA RESUELTO 17.9 

Una bala B de 0.05 lb se dispara con una velocidad horizontal de 1500 ft/s 
contra el costado del panel cuadrado suspendido de 20 lb de una bisagra en 
A. Si se sabe que el panel esta inicialmente en reposo, determine a) la velo¬ 
cidad angular del panel inmediatamente despues de que la bala quede in- 
crustada, b) la reaccion impulsiva en A suponiendo que la bala queda incrus- 
tada en 0.0006 s. 


SOLUCION 


Principio del impulso y la cantidad de movimiento. Se conside- 
ran la bala y el panel como un solo sistema y se expresa que la cantidad del 
movimiento inicial de la bala y el panel, y los impulsos de las fuerzas exter- 
nas son en conjunto equipolentes a la cantidad de movimiento final del sis¬ 
tema. Puesto que el intervalo de tiempo A t = 0.0006 s es muy corto, se ig- 
noran todas las fuerzas no impulsivas y se consideran unicamente los impulsos 
externos A x At y A,. At. 





Cant. Mov. Si.sl. | + Imp. Ext. Sisl.,_= Cant. Mov. Sist . 2 

+"jmomentos alrededor de A: m B v B {\ § ft) + 0 = mpv 2 (j2 ft) + I P w 2 (1) 

componentes: m B t; B + A* At = m P v 2 (2) 

+ \y componentes: 0 + A y At = 0 (3) 

El momenta de inercia de masa centroidal del panel cuadrado es 

, „ 1 / 20 lb \ 1S 

I P = jrrripb 2 = e )(jf ft) 2 = 0.2329 lb • ft • s 2 


Al sustituir este valor, asi como los datos dados en (1), y al notar que 

v 2 = (yj ft)w 2 


se escribe 


/ 0.05 \ / 20 \ Q 

(32l j (1500)( t ) = 0.2329 w 2 + I ^jfe)^) 

co 2 — 4.67 rad/s co 2 = 4.67 rad/s^ ^ 

v 2 = (y|- ft)o> 2 = ft)(4.67 rad/s) = 3.50 ft/s 

Al sustituir t> 2 = 3.50 ft/s, At = 0.0006 s, y los datos dados en la ecuacion (2), 
se tiene 

/ 0.05 \ / 20 \ 

{ 32 lj (1500) + 4,(0.0006) = 3^-1(3.50) 

A x = -259 lb A* = 259 lb <- ◄ 

De la ecuacion (3) se encontro A„ = 0 A (/ = 0 4 
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PROBLEMA RESUELTO 17.10 



A 



0.6 m 

—L 1.2 m 


B 


Una esfera de 2 kg que se mueve horizontalmente hacia la derecha con una 
velocidad inicial de 5 m/s golpea el extremo inferior de una barra rfgida AB 
de 8 kg. La barra se suspende de una articulation en A y esta inicialmente 
en reposo. Si el coeficiente de restitution entre la barra y la esfera es de 0.80, 
determine la velocidad angular de la barra y la velocidad de la esfera inme- 
diatamente despues del impacto. 


SOLUCION 

Principio del impulso y la cantidad de movimiento. La barra y la 
esfera se consideran corno un solo sistema y se expresa que la cantidad de 
movimiento inicial de la barra y la esfera, y los impulsos de las fuerzas exter- 
nas, son en conjunto equipolentes a la cantidad de movimiento final del sis¬ 
tema. Se advierte que la unica fuerza impulsiva externa al sistema es la reac- 




Cant. Mov. Sist.j + Imp. Ext. Sisl.,_= Cant. Mov. Sist . 2 

-t-^momentos alrededor de A: 

m s v s ( 1.2 m) = m s Vs(1.2 m) + ?n R v R (0.6 m) + Ico' (1) 

Puesto que la barra gira alrededor de A, se tiene que v R = ra>' = (0.6 m)to'. 
Ademas, 

I = jiinL 2 = -j^(8 kg)(1.2 m) 2 = 0.96 kg • m 2 
Al sustituir estos valores y los datos proporcionados en la ecuacion (1), se tiene 

(2 kg)(5 m/s)(1.2 m) = (2 kg)o s '(1.2 m) + (8 kg)(0.6 m)n>'(0.6 m) 

+ (0.96 kg • m 2 )n>' 

12 = 2.4u( + 3.84<o' (2) 

Velocidades relativas. Eligiendo como positivo el sentido hacia la de- 
recha, se escribe 

v' B ~ vi = e(v s - v B ) 

Al sustituir v s = 5 m/s, v B — 0 y e = 0.80, se obtiene 

- v' s = 0.80(5 m/s) (3) 

Al notar otra vez que la barra gira alrededor de A, se escribe 

v B — (1.2 m)<w' (4) 

Al resolver las ecuaciones (2) a (4) de manera simultanea, se obtiene 

a>' = 3.21 rad/s to' = 3.21 rad/s M 

v's = -0.143 m/s v( = 0.143 m/s ◄ 
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PROBLEMA RESUELTO 17.11 



Un paquete cuadrado de lado a y masa m se mueve hacia abajo por una ban- 
da transportadora A con una velocidad constante V|. En el extremo de la ban- 
da transportadora, la esquina del paquete choca contra un soporte rigido en B. 
Suponiendo que el impacto en B es perfectamente plastico, obtenga una expre- 
sion para la magnitud minima de la velocidad Vi para la cual el paquete girara 
alrededor de B y llegara a la banda transportadora C. 


Position 2 



= 0.612 a 


Position 3 



SOLUCION 

Principio del impulso y la cantidad de movimiento. Puesto que 
el impacto entre el paquete y el soporte es perfectamente plastico, el paque¬ 
te gira alrededor de B durante el impacto. Se aplica el principio del impul¬ 
so y la cantidad de movimiento al paquete y se nota que la unica fuerza im- 
pulsiva externa al paquete es la reaction impulsiva en B. 



Cant. Mov. Sist., + Imp. Ext. Sisl. [_= Cant. Mov. Sist . 2 

+ momentos alrededor de B: (mv±)(ja) + 0 = (mv 2 )(j'\/2a) + Ico 2 (1) 

Puesto que el paquete gira alrededor de B , se tiene que v 2 — ( GB)a> 2 = 
!V2«a> 2 . Se sustituye esta expresion, junto con I = jma 2 , en la ecuacion (1): 

(mfi)(|a) = TO(^'V / 2flw 2 )(^'V / 2(3) + \nia 2 a> 2 vi = faw 2 (2) 

Principio de la conservacion de la energia. Se aplica el principio 
de la conservacion de la energia entre las posiciones 2 y 3. 

Position 2. V 2 = Wh 2 . Recordando que v 2 = \'\/2aa> 2 , se escribe 

rji _ 1 —2 i IT S_ \2 , 1/1 2\ 2_ 1 2 2 

12 = jmv 2 + jio) 2 = z(7<w 2 ) + j(^ma )co 2 = jtna co 2 

Position 3. Puesto que el paquete debe alcanzar la barra transporta¬ 
dora C, debe pasar por la position 3 donde G esta directamente arriba de B. 
Ademas, puesto que deseamos determinar la velocidad minima para la cual 
el paquete llegara a esta position, se elige v 3 = a> 3 = 0. Por lo tanto, T 3 = 0 
y V 3 = Wh 3 . 

Conservation de la energia 

t 2 + v 2 = t 3 + V 3 
uuroj 2 + Wh 2 — 0 + Wh 3 
2 3W , 3g 

a> 2 — 2 {h 3 ~ h 2 ) — ~ 2 (h 3 — h 2 ) (3) 

ina a 

Al sustituir los valores calculados de h 2 y h 3 en la ecuacion (3), se obtiene 
u>\ = |f (0.707 a ~ 0.612a) = (0.095a) w 2 = V0.285 g/a 

= ~faw 2 = faV0.285g/a v-i = 0.712Vga A 


1129 
















RESOL UCION DE PROB LEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


Esta lection se dedico al movimiento impulsivo y al impacto excentrico de cuerpos 
rigidos. 

1. El movimiento impulsivo ocurre cuando un cuerpo rfgido se somete a una fuer- 
za muy grande F por un corto intervalo de tiempo At; el impulso resultante F At es 
tanto finito como diferente de cero. Tales fuerzas se conocen como fuerzas impulsi- 
vas y se presentan cuando hay un impacto en los cuerpos rigidos. Las fuerzas para las 
cuales el impulso es cero se conocen como fuerzas no impulsivas. Como se vio en el 
capitulo 13, las siguientes fuerzas pueden suponerse no impulsivas: el peso de un cuer¬ 
po, la fuerza que ejerce un resorte, y cualquier otra fuerza que se conoce que es pe- 
quena en comparacion con las fuerzas impulsivas. Sin embargo, las reacciones desco- 
nocidas no pueden suponerse no impulsivas. 

2. Impacto excentrico de cuerpos rigidos. Se vio que cuando dos cuerpos cho- 
can, las componentes de la veloeidad a lo largo de la linea de impacto de los puntos 
de contacto A y B antes y despues del impacto cumplen la siguiente ecuacion: 

(vb)„ - ( Va)„ = e[(v A )„ ~ (v B )J (17.19) 

donde el miembro del lado izquierdo es la veloeidad relativa despues del impacto, y 
el miembro del lado derecho es el producto del coeficiente de restitution y la velo- 
cklad relativa antes del impacto. 

Esta ecuacion expresa la misma relation de las componentes de la veloeidad de 
los puntos de contacto antes y despues del impacto que se usaron para las parriculas 
en el capitulo 13. 

3. Para resolver un problema que implica un impacto debe usarse el metodo 
del impulso y la cantidad de movimiento y seguir los siguientes pasos: 

a) Dibujar una ecuacion de diagramas de cuerpo libre del cuerpo que ex- 

presara que el sistema compuesto por las cantidades de movimiento inmediatamen- 
te antes del impacto y por los impulsos de las fuerzas externas es equivalente al sis¬ 
tema de las cantidades de movimiento inmediatamente despues del impacto. 

b) La ecuacion de diagramas de cuerpo libre relacionara las velocidades an¬ 
tes y despues del impacto y las fuerzas y reacciones impulsivas. En algunos casos, se¬ 
ra posible determinar las velocidades y reacciones impulsivas desconocidas al resolver 
las ecuaciones obtenidas al sumar componentes y momentos [problema resuelto 17.9], 

c) En el caso de un impacto en que e > 0, el numero de incognitas sera mas 
grande que el numero de ecuaciones que es posible escribir al sumar componentes 
y momentos y sera necesario complementar las ecuaciones que se obtuvieron de la 
ecuacion de diagramas de cuerpo libre con la ecuacion (17.19), la cual relaciona las 
velocidades relativas de los puntos de contacto antes y despues del impacto [proble¬ 
ma resuelto 17.10]. 

d) Durante un impacto es necesario usar el metodo del impulso y la can¬ 
tidad de movimiento Sin embargo, antes y despues del impacto es posible, si es 
necesario, utilizar alguno de los metodos de solution que se han aprendido, tales co¬ 
mo el del trabajo y la energia [problema resuelto 17.11], 
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17.96 Una bala que pesa 0.08 lb se dispara con una velocidad hori¬ 
zontal de 1 800 ft/s en el extremo inferior de una barra ligera de 15 lb y lon- 
gitud L = 30 in. Si h = 12 in. y la barra esta inicialmente en reposo, deter¬ 
mine a) la velocidad angular de la barra inmediatamente despues de que la 
bala queda incrustada, b) la reaccion impulsiva de C, si se supone que la bala 
queda incrustada en 0.001 s. 


A 



B 


Figura PI 7.96 


17.97 En el problema 17.96, determine a) la distancia requerida h si 
la reaccion impulsiva en C debe ser cero, b) la velocidad angular correspon- 
diente de la barra inmediatamente despues de que la bala queda incrustada. 


17.98 Una bala de 45 g se dispara con una velocidad de 400 m/s a un 
angulo 8 = 30° en un panel cuadrado cuyos lados miden b = 200 mm y tiene 
una masa de 9 kg. Si se sabe que li = 150 mm y que el panel esta inicial¬ 
mente en reposo, determine a ) la velocidad del centra del panel inmedia- 
tamente despues de que la bala queda incrustada, b) la reaccion impulsiva 
en A suponiendo que la bala queda incrustada en 2 ms. 

17.99 Una bala de 45 g se dispara con una velocidad de 400 m/s a un 
angulo 8=5° en un panel cuadrado cuyos lados miden b = 200 mm y tiene 
una masa de 9 kg. Si se sabe que h = 150 mm y que el panel esta inicial¬ 
mente en reposo, determine a) la distancia h requerida si la componente ho¬ 
rizontal de la reaccion impulsiva en A debe ser cero, b) la velocidad co- 
rrespondiente del centra del panel inmediatamente despues de que la bala 
queda incrustada. 
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metodos de la energla y la cantidad 
de movimiento 


17.100 Un panel de madera de 8 kg esta suspendido de un soporte 
de pasador en A y se encuentra inicialmente en reposo. Una esfera metalica 
de 2 kg se suelta desde el reposo en B y cae en la copa hemisferica C unida 
al panel en un punto localizado sobre su borde superior. Si se supone que el 
impacto es perfectamente plastico, determine la velocidad del centra de masa 
G del panel inmediatamente despues del impacto. 


200 mm 200 mm 



17.101 Un panel de madera de 8 kg esta suspendido de un soporte 
de pasador en A y se encuentra inicialmente en reposo. Una esfera metalica 
de 2 kg se suelta desde el reposo en B' y cae en la copa hemisferica C' unida 
al panel en un punto al mismo nivel que su centra de masa G. Si se supone 
que el impacto es perfectamente plastico, determine la velocidad del centra 
de masa G del panel inmediatamente despues del impacto. 

17 102 El engrane mostrado tiene un radio R = 150 mm y un radio 
de giro k = 125 mm.El engrane rueda sin deslizarse con una velocidad V| 
de 3 m/s en magnitud cuando golpea un escalon de altura h = 75 mm. De- 
bido a que el borde del escalon se ensambla en los dientes del engrane, no 
ocurre deslizamiento entre el engrane y el escalon. Suponiendo un impacto 
perfectamente plastico, determine la velocidad angular del engrane inme¬ 
diatamente despues del impacto. 



I k v o 



Figura PI 7.102 

17.103 Una barra ligera y uniforme AB de masa rn esta en reposo so¬ 
bre una superficie horizontal sin friccion cuando el gancho C se engancha 
en una pequena clavija en A. Si se sabe que el gancho se jala hacia arriba 
con una velocidad constante v 0 , determine el impulso que se ejerce sobre la 
barra a) en A, b) en B. Suponga que la velocidad del gancho no cambia y 
que el impacto es perfectamente plastico. 


Figura P17.103 






















17.104 Una barra delgada uniforme de longitud L y masa m esta so- Problemas -| -| 33 

portada por una mesa horizontal sin fried on. En un inicio, la barra gira alrede- 
dor de su centra de masa G con una velocidad angular constante to,. De 
manera subita el cerrojo D se mueve a la derecha y es golpeado por el ex- 
tremo A de la barra. Suponiendo que el impacto de A y D es perfectamente 
plastico, determine la velocidad angular de la barra y la velocidad de su cen¬ 
tra de masa inmediatamente despues del impacto. 



17.105 Retome el problema 17.104, y ahora suponga que el impacto 
de A y D es perfectamente plastico. 

Una barra delgada y uniforme de longitud L se deja caer so- 
bre soportes rigidos en A y B. Como el soporte B esta un poco mas abajo 
que el soporte A, la barra golpea A con una velocidad antes de golpear B. 
Si se suponen impactos perfectamente elasticos tanto en A como en B, de¬ 
termine la velocidad angular de la barra y su centra de masa inmediatamente 
despues de que la barra a) golpea el soporte A, b) golpea el soporte B, c) 
golpea de nuevo el soporte A. 



Figura PI7.106 


17.107 Una barra ligera y uniforme AB esta en reposo sobre una mesa 
horizontal sin friction, cuando el extremo A de la barra se golpea con un 
martillo que libera un impulso perpendicular a la barra. En el movimiento 
subsecuente, determine la distancia b que se movera la barra cada vez que 
termine una revolution completa. 



Figura PI7.107 
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17.108 Una esfera uniforme de radio r rueda hacia abajo por la rampa 
que se muestra en la figura sin deslizarse. Golpea la superficie horizontal y, 
despues de deslizarse un poco, empieza a rodar otra vez. Si se supone que 
la esfera no rebota cuando choca contra la superficie horizontal, determine 
su velocidad angular y la velocidad de su centra de masa despues de que 
comienza a rodar de nuevo. 



Figura P17.108 


17.109 La barra ligera AB de longitud L forma un angulo /3 con el eje 
vertical cuando hace contacto contra la superficie sin friction que se mues¬ 
tra en la figura, con una velocidad y sin velocidad angular. Si se supone 
que el impacto es perfectamente elastico, obtenga una expresion para la ve¬ 
locidad angular de la barra inmediatamente despues del impacto. 



Figura PI7.109 


Retome el problema 17.109, y ahora suponga que el impacto 
entre la varilla AB y la superficie sin friction es perfectamente elastico. 

17.111 Una caja rectangular con carga uniforme se suelta desde el re- 
poso en la position mostrada. Si se supone que el piso tiene la suficiente ru- 
gosidad para evitar el deslizamiento y que el impacto en B es perfectamente 
plastico, determine el valor mini mo de la razon alb para la cual la esquina A 
permanecera en contacto con el piso. 



Figura P17.111 
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17,112 y 17.113 Una barra delgada uniforme AB de longitud L cae 
libremente con una velocidad v 0 cuando la cuerda AC se pone tensa. 
Suponiendo que el impacto es perfectamente plastico, determine la veloci¬ 
dad angular de la barra y la velocidad de su centra de masa en seguida de 
que la cuerda se pone tensa. 




114 Una barra esbelta de longitud L y masa m se suelta desde el 
reposo en la posicion mostrada. Se observa que despues de que la barra choca 
con la superficie vertical rebota para formar un angulo de 30° con la verti¬ 
cal. a) Determine el coeficiente de restitution entre la perilla K y la super¬ 
ficie. b) Muestre que puede esperarse el mismo rebote para cualquier posi¬ 
cion de la perilla K. 

15 El bloque rectangular uniforme que se muestra en la figura se 
mueve a lo largo de una superficie sin friction con una velocidad v, cuando 
golpea una pequena obstruction en B. Si se supone que el impacto entre la 
esquina A y la obstruction B es perfectamente plastico, determine la mag- 
nitud de la velocidad V| para la cual el angulo maximo 9 a traves del cual gi- 
rara el bloque es de 30°. 




Figura P17.115 


16 Una barra esbelta de masa m y longitud L se suelta desde el 
reposo en la posicion mostrada y golpea el reborde D. Suponiendo un im¬ 
pacto perfectamente plastico en D, determine para b = 0.6L, a) la velocidad 
angular de la barra inmediatamente despues del impacto, b) el angulo ma¬ 
ximo a traves del cual girara la barra despues del impacto. 



Figura PI 7.116 
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Movimiento piano de cuerpos rigidos: 
metodos de la energfa y la cantidad 
de movimiento 


A 



B 





1.2 m 


Una bala de 30 g se dispara con una velocidad horizontal de 350 
m/s hacia una viga de madera AB de 8 kg. La viga esta suspendida de un co- 
llarin de peso despreciable que puede deslizarse a lo largo de una barra hori¬ 
zontal. Si se desprecia la friction entre el collarfn y la barra, determine el an- 
gulo maximo de rotation de la viga durante su movimiento subsecuente. 

17.11 Para la viga del problema 17.117, determine la velocidad de la 
bala de 30 g para la cual el angulo maximo de rotation de la viga sera de 90°. 

17.119 Un caja cuadrada cargada de manera uniforme se suelta desde 
el reposo con su esquina B directamente arriba de A, gira alrededor de A 
hasta que su esquina B golpea el suelo, y despues rota alrededor de B. El 
suelo tiene la suficiente rugosidad para evitar el deslizamiento y el impacto 
en B es perfectamente plastico. Si se denota con io 0 la velocidad angular de 
la caja inmediatamente despues de que B golpea el suelo, determine a) la 
velocidad angular de la caja en seguida de que B golpea el suelo, b) la reac¬ 
tion de la energfa cinetica que pierde la caja durante el impacto, c) el an¬ 
gulo 6 que gira la caja despues de que B golpea el suelo. 


Figura PI 7.117 


D 



17.120 Una barra ligera y uniforme AB de longitud L = 30 in., se 
coloca con su centra equidistante de dos soportes que estan localizados a una 
distancia b = 5 in. uno del otro. El extremo B de la barra se levanta una dis- 
tancia ho = 4 in. y se suelta; la barra se balancea en los soportes de la forma 
que se indica. Si se supone que el impacto en cada soporte es perfectamente 
plastico y que no ocurre deslizamiento entre la barra y los soportes, deter¬ 
mine a) la altura It ] que alcanza el extremo A despues del primer impacto, 
b) la altura h 2 que alcanza el extremo B despues del segundo impacto. 




Figura PI 7.120 


17.121 Una placa pequeria B esta unida a una cuerda que se encuen- 
tra enrollada alrededor de un disco de 8 lb con radio R = 9 in. Un collarfn 
A de 3 lb se suelta desde el reposo y cae una distancia li = 15 in. antes de 
golpear la placa B. Si se supone que el impacto es perfectamente plastico y 
se desprecia el peso de la placa, determine inmediatamente despues del im¬ 
pacto a) la velocidad del collarfn, b) la velocidad angular del disco. 

Retome el problema 17.121, y alrora suponga que el coefi- 
ciente de restitution entre A y B es de 0.8. 


Figura P17.121 
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23 Una barra ligera AB se suelta desde el reposo en la posicion 
que se indica. Oscila hasta una posicion vertical y choca contra una segunda 
barra identica CD que esta en reposo sobre una superficie sin friction. Si se 
supone que el coeficiente de restitution entre las barras es de 0.5, determine 
la velocidad de la barra CD inmediatamente despues del impacto. 



Figura P17.123 

Retome el problema 17.123, y ahora suponga que el impacto 
es perfectamente elastico. 

17.125 El tablon CDE tiene una masa 15 kg y descansa sobre un pe- 
queno pivote en D. La gimnasta A de 55 kg esta parada sobre el tablon en 
C cuando un gimnasta B de 70 kg salta desde una altura de 2.5 m y golpea 
al tablon en E. Si se supone un impacto perfectamente plastico y que la gim¬ 
nasta A esta de pie erguida por completo, determine la altura a la cual se 
elevara la gimnasta A. 



Retome el problema 17.125, y ahora suponga que los gimnas- 
tas cambian lugares de manera que la gimnasta A salta sobre el tablon y el 
gimnasta B permanece de pie en C. 

17.127 y 17.128 El elemento ABC tiene una masa de 2.4 kg y se en- 
cuentra atado a un soporte de pasador en B. Una esfera D de 800 g golpea 
el extremo ABC con una velocidad vertical Vi de 3 m/s. Si se sabe que L = 
750 mm y que el coeficiente de restitution entre la esfera y el elemento ABC 
es de 0.5, determine inmediatamente despues del impacto a) la velocidad 
angular del elemento ABC, b) la velocidad de la esfera. 



Figura PI 7.127 


Figura P17.128 
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17.129 Una barra esbelta CDE con longitud L y masa m esta unida a 
un soporte de pasador en su punto medio D. Una segunda barra identica AB 
gira alrededor de un soporte de pasador en A con una velocidad angular w L 
cuando su extremo B golpea el extremo C de la barra CDE. Si se denota con 
e el coeficiente de restitution entre las barras, determine la velocidad angu¬ 
lar de cada barra inmediatamente despues del impacto. 



Figura PI7.129 


17.130 La barra ligera AB de 5 lb se suelta desde el reposo en la posi¬ 
tion que se muestra y oscila hasta una position vertical donde golpea a la 
barra ligera CD de 1.5 kg. Si se sabe que el coeficiente de restitution entre 
la perilla K fija en la barra a AB y la barra CD es 0.8, determine el angulo 
maximo 6 m que girara la barra CD despues del impacto. 



La esfera A de masa m y radio r rueda sin deslizarse con una 
velocidad vj sobre una superficie horizontal cuando choca frontalmente con 
una esfera identica B que esta en reposo. Si se denota con /a* el coeficiente 
de friction cinetica entre las esferas y la superficie, se desprecia la friction 
entre las esferas y se supone un impacto perfectamente elastico, determine 
a) las velocidades lineal y angular de cada esfera inmediatamente despues 
del impacto, b) la velocidad de cada esfera despues de que empiezan a ro- 
dar uniformemente. 



B 


Figura PI7.131 
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17.132 Una pequena pelota de plastico de radio r se lanza contra un 
suelo rugoso con una velocidad v A de magnitud v 0 y contragiro a> A de mag- 
nitud co 0 . Se observa que la pelota rebota de A a B, despues de B a A y luego 
de A a B, etc. Si se supone un impacto perfectamente elastico, determine la 
magnitud requerida co 0 del contragiro en terminos de v 0 y r. 



Figura P17.132 


17.133 En un juego de billar, la bola A rueda sin deslizarse con una 
velocidad v 0 cuando golpea en forma oblicua a la bola B, que esta en reposo. 
Si se denota con r el radio de cada bola y mediante ^ el coeficiente de fric¬ 
tion cinetica entre las bolas, y se supone un impacto perfectamente elastico, 
determine a) la velocidad lineal y angular de cada bola inmediatamente des¬ 
pues del impacto, b) la velocidad de la bola B despues de que ha empezado 
a rodar de manera uniforme. 



Figura PI7.133 


*17.134 Cada una de las barras AB y BC tiene una longitud L = 15 
in. y un peso W = 2.5 lb. Determine la velocidad angular de cada barra 
inmediatamente despues de que el impulso QA t = (0.30 lb • s)i se aplique 
en C. 



Figura P17.134 












R EPASO Y RESUME N 
DEL CAPITULO 17 


Principio del trabajo y la energfa para 
un cuerpo rfgido 


Trabajo de una fuerza o un par 


Energfa cinetica en movimiento piano 



Figura 17.13 


En este capftulo se considero de nuevo el metodo del trabajo y la 
energfa y el metodo de impulso y la cantidad de movimiento. En 
la primera parte del capftulo se estudio el metodo del trabajo de la 
energfa y su aplicacion al analisis del movimiento de 00613105 rfgi- 
dos y sistemas de cuerpos rfgidos. 

En la seccion 17.2 se expreso primero el principio del trabajo y 
la energfa para un cuerpo rfgido en la forma 

Ti + = T 2 (17.1) 

donde T , y T 2 representan los valores initial y final de la energfa ci¬ 
netica del cuerpo rfgido y U i _*2 representa el trabajo de las fuerzas 
extemas que actuan sobre el cuerpo rfgido. 

En la seccion 17.3 se recordo la expresion que se encontro en 
el capftulo 13 para el trabajo de una fuerza F aplicada en el punto 
A, a saber 


t /,^2 = f 2 (F cos a) ds (17.3') 

donde F fue la magnitud de la fuerza, a el angulo que forma con 
la direction del movimiento de A, y s la variable de integration que 
mide la distancia recorrida por A a lo largo de su trayectoria. Tam- 
bien se derivo la expresion para el trabajo de un par de momento 
M aplicado a un cuerpo rfgido durante una rotation 0 del cuerpo 
rfgido: 

r»2 

U i _»2 = Mde (17.5) 

Despues se obtuvo una expresion para la energfa cinetica de un 
cuerpo rfgido en movimiento piano [seccion 17.4]. Se escribio 

T = jmv 2 + flw 2 (17.9) 

donde v es la velocidad del centra de masa G del cuerpo, oj es la 
velocidad angular del cuerpo e I es su momento de inercia alrede- 
dor de un eje que pasa por G perpendicular al piano de referencia 
(figura 17.13) [problema resuelto 17.3]. Se senalo que la energfa ci¬ 
netica de un cuerpo rfgido en movimiento piano puede separarse en 
dos partes: 1 ) la energfa cinetica jmv 2 asociada con el movimiento 
del centra de masa G del cuerpo, y 2) la energfa cinetica jIoj 2 aso¬ 
ciada con la rotation del cuerpo en tomo a G. 
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Para un cuerpo rigido que gira alrededor de un eje fijo que pa- 
sa por O con una velocidad angular to se tuvo 

T = \l 0 o) z (17.10) 

donde I Q fue el momento de inercia del cuerpo alrededor del eje 
fijo. Se observo que el resultado que se obtuvo no se limita a la ro¬ 
tation de placas planas o de cuerpos simetricos con respecto al pia¬ 
no de referencia, aunque es valida independientemente de la forma 
del cuerpo o de la ubicacion del eje de rotation. 

La ecuacion (17.1) puede aplicarse al movimiento de sistemas 
de cuerpos rfgidos [section 17.5] siempre que todas las fuerzas que 
actuan sobre los diversos cuerpos participantes —internas asi como 
extemas al sistema— se incluyan en el calculo de U i_» 2 - Sin embar¬ 
go, en el caso de sistemas compuestos por elementos conectados por 
pasadores o bloques y poleas eonectadas mediante cuerdas inexten- 
sibles o engranes dentados, los puntos de aplicacion de las fuerzas 
intemas se mueven distancias iguales y el trabajo de estas fuerzas se 
eancela [problemas resueltos 17.1 y 17.2]. 

Cuando un cuerpo rigido, o un sistema de cuerpos rfgidos, se 
mueve bajo la action de fuerzas conservativas, el principio del tra¬ 
bajo de energia puede expresarse en la forma 

T 1 +V 1 = T 2 + V 2 (17.12) 

que se conoce como el principio de la conservation cle la energia 
[section 17.6], Es posible utilizar este principio para resolver pro¬ 
blemas que implican fuerzas conservativas como la fuerza de la 
gravedad o la que ejerce un resorte [problemas resueltos 17.4 y 17.5]. 
Sin embargo, cuando se va a determinar una reaction, el principio 
de la conservation de la energia debe complementarse mediante la 
aplicacion del principio de d’Alembert [problema resuelto 17.4]. 


En la section 17.7 se amplio el concepto de potencia a un cuer¬ 
po que gira y que esta sujeto a un par; se escribio 


Potencia = 


dU_ 

dt 


M dO 
dt 


Mco 


(17.13) 


donde M es la magnitud del par y w la velocidad angular del cuerpo. 

La parte media del capitulo se dedico al metodo del impulso y 
la cantidad de movimiento, y a su aplicacion en la solution de di¬ 
versos tipos de problemas que incluyen el movimiento piano de pla¬ 
cas rfgidas y cuerpos rfgidos simetricos con respecto al piano de re¬ 
ferencia. 

Se recordo primero el principio del impulso ij la cantidad de 
movimiento en la forma en que se dedujo en la section 14.9 para 
un sistema de particulas y se aplico al movimiento de cuerpo rigido 
[section 17.8]. Se escribio 

Cant. Mov. Sist-i + Imp. Ext. Sist. |_> 2 = Cant. Mov. Sist . 2 

(17.14) 


Repaso y resumen del capitulo 17 
Energia cinetica en rotation 


Sistemas de cuerpos rfgidos 


Conservation de la energia 


Potencia 


Principio del impulso y la cantidad de 
movimiento para un cuerpo rigido 
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A continuation se demostro que para una placa rigida o un cuerpo rf- 
gido simetrico con respecto al piano de referencia, el sistema de las 
eantidades de movimiento de las particulas que forman el cuerpo es 
equivalente a un vector mv conectado con su punto de aplicacion en 
el centra de masa G del cuerpo y un par Ico (figura 17.14). El vector 


(A m)v 




mv se asocia con la traslacion del cueipo con G y representa la canti¬ 
dad de movimiento lineal del cuerpo, en tanto que el par Iw corres- 
ponde a la rotation del cueipo alrededor de G y representa la canti¬ 
dad de movimiento angular del cuerpo alrededor de un eje que pasa 
por G. 


La ecuacion (17.14) puede expresarse en forma grafica como se 
muestra en la figura 17.15 dibujando tres diagramas que represen- 
ten, respectivamente, al sistema de las eantidades de movimiento 
iniciales del cuerpo, los impulsos de las fuerzas externas que actuan 
sobre el cueipo y el sistema de las eantidades de movimiento fina¬ 
les del cueipo. 





Figura 17.15 


Al sumar e igualar de manera respectiva las componentes x, las com- 
ponentes y y los momentos alrededor de cualquier punto dado de los 
vectores que se indican en la figura, se obtienen tres ecuaciones de 
movimiento que pueden resolverse respecto a las incognitas desea- 
das [problemas resueltos 17.6 y 17.7]. 

En problemas que tienen que ver con varios cuerpos rigidos co- 
neetados [section 17.9], cada cueipo puede considerarse de mane¬ 
ra separada [problema resuelto 17.6], o, si no intervienen mas de 
tres incognitas, es posible aplicar el principio del impulso y la can- 










Repaso y resumen del capftulo 17 -i •i AV 

tidad de movimiento al sistema completo, considerando solo los im- 1 1 

pulsos de las fuerzas externas [problema resuelto 17.8]. 

Cuando las lfneas de action de todas las fuerzas externas que 
actuan sobre un sistema de cuerpos rigidos pasa por un punto O, 
se conserva la cantidad de movimiento angular del sistema alrede- 
dor de O [seccion 17.10]. Se sugirio que los problemas que impli- 
ean la conservation de la cantidad de movimiento angular se re- 
suelvan con el metodo general que se describio antes [problema 
resuelto 17.8]. 

La ultima parte del capftulo se dedico al movimiento impulsivo Movimiento impulsivo 
y al impacto excentrico de cuerpos rigidos. De la seccion 17.11 se 
recordo que el metodo del impulso de la cantidad de movimiento 
es el unico metodo practico para la solution de problemas que im- 
plican el movimiento impulsivo, y que el calculo de impulso en ta¬ 
les problemas es en particular simple [problema resuelto 17.9]. 

En la seccion 17.12 se recordo que el impacto excentrico de dos Impacto excentrico 
cuerpos rigidos se define como un impacto en el cual los centres de 
masa de los cuerpos que chocan no se localizan sobre la lfnea de im¬ 
pacto. Se demostro que en una situation de este tipo se sigue cum- 
pliendo una relation similar a la que se dedujo en el capftulo 13 pa¬ 
ra el impacto central de dos partfculas y en la que intemene el 
coeficiente de restitution e, pero que se deben usar las velocidades 
de los puntos Ay B donde ocurre el contacto durante el impacto. En 
consecuencia 

(vh)n - («A)» = e[(v A ) n - (v B ) n ] (17.19) 

donde (v A ) n y ( v B ) n son las componentes a lo largo de la lfnea de 
impacto de las velocidades de A y B antes del impacto, y (v A ) n y 
(v' B ) n son sus componentes despues del impacto (figura 17.16). La 


Conservacion de la cantidad de movimiento 
angular 



a) Antes del impacto 

Figura 17.16 


b) Despues del impacto 


ecuacion (17.19) es aplicable no solo cuando los cuerpos que cho- 
can se mueven con libertad despues del impacto, sino tambien cuan¬ 
do estan parcialmente restringidos en su movimiento. Debe usarse 
junto con una o varias ecuaciones obtenidas al aplicar el principio 
del impulso y la cantidad de movimiento [problema resuelto 17.10]. 
Tambien se considero un problema donde es posible combinar el 
metodo del impulso y la cantidad de movimiento, y el metodo de 
trabajo y la energfa [problema resuelto 17.11], 


Problemas de repaso 



17.135 El movimiento de la varilla delgada AB de 250 mm se guia 
mediante pasadores en A y B que se deslizan libremente por ranuras cor- 
tadas en una placa vertical, como se muestra en la figura. Si la barra tiene 
una masa de 2 kg y se suelta desde el reposo cuando 0=0, determine las 
reacciones en Ay B cuando 0 = 90°. 

17.136 Un disco uniforme de grosor constante y que se encuentra ini- 
cialmente en reposo se pone en contacto con la banda mostrada, la eual se 
mueve a una velocidad constante v = 25 m/s. Si el coeficiente de friccion 
cinetica entre el disco y la banda es de 0.15, determine a) el numero de re- 
voluciones ejecutadas por el disco antes de alcanzar una velocidad angular 
constante, b) el tiernpo requerido para que el disco alcance esa velocidad an¬ 
gular constante. 

17.137 Retome el problema 17.136, y ahora suponga que la direction 
del movimiento de la banda se invierte. 


120 mm 




17.138 Una barra esbelta uniforme se coloca en la esquina B y se le im- 
prirne un pequeno movimiento en el sentido de las manecillas del reloj. Si se 
supone que la esquina es afilada y se incrusta ligeramente en el extremo de la 
barra, de manera que el coeficiente de friccion estatica en B es muy grande, 
determine a) el angulo (3 que habra girado la barra ciando cuando pierda con¬ 
tacto con la esquina, b ) la velocidad correspondiente del extremo A. 



Figura PI 7.138 


Una bala de 35 g se dispara con una velocidad de 400 m/s ha- 
cia uno de los lados del panel cuadrado que cuelga de un pasador en A, como 
se muestra en la figura. Si el panel esta inicialmente en reposo, determine 
las componentes de la reaction en A despues de que el panel ha girado 90°. 
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17.140 Un bloque cuadrado de masa m cae con una velocidad V! 
cuando golpea una pequena obstruccion en B. Si se supone que el impacto 
entre la esquina A y la obstruccion B es perfectamente plastica, determine 
inmediatamente despues del impacto a ) la velocidad angular del bloque, b) 
la velocidad de su centra de masa G. 

Retome el problema 17.140, y alrora suponga que el impacto 
entre la esquina A y la obstruccion B es perfectamente elastico. 

17.142 Una barra AB de 3 kg esta unida mediante un pasador en D 
a una placa cuadrada de 4 kg, la cual puede girar libremente alrededor de 
un eje vertical. Si la velocidad angular de la placa es de 120 rpm cuando la 
barra esta en position vertical, determine a) la velocidad angular de la placa 
despues de que la barra haya oscilado hasta una position horizontal y des¬ 
pues haya llegado al reposo contra el pasador C, b) la energia perdida du¬ 
rante el impacto plastico en C. 
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Figura P17.140 



Figura P17.142 


Una placa rectangular de 6 X 8 in. se suspende mediante 
pasadores en A y B. El pasador en B se retira y la placa oscila libremente 
alrededor del pasador A. Determine a) la velocidad angular de la placa des¬ 
pues de que haya girado 90°, b) la velocidad angular maxima alcanzada por 
la placa mientras oscila libremente. 

17.144 Los discos Ay B estan hechos del mismo material y tienen el 
mismo grosor; pueden girar libremente alrededor del eje vertical. El disco B 
se encuentra en reposo cuando se deja caer sobre el disco A, el cual gira con 
una velocidad angular de 500 rpm. Si el disco A pesa 18 lb, determine a) la 
velocidad angular final de los discos, b ) el cambio en la energia cinetica del 
sistema. 




500 


Figura P17.144 
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17.14? A que altura h sobre su centra G debe golpearse con un taco 
y de manera horizontal la bola de billar mostrada si debe comenzar a radar 
sin deslizarse? 




Figura PI7.145 


17.146 Una esfera grande de 3 lb con un radio r = 3 in. se lanza ha- 
cia una canasta ligera al extremo de una barra delgada y uniforme que pesa 
2 lb y tiene una longitud L = 10 in., como se muestra en la figura. Inmedia- 
tamente antes del impacto, la velocidad angular de la barra es de 3 rad/s en 
sentido contrario al de las manecillas del reloj y la velocidad de la esfera es 
de 2 ft/s hacia abajo. Suponga que la esfera se incrusta en la canasta. Deter¬ 
mine despues del impacto a) la velocidad angular de la barra y la esfera, b) 
las componentes de las reacciones en A. 


Problemas de computadora 


I La barra AB tiene una masa de 3 kg y se conecta en A a un 

carro C de 5 kg. Si el sistema se suelta desde el reposo cuando 6 = 30° y se 
desprecia la friccion, utilice software para calcular la velocidad del carro y la 
velocidad del extremo B de la barra para valores de d de +30° a -90°. De¬ 
termine el valor de 6 para el cual la velocidad del carro hacia la izquierda es 
maxima y el valor correspondiente de la velocidad. 



Figura P17.C1 



























La barra ligera y uniforme AB de longitud L = 800 mm y masa 
de 5 kg descansa sobre una pequena rueda en D y esta conectada a un co- 
llarin de masa despreciable que puede deslizarse con libertad sobre la barra 
vertical EF. Si a = 200 mm y la barra se suelta desde el reposo cuando 6 = 
0, utilice software para calcular y graficar la velocidad angular de la barra y 
la velocidad del extremo A para valores de 9 desde 0 hasta 50°. Determine la 
velocidad angular maxima de la barra y el valor correspondiente de 9. 

17.C3 Una esfera uniforme de 10 in. de radio rueda sobre una serie 
de barras horizontales paralelas separadas por el mismo espacio d. Cuando 
rueda sin deslizarse alrededor de una barra determinada, la esfera choca con 
la siguiente barra y empieza a rotar alrededor de ella sin deslizarse, hasta que 
hace contacto con la siguiente barra, y asi sucesivamente. Si se supone un 
impacto perfectamente plastico y se sabe que la esfera tiene una velocidad 
angular to 0 de 1.5 rad/s cuando su centra de masa G esta directamente 
arriba de la barra A, utilice software para calcular, respecto a valores de d 
desde 1 hasta 6 in., a) la velocidad angular to, de la esfera cuando G pasa di¬ 
rectamente arriba de la barra B, b) el niimero de barras sobre las cuales la 
esfera rodara despues de dejar la barra A. 

El collarin C tiene una masa de 2.5 kg y puede deslizarse sin 
friction sobre la barra AB. Un resorte de constante de 750 N/m y longitud 
no deformada r 0 = 500 mm se conecta en la forma mostrada al collarin y al 
eje B. Se sabe que el momenta de inercia de la masa total de la barra, el eje 
y el resorte corresponde a 0.3 kg • m 2 alrededor de B. Al principio el collarin 
se mantiene a una distancia de 500 mm desde el eje de rotation mediante 
un pequeno pasador que sobresale en la barra. El pasador se quita de re- 
pente cuando el mecanismo esta girando en un piano horizontal con veloci¬ 
dad angular (o 0 de 10 rad/s. Si se denota con r la distancia del collarin desde 
el eje de rotation, utilice software para calcular y graficar la velocidad angu¬ 
lar del mecanismo y la velocidad del collarin relativa a la barra para valores 
de r desde 500 hasta 700 mm. Determine el valor maximo de r en el rno- 
vimiento resultante. 
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Figura P17.C2 


® o 



(1) (2) 

Figura P17.C3 



(3) 



A 

Figura P17.C4 


17.C5 Cada una de las dos barras ligeras e identicas que se muestran 
tiene una longitud L — 30 in. Si el sistema se suelta desde el reposo cuando 
las barras estan horizontales, utilice software para calcular y graficar la ve¬ 
locidad angular de la barra BC y la velocidad del punto AB para valores de 
9 desde 0 hasta 90°. 
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Si bien los principios generales que se 
han aprendido en los capitulos anteriores 
pueden utilizarse de nuevo para resolver 
problemas que implican el movimiento 
en tres dimensiones de cuerpos n'gidos, 
la resolucion de dichos problemas 
requiere de un enfoque distinto y resulta 
considerablemente mas amplia que la 
resolucion de problemas bidimensionales. 
Un ejemplo es la determinacion de las 
fuerzas que actuan sobre el brazo robotico 
de un transbordador espacial. 
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18.1. INTRODUCCION 


CAPITULO 18 CINETICA DE 
CUERPOS RIGIDOS EN TRES 
DIMENSIONES 

Introduccion 

Cantidad de movimiento angular 
de un cuerpo rigido en tres 
dimensiones 

Aplicacion del principio del 
impulso y la cantidad de 
movimiento al movimiento 
tridimensional de un cuerpo 
rigido 

Energia cinetica de un cuerpo 
rigido en tres dimensiones 
Movimiento de un cuerpo rigido 
en tres dimensiones 
Ecuaciones de movimiento de 
Euler. Extension del principio de 
d’Alembert al movimiento de un 
cuerpo rigido en tres 
dimensiones 

Movimiento de un cuerpo rigido 
alrededor de un punto fijo 
Rotacion de un cuerpo rigido 
alrededor de un eje fijo 
Movimiento de un giroscopio. 
Angulos de Euler. 

Precesion estable de un 
giroscopio 

Movimiento de un cuerpo 
asimetrico con respecto a un eje 
y que no se somete a ninguna 
fuerza 


En los capitulos 16 y 17 se estudio el movimiento piano de 00613)05 rf- 
gidos y de sistemas de cuerpos rfgidos. En el capitulo 16 y en la segun- 
da mitad del capitulo 17 (metodo de la cantidad de movimiento), nues- 
tro estudio se limito aun mas a las placas planas y de cuerpos simetricos 
con respecto al piano de referenda. Sin embargo, muchos de los re- 
sultados fundamentals que se obtuvieron en esos dos capftulos siguen 
siendo validos en el caso del movimiento de un cuerpo rigido en tres 
dimensiones. 

Por ejemplo, las dos ecuaciones fundamentals 

(18.1) 
(18.2) 

sobre las cuales se baso el analisis del movimiento piano de un cuerpo ri¬ 
gido siguen siendo validas en el caso mas general del movimiento de un 
cuerpo rigido. Como se indieo en la section 16.2, estas ecuaciones expre- 
san que el sistema de las fuerzas extemas es equipolente al sistema con- 
sistente en el vector ma fijo en G y al par de momenta H G (figura 18.1). 



Figura 18.1 


2F = ma 
2M C = H G 


Sin embargo, la relation H G = Ico, la cual permitio determinar la canti¬ 
dad de movimiento angular de una placa rigida y que desempena una 
parte importante en la solution de problemas que implican el movimien¬ 
to piano de placas y cuerpos simetricos con respecto al piano de referen¬ 
da, deja de ser valida en el caso de cuerpos no simetricos o movimiento 
en tres dimensiones. En eonsecuencia, en la primera parte del capitu¬ 
lo, en la section 18.2, se formula un metodo mas general para calcular la 
cantidad de movimiento angular H G de un cuerpo rigido en tres dimen¬ 
siones. 

Asimismo, si bien la caracterfstica principal del metodo del impul- 
so-cantidad de movimiento que se analizo en la section 17.7, esto es, 
la reduction de cantidad de movimiento de las particulas de un cuer¬ 
po rigido a un vector de movimiento lineal mx fijo al centra de masa 
G del cuerpo y un par de cantidad de movimiento angular H G , sigue 
siendo valida, la relation H G = Iio debe descartarse y sustituirse por 
la relation mas general que se formula en la section 18.2 antes de que 
este metodo pueda aplicarse al movimiento tridimensional de un cuer¬ 
po rigido (section 18.3). 

Tambien se advirtio que el principio del trabajo y la energia (sec- 
cion 17.2) y el principio de la conservation de la energia (section 17.6) 
continuan aplicandose en el caso del movimiento de un cuerpo rigido 
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en tres dimensiones. Sin embargo, la expresion que se obtuvo en la sec- 
cion 17.4 para la energia cinetica de un cueipo rfgido en movimiento 
piano sera sustituida por una nueva expresion desarrollada en la sec- 
cion 18.4 para un cuerpo rfgido en movimiento tridimensional. 

En la segunda parte del capftulo se aprendera a determinar la ra- 
zon de cambio He de la cantidad de movimiento angular H ( , del cuer¬ 
po rfgido tridimensional, utilizando un sistema de referencia rotatorio 
con respecto al cual los momentos y los productos de inercia del cuer¬ 
po permanecen constantes (section 18.5). Las ecuaciones (18.1) y (18.2) 
se expresaran entonces en forma de ecuaciones de diagramas de cuer¬ 
po libre, las cuales pueden utilizarse para resolver diversos problemas 
que implican movimiento tridimensional de cuerpos rfgidos (secciones 
18.6 a 18.8). 

La ultima parte del capitulo (secciones 18.9 a 18.11) se dedica al 
estudio del movimiento del giroscopio o, de manera mas general, de 
un cuerpo simetrico con respecto a un eje con un punto fijo localiza- 
do sobre su eje de simetrfa. En la section 18.10 se considera el caso 
particular de la precesion continua de un giroscopio y, en la seccion 
18.11, se analiza el movimiento de un cuerpo simetrico con respecto a 
un eje que no esta sujeto a alguna fuerza, salvo su propio peso. 


*18.2. CANTIDAD DE MOVIMIENTO ANGULAR 
DE UN CUERPO RIGIDO EN TRES DIMENSIONES 

En esta seccion se puede observar como la cantidad de movimiento an¬ 
gular H c de un cuerpo alrededor de su centra de masa G puede deter¬ 
minate a partir de la velocidad angular to del cuerpo en el caso de mo¬ 
vimiento tridimensional. 

De acuerdo con la ecuacion (14.24), la cantidad de movimiento an¬ 
gular del cuerpo alrededor de G puede expresarse como 

He = 2 (r/ X y'i Am,-) (18.3) 

i = l 

donde r' y v| denotan, respectivamente, el vector de position y la ve¬ 
locidad de la particula P h de masa Am,-, relativa al sistema de referen¬ 
cia centroidal Gxyz (figura 18.2). Pero v' = to x r', donde to es la ve- 



z' 

Figura 18.2 


18.2. Cantidad de movimiento angular 
de un cuerpo rigido en tres dimensiones 
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locidad angular del cuerpo en el instante considerado. Al sustituir en 
(18.3), se tiene 


H g = 2 Wi X (ft) X r') A m t ] 

i = 1 

Si se recuerda la regia para determinar las componentes rectangulares 
de un producto vectorial (seccion 3.5), se obtiene la siguiente expre- 
sion para la componente x de la cantidad de movimiento angular 

n 

H x = 2 [yi(« X r'i) z - Zi(oi X r() y ] Am,- 

i= 1 

n 

= 2 - Zi(w-Xi - « x z,)] Am ; 

i= 1 

= 0 ) x 2 (yf + zf) Am, - Wy 2 Am, “ 2 Am, 

i i i 

Al sustituir las sumas por integrales en esta expresion y en las dos ex- 
presiones similares que se obtienen para H y y H z se tiene 

H x = wj(y 2 + z 2 ) dm — u)jJxy dm — co./zx dm 

H tJ = —wjxy dm + o)y/(z 2 + x 2 ) dm — (o z fijz dm (18.4) 

H z = —o) x fzx dm — o)y Jyz dm + o>-J(x 2 + y 2 ) dm 


Se puede observar que las integrales contienen cuadrados que repre- 
sentan, respectivamente, los momentos de inercia centroidales del cuer¬ 
po alrededor de los ejes x, y y z (seccion 9.11); se tiene 

I x = f(y 2 + z 2 ) dm I y = f(z 2 + x 2 ) dm ^ ^ 

l = J(x 2 + y 2 ) dm 


De manera similar, las integrales contienen productos de coordenadas 
que representan los productos de inercia de masa centroidales del cuer¬ 
po (seccion 9.16); se tiene 

I xy = f xy dm I yz = f yz dm I zx = f zx dm (18.6) 

Al sustituir de (18.5) y (18.6) en (18.4), se obtienen las componentes 
de la cantidad de movimiento angular H G del cuerpo alrededor de su 
centra de masa 


H x “t i ,;M X I X y(Dy I xz (O z 

Hy ly x (l) x “t“ l ye.),, /y-W- 

11 z 1 l.'/A/ 4" I SO . 


(18.7) 
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i /r , 1 x 1 1 , , , de un cuerpo rigido en tres dimensiones 

vector to en el vector H G (iigura 18.3) se caractenza por el arreglo de 

momentos y productos de inertia 


(18.8) 


El arreglo (18.8) define al tensor de inercia del cuerpo en su centra 
de masa G.' Se obtendria un nuevo arreglo de momentos y produc¬ 
tos de inercia si se usara un sistema de ejes diferente. La transforma- 
cion caracterizada por este nuevo arreglo, sin embargo, seguirfa sien- 
do la misma. Es claro, la cantidad de movimiento angular H G 
correspondiente a una velocidad angular dada to es independiente de 
la election de los ejes de coordenadas. Como se mostro en las seccio- 
nes 9.17 y 9.18, siempre es posible seleccionar un sistema de ejes Figura18 3 
Gx'y’z’ , denominados ejes principals de inercia, con respecto a los 
cuales todos los productos de inercia de un cuerpo dado son cero. El 
arreglo (18.8) toma la forma diagonalizada 

4. 0 0 \ 

0 4 . 0 (18.9) 

0 0 I z . ) 

donde 4 s 4 ’> 4 ' representan los momentos de inercia centroidales prin- 
cipales del cuerpo, y las relaciones (18.7) se reducen a 




H% r fv 'e),' Hf/' 1 r/ d ty 1 4 ' 1/; 


(18.10) 


Adviertase que si los tres momentos de inercia centroidales prin¬ 
cipals I x ', I y ’, 4 ' son iguales, las componentes H x >, H y ', H r - de la can¬ 
tidad de movimiento angular alrededor de G son proporcionales a las 
componentes &y, try, ay- de la velocidad angular, y los vectores H G y 
to son colineales. Sin embargo, en general los momentos de inercia 
principales seran diferentes y los vectores H G y to tendrdn direcciones 
diferentes, salvo cuando dos de las tres componentes de to sean cero, 
esto es, cuando to apunte a lo largo de uno de los ejes de coordena¬ 
das. Por consiguiente, la cantidad de movimiento angular H G de un 
cuerpo rigido y su velocidad angular to tienen la misma direccion si, y 
solo si, to esta dirigido a lo largo de un eje principal. * 


^on I x = I u , I :/ = I 2 2, I z = I33, y —4, = 1 12, —Ixz = ^13, etc., es posible escribir el ten- 
sor de inercia ( 18 . 8 ) en la forma estandar 

( hi ^12 f 13 

hi I22 I23 
hi I32 I33 

Si se denota mediante Hi, H 2 , H 3 las componentes de la cantidad de movimiento angular 
H g y mediante o>i, o> 2 , (o 3 las componentes de la velocidad angular co, se pueden escribir 
las relaciones ( 18 . 7 ) en la forma 

4 = 2 IijUj 
J 

donde i y j toman los valores 1 , 2 , 3 . Se afirma que las cantidades Iy son las componentes 
del tensor de inercia. Puesto que Iy = I jh el tensor de inercia es un tensor simetrico de se- 
gundo orden. 

*En el caso particular en el que 4 - = I,/ = I z % cualquier tinea que pase por G puede 
considerarse como un eje principal de inercia y los vectores H G y to siempre son colineales. 
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Fotografia 18.1 El diseno de un sistema 
robotico de soldadura para una linea de 
ensamble de automoviles requiere un estudio 
tridimensional tanto de cinematica como de 
cinetica. 


Puesto que esta condition se satisface en el caso de movimiento piano 
de un cuerpo rfgido simetrico con respecto al piano de referencia, en 
las secciones 16.3 y 17.8 se represento la cantidad_de movimiento an¬ 
gular H G de un cuerpo de este tipo por el vector Ico. Sin embargo, se 
debe reconocer que este resultado no puede extenderse al caso del mo¬ 
vimiento piano de un cuerpo no simetrico, o al del movimiento tridi¬ 
mensional de un cuerpo rfgido. Excepto cuando to este dirigida a lo 
largo de un eje principal de inertia, la cantidad de movimiento angu¬ 
lar y la velocidad angular de un cuerpo rfgido tiene direcciones dife- 
rentes, y la relation (18.7) o (18. 10) debe usarse para determinar H G 
a partir de to. 

Reduccion de las cantidades de movimiento de las parti'cu- 
las de un cuerpo ri'gido a un vector de cantidad de movimiento 

y a un par en C En la section 17.8 se trato que el sistema formado 
por la cantidad de movimiento de las diversas parrfculas de un cuerpo 
rfgido puede reducirse a un vector L fijo al centra de masa G del cuer¬ 
po, que representa la cantidad de movimiento lineal del cuerpo, y a un 



par H G , que representa a la cantidad de movimiento angular del cuer¬ 
po alrededor de G (figura 18.4). Ahora esta la posibilidad de determi¬ 
nar el vector L y el par H G en el caso mas general del movimiento tri¬ 
dimensional de un cuerpo rfgido. Como en el caso del movimiento 
bidimensional considerado en la section 17.8, la cantidad de movimien¬ 
to lineal L del cuerpo es igual al producto mv de su masa m y la velo¬ 
cidad v de su centra de masa G. Sin embargo, la cantidad de movimien¬ 
to angular H G ya no puede obtenerse multiplicando simplemente la 
velocidad angular to del cuerpo por el escalar 1; ahora deben obtener¬ 
se de las componentes de to y de los momentos y productos de inertia 
centroidales del cuerpo mediante el uso de la ecuacion (18.7) o (18.10). 

Hay que observar que una vez que se ha determinado la cantidad 
de movimiento lineal mv y la cantidad de movimiento angular H G de un 
cuerpo rfgido, su cantidad de movimiento angular H 0 alrededor de cual- 
quier punto dado O puede obtenerse sumando las cantidades de mo¬ 
vimiento alrededor de O del vector mv y del par H G . Se escribe 

(18.11) 


H 0 = r X mv + H g 







Cantidad de movimiento angular de un cuerpo rfgido res- 
tringido a girar alrededor de un punto fijo. En el caso particular 
de un cuerpo rfgido restringido a girar en el espacio tridimensional al¬ 
rededor de un punto fijo O (figura 18.5a), a veces resulta conveniente 


18.3. Aplicacion del principio del impulso 1155 
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tridimensional de un cuerpo rigido 




Figura 18.5 


determinar la cantidad de movimiento angular H 0 del cuerpo alrede¬ 
dor del punto fijo O. Si bien H 0 podria obtenerse calculando primero 
H g como se indico antes y utilizando despues la ecuacion (18.11), en 
muchas ocasiones es ventajoso determinar H 0 directamente de la ve- 
locidad angular to del cuei'po y de sus momentos y productos de iner- 
cia con respecto al sistema de referenda Oxyz centrado en el punto fi¬ 
jo O. Si se recuerda la ecuacion (14.7), se escribe 

n 

Ho = 2 ( r ; x V; A nil) (18.12) 

i= 1 


donde r ; y v ( - denotan, respectivamente, el vector de position y la velo- 
cidad de la particula P, con respecto al sistema de referencia fijo Oxyz. 
Al sustituir v, = to X r,-, y despues de realizar manipulaciones similares 
a las que se usaron en la parte anterior de esta section, se encontro que 
las componentes de la cantidad de movimiento angular H 0 (figura 18.5b) 
estan dadas por las relaciones 


f fv fvtiv IxiJ^lJ f.T Z^Z 

Hy [y x (O x lyO)y I (l8.l3) 

Hz J-zx^x Izy^y 4“ I /O- 


donde los momentos de inercia I x , I, r I, y los productos de inertia I xy , 
I yz , I zx se calculan con respecto al sistema de referencia Oxyz centrado 
en el punto fijo O. 

*18.3. APLICACION DEL PRINCIPIO DEL IMPULSO 
Y LA CANTIDAD DE MOVIMIENTO AL MOVIMIENTO 
TRIDIMENSIONAL DE UN CUERPO RIGIDO 

Antes de que sea posible aplicar la ecuacion fundamental (18.2) a la 
solution de problemas que implican el movimiento tridimensional de 
un cuerpo rfgido, se debe aprender a calcular la derivada del vector 
H g . Esto se hara en la section 18.5. Los resultados que se obtuvieron 
en la section anterior pueden, sin embargo, utilizarse de manera di¬ 
recta para resolver problemas mediante el metodo del impulso y la can¬ 
tidad de movimiento. 



Fotografia 18.2 Como consecuencia de la 
fuerza impulsiva aplicada mediante una bola 
de boliche, un pino adquiere tanto cantidad de 
movimiento lineal como cantidad de movimiento 
angular. 
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Figura 18.7 


Si se recuerda que el sistema formado por la cantidad de movi- 
miento de las particulas de un cuerpo rigido se reduce al vector de can¬ 
tidad de movimiento lineal mx fijo en el centra de masa G del cuerpo 
y a un par de cantidad de moviiniento angular H G , se representa gra- 
ficamente la relation fundamental 

Cant. Mov. Sist.i + Imp. Ext. Sist.i^ 2 = Cant. Mov. Sist. 2 (17.4) 

mediante los tres dibujos que se presentan en la figura 18.6. Para resol¬ 
ver un problema determinado, es posible utilizar estos dibujos para es- 


(h g ) 


i 



Figura 18.6 



c) 


cribir componentes y ecuaciones de momenta apropiadas, teniendo pre¬ 
sente que las componentes de la cantidad de movimiento angular H c se 
relacionan con las componentes de la velocidad angular to mediante las 
ecuaciones (18.7) de la seccion precedente. 

Al resolver problemas que tienen que ver con el movimiento de un 
cuerpo que gira alrededor de un punto fijo O, resultara conveniente eli- 
minar el impulso de la reaction en O al escribir una ecuacion que inclu- 
ya los momentos de las cantidades de movimiento e impulsos con respec- 
to a O. Recuerdese que la cantidad de movimiento angular H 0 del cuerpo 
alrededor del punto fijo O puede obtenerse direetamente de las ecuacio¬ 
nes (18.13) o calculando primero su cantidad de movimiento lineal mx y 
su momenta angular H G y utilizando despues la ecuacion (18.11). 


*18.4. ENERGIA CINETICA DE UN CUERPO RIGIDO 
ENTRES DIMENSIONES 

Considere un cuerpo rigido de masa m en movimiento tridimensional. 
Recuerde de la seccion 14.6 que si la velocidad absoluta v, de cada par- 
ticula P, del cueipo se expresa como la suma de la velocidad v del cen¬ 
tra de masa G del cuerpo y de la velocidad v' de la particula relativa 
al sistema de referenda Gxyz con origen en G y de orientation fija (fi¬ 
gura 18.7), la energia cinetica del sistema de particulas que forman al 
cuerpo rigido puede escribirse en la forma 

T = jmv 2 + -y 2 A mp? (18.14) 

2 j = l 

donde el ultimo termino representa la energia cinetica T' del cuerpo re¬ 
lativa al sistema de referencia centroidal Gxyz. Puesto que v\ = |vj| = 
|to X r(|, se escribe 

T' = Amp,' 2 = |« X Wl 2 Am,- 

^ i =1 ^ i=l 






Al expresar el cuadrado en terminos de componentes rectangulares del 
producto vectorial y sustituir las sumas por integrates, se tiene 

T' = \$\[a> x y — (n),jX ) 2 + (u>yZ — u> z y) 2 + («_x — ol> x z) 2 ] dm 
= -|[£ofJ(y 2 + z 2 ) dm + co 2 f(z 2 + x 2 ) dm + oj z J(x 2 + y 2 ) dm 

— 2 co x Wyfxy dm — 2(o lJ (o.fi/z dm — 2 co z (o x fzx dm] 
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o, al recordar las relaciones (18.5) y (18.6), 

T' = \(j X (O x + l y 0) 2 + LOJ- - 2 l xy (O x (Oy - 2 iy-MyW- ~ 21 z% (L> 

(18.15) 


Si se sustituye en (18.14) la expresion (18.15) que se acaba de obtener 
para la energia cinetica del cuerpo relativa a los ejes centroidales, se 
escribe 

T = |-?nu 2 + j(I x (o 2 + lyO) 2 + I z cj 2 r 2 I xy (o x (Oy _ 

— 2Iy Z (D y to z — 2I zx w z (o x ) (18.16) 

Si los ejes de coordenadas se eligen de manera que coincidan en 
el instante considerado con los ejes principales x', y', z' del cuerpo, la 
relation que se obtuvo se reduce a 

T = \mv 2 + \(Xx'U>x’ + + l-'W 2 ) (18.17) 

donde v = velocidad del centra de masa 
m = velocidad angular 
m = masa del cuerpo rigido 

I x ', I y ', I z . = momentos de inercia centroidales principales 

Los resultados obtenidos permiten aplicar al movimiento tridimen¬ 
sional de un cuerpo rigido el principio del trabajo y la energia (section 
17.2) y la conservation de la energia (section 17.6). 

Energia cinetica de un cuerpo rigido con un punto fijo. En 

el caso particular de un cuerpo rigido que gira en el espacio tridimen¬ 
sional alrededor de un punto fijo O, la energia cinetica del cuerpo pue- 
de expresarse en terminos de sus momentos y productos de inercia con 
respecto a los ejes con origen en O (figura 18.8). Si se recuerda la de¬ 
finition de la energia cinetica de un sistema de particulas y se sustitu¬ 
ye v t = |vj| = |fc> x rj|, se escribe 

7 = yr 2 A= -^2 I" x rif Am ; (18.18) 

^ l 2 i= i 



Figura 18.8 


Manipulaciones similares a las que se usaron para obtener la ecuacion 
(18.15) producen 


T — ^(I x ol) x + I + I z co z — 2 I X yW x (i),i — 2 Iy Z (Dy(o z — 2 / , 0) (0, 1 

(18.19) 


o si los ejes principales x', y', z' del cuerpo en el origen O se eligen 
como ejes coordenados, 



(18.20) 








PROBLEMA RESUELTO 18.1 



Una placa rectangular de masa m suspendida de dos alambres en A y B se 
golpea en D en una direction perpendicular a la placa. Denotando por F A t 
el impulso aplicado en D, determine inmediatamente despues del impacto 
a) la velocidad del centro de masa G, b) la velocidad angular de la placa. 


SOLUCION 

Suponiendo que los alambres pennanecen tensos y que en consecuencia las 
componentes v,, de v y co z de to son cero despues del impacto, se tiene 

v = v x i + t;-k to = (o x i + oj, ; j 

y puesto que los ejes x, ij, z son ejes principals de inercia, 

H g = l x (o x i + I y (o y j H g = —mb 2 w x i + ^ma 2 u> ;/ j (1) 

Principio del impulso y cantidad de movimiento. Puesto que las 
cantidades de movimiento iniciales son cero, el sistema de los impulsos de- 
be ser equivalente al sistema de las cantidades de movimiento finales: 




/ 




a) Velocidad del centro de masa. Si se igualan las componentes de 
los impulsos y las cantidades de movimiento en las direcciones x y z: 

x componentes: 0 = rnv x v x = 0 

z componentes: — F At = mv z v z = — F At/m 

v = v x i + tUk v = — (F At/m)\i 4 

h) Velocidad angular. Al igualar los momentos de los impulsos y las 
cantidades de movimiento alrededor de los ejes x y ij: 

Alrededor del eje x: jbF At = H x 

Alrededor del eje y. —\ciF At = Ft y 

H g = H x i + H y j H g = \bF A A ~ \aF A/j (2) 

Si se comparan las ecuaciones (1) y (2), se concluye que 

o) x = 6 F At/mb u> y = — 6F A t/ma 

m = io x i + w ;/ j to = (6F Al/mab)(ai — b j) A 

Se observa que to esta dirigida a lo largo de la diagonal AC. 

Observation: Al igualar las componentes ij de los impulsos y las can¬ 
tidades de movimiento, asi como sus momentos alrededor del eje z, se ob- 
tienen dos ecuaciones adicionales que producen T A = T B = jW. De esa ma- 
nera se verifica que los alambres pennanecen rigidos y que la suposicion fue 
correcta. 
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PROBLEMA RESUELTO 18.2 



Un disco homogeneo de radio r y masa m se monta sobre una flecha OG de 
longitud L y masa despreciable. El eje se articula en el punto fijo O, y el dis¬ 
co esta restringido a rodar sobre el piso horizontal. Si el disco gira en senti- 
do contrario al de las manecillas del reloj a la velocidad coi alrededor de la 
flecha OG, determine a) la velocidad angular del disco, b) su cantidad de mo- 
vimiento angular alrededor de O, c) su energia cinetica, d) el vector y el par 
en G equivalente a las cantidades de movimiento de las particulas del disco. 




SOLUCION 

a) Velocidad angular. Cuando el disco gira alrededor de la flecha OG 
tambien gira con el eje alrededor del eje ij a una velocidad co 2 en el sentido 
de las manecillas del reloj. La velocidad angular total del disco es entonces 

(O = C0 1 i — (0 2 j (1) 

Para determinar u> 2 se escribe que la velocidad de C es cero 

v c = o) X r c = 0 
(«ii - cu 2 j) X (Li - rj) = 0 
(Lg >2 — r&J i)k = 0 co 2 = rcoi/L 

Al sustituir (1) en a> 2 -. to = wd = (ro>[/L)j M 

b) Cantidad de movimiento angular alrededor de O. Suponiendo 
que la flecha es parte del disco, es posible considerar que este mismo tenga 
un punto fijo en O. Puesto que los ejes x,ijyz son ejes principals de inercia 
para el disco, 

H x = I x (o x = (jmr 2 ‘)(o 1 

H y = Iy(o y = (mL 2 + \mr 2 ‘){—ru> 1 / L) 

H z = Lai, = ( mL 2 + \mr 2 ')0 = 0 

H 0 = -pnr^coii — m(L 2 + jr 2 )(ru>i/L )j A 

c) Energia cinetica. Al utilizar los valores que se obtuvieron para los 
momentos de inercia y las componentes de w, se tiene 

T = j[(I x ( 0 x + i/yWy + I z wf) = j^mr^co 2 + m(L 2 + jr 2 )( — rcoj/L) 2 ] 

T = jpnr 2 ^6 + 

d) Vector de cantidad de movimiento y par aplicado en G. El 
vector de cantidad de movimiento lineal m\ y el par de cantidad de movi¬ 
miento angular H G son 

mv = inn t^k ^ 

y 

h g = i x ’W x i + Iy'iOyj + L'W-k = jmr^coii 

H g = Imr 8 " J i “ < 
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RESOL UCION DE PROB LEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


En esta leccion se aprendio a calcular la cantidad de movimiento angular de un cuerpo ri- 
gido en tres dimensiones y aplicar el principio del impulso y la cantidad de movimiento al 
movimiento tridimensional de un cuerpo rigido. Tambien se aprendio a calcular la energia 
cinetica de un cuerpo rigido en tres dimensiones. Es importante tener presente que, salvo 
para situaciones muy especiales, la cantidad de movimiento angular de un cuerpo rigido en 
tres dimensiones no puede expresarse como el producto loo y, por lo tanto, no tendra la mis- 
ma direction que la velocidad angular to (figura 18.3). 


1. Para calcular la cantidad de movimiento angidar H c de un cuerpo rigido alrede- 
dor de su centro de masa G, es necesario determinar primero la velocidad angular to del 
cuerpo con respecto al sistema de ejes centrados en G y de orientation fija. Puesto que en 
esta leccion se le pedira solo determinar la cantidad de movimiento angular del cuerpo en 
un instante dado, elija el sistema de ejes que resulte mas conveniente para los calculos. 

a) Si se conocen los ejes principales de inertia del cuerpo en G, utilice estos ejes 
como ejes de coordenadas x', if y z', ya que los correspondientes productos de inertia del 
cuerpo seran iguales a cero. Descomponga to en las componentes <o x >, ay y a).- a lo largo 
de estos ejes y calcule los momentos de inercia principales l x ', l,/ e 7 Z -. Las componentes 
correspondientes de la cantidad de movimiento angular H G son 

H x , = l X ’(O x ' Hy■ = ly'tOy. H- ■ = l -J CO .J (18.10) 

h) Si se conocen los ejes principales de inercia del cuerpo en G, sera necesario 
utilizar las ecuaciones (18.7) para determinar las componentes de la cantidad de movimien¬ 
to angular H G . Estas ecuaciones requieren calculos previos del producto de inercia del cuer¬ 
po, asi como de calculos previos de sus momentos de inercia con respecto a los ejes selec- 
cionados. 


c) La magnitud y los cosenos directores de H G se obtienen de formulas similares 
a las utilizadas en Estatica [section 2.12], Se tiene 


cos 9 X 


Hr, = V//? + Ilf, 


Hr 


H, 

cos 9y = -7 
tit 


Hi 


cos 9- 


Hz_ 

Hr 


d) Una vez que se ha determinado I l G , es posible obtener la cantidad de movimien¬ 
to angular del cuerpo alrededor de cualquier punto dado O observando de la figura 18.4 que 


H 0 = r X niv + H c 


(18.11) 


donde r es el vector de position de G relativo a O, y m\ es la cantidad de movimiento li¬ 
neal del cuerpo. 


2. Para calcular la cantidad de movimiento angular H 0 de un cuerpo rigido con 
un punto fijo O siga el procedimiento que se describe en el parrafo 1 , con la exception de 
que debe utilizar en este caso ejes centrados en el punto fijo O. 

a) Si se conocen los ejes principales de inercia del cuerpo en O, descomponga to 
en componentes a lo largo de estos ejes [problema resuelto 18.2], Las componentes corres¬ 
pondientes de la cantidad de movimiento angular H G se obtienen de ecuaciones similares 
a las ecuaciones (18.10). 
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b ) Si no se conocen los ejes principales de inercia del cuerpo en O, es necesario 
calcular los productos, asi como los momentos de inercia del cuerpo, con respecto a los ejes 
que se han seleccionado y utilizar las ecuaciones (18.13) para determinar las componentes de 
la cantidad de movimiento angular H 0 . 

3. Para aplicar el principio del impulso y la cantidad de movimiento a la solution 
de un problema que implica el movimiento tridimensional de un cuerpo rfgido, se utilizara 
la misma ecuacion vectorial que se utilizo para el movimiento piano en el capitulo 17, 

Cant. Mov. Sist-i + Imp. Ext. Sis1 . 1 = Cant. Mov. Sist . 2 (17.4) 

donde los sistemas de cantidades de movimiento inicial y final se representan cada uno me- 
diante un vector de cantidad de movimiento lineal rav y un par de cantidad de movimiento 
angular H G . Sin embargo, en este caso estos sistemas de vector y par deben representarse 
en ties dimensiones como se ilustra en la figura 18.6 y H G debe determinarse como se ex- 
plico en el parrafo 1. 

a) En problemas que implican la aplicacion de un impulso conocido a un cuerpo 
rigid/ dibuje las ecuaciones de diagramas de cuerpo libre correspondientes a la ecuacion 
(17.4). Al igualar las componentes de los vectores implicados, se determinaran las cantida¬ 
des de movimiento lineal mv del cuerpo y, por consiguiente, la velocidad correspondiente 
v de su centra de masa. Igualando las cantidades de movimiento alrededor de G, se deter¬ 
minant la cantidad de movimiento angular final H c del cuerpo. Despues se sustituiran los 
valores que se obtuvieron para las componentes de H G en las ecuaciones (18.10) o (18.7) y 
se resolveran estas ecuaciones para los valores correspondientes de las componentes de la 
velocidad angular u> del cueipo [problema resuelto 18.1], 

b) En problemas que implican impulsos desconocidos se dibuja una ecuacion de 
diagramas de cueipo libre correspondiente a la ecuacion (17.4) y se escriben ecuaciones que 
no incluyen impulsos desconocidos. Estas ecuaciones pueden obtenerse al igualar momen¬ 
tos alrededor del punto o linea de impaeto. 

4. Para calcular la energia cinetica de un cuerpo rigido con un punto fijo O se 

descompone la velocidad angular cj en componentes a lo largo de los ejes que se elijan y se 
calculan los momentos y productos de inercia del cuerpo con respecto a esos ejes. Como 
ocurrio en el caso del calculo de la cantidad de movimiento angular, utilice los ejes princi¬ 
pales de inercia x' , y' y z' si es facil determinarlos. Los productos de inercia seran en ese 
caso cero [problema resuelto 18.2] y la expresion para la energia cinetica se reducira a 

T = 2 + I, r af r + L /( o 2 ) (18.20) 

Si es necesario utilizar otros ejes diferentes a los ejes principales de inercia, la energia ci¬ 
netica del cuerpo debe expresarse como se indica en la ecuacion (18.19). 

5. Para calcular la energia cinetica de un cuerpo rigido en movimiento general, 

considere el movimiento como la suma de una traslacion con el centro de masa G y una ro¬ 
tation alrededor de G. La energia cinetica asociada con la traslacion es \mv 2 . Si es posible 
utilizar ejes principales de inercia, la energia cinetica asociada con la rotation alrededor de 
G puede expresarse en la forma utilizada en la ecuacion (18.20). La energia cinetica total 
del cueipo rigido es entonces 

T = jmv 2 + 1(4'W?- + Iy’W 2 . + L.ol) (18.17) 

Si es necesario utilizar ejes diferentes a los ejes principales de inercia para determinar la 
energia cinetica asociada con la rotation alrededor de G, la energia cinetica total del cuer¬ 
po debe expresarse como se indica en la ecuacion (18.16). 
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Problemas 


18. Dos barras uniformes AB y CE, cada una con masa de 1.5 kg y 
longitud de 600 mm, se sueldan entre si en sus puntos medios. Si este en- 
samble tiene una velocidad angular de magnitud constante u> = 12 rad/s, de¬ 
termine la magnitud y la direction de la cantidad de movimiento angular H D 
del ensamble alrededor de D. 





18.2 Un disco homogeneo delgado de masa m y radio r gira a la razon 
constante wi alrededor de un eje que se sostiene mediante una varilla ter- 
minada en horquilla, la cual gira a razon constante oj 2 . Determine la canti¬ 
dad de movimiento angular H G del disco alrededor de su centra de masa G. 

18.3 Un cuadrado homogeneo delgado de masa m y lado a esta sol- 
dado a una flecha vertical AB con la cual forma un angulo de 45°. Si la flecha 
gira con una velocidad angular &>, determine la cantidad de movimiento an¬ 
gular de la placa alrededor de A. 



18.4 Un disco homogeneo de masa m y radio r esta montado sobre 
la flecha vertical AB. La normal al disco G forma un angulo /3 = 25° con la 
flecha. Si la flecha tiene una velocidad angular constante «, determine el an¬ 
gulo 6 formado por el eje AB y la cantidad de movimiento angular H c del 
disco con respecto a su centra de masa G. 
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18. Un disco delgado de peso W — 10 lb gira a la razon constante 
(i> 2 = 15 rad/s con respecto al brazo ABC, el cual gira a su vez a la razon con¬ 
stante Wj = 5 rad/s alrededor del eje y. Determine la cantidad de movimiento 
angular del disco alrededor de su centra C. 



Figura P18.5 

Un disco homogeneo de peso W = 6 lb gira a la razon constante 
&>! = 16 rad/s con respecto al brazo ABC, que esta soldado a una flecha DCE 
que gira a la razon constante co 2 = 8 rad/s. Determine la cantidad de 
movimiento angular H A del disco alrededor de su centra A. 

Un paralelepipedo rectangular solido de masa m tiene una base 
cuadrada de lado a y una longitud 2a. Si gira a la razon constante u> alrede¬ 
dor de su diagonal AC' y esa rotation se observa contraria al sentido de las 
manecillas del reloj desde A, determine a) la magnitud de la cantidad de 
movimiento angular H G del paralelepipedo alrededor de su centra de masa 
G, b) el angulo que forma H G con la diagonal AC'. 



Figura P18.6 



Retome el problema 18.7, y ahora suponga que el paralelepipedo 
rectangular solido se sustituye por uno hueco que consiste en seis placas de 
metal delgadas soldadas entre si. 

Determine la cantidad de movimiento angular del disco del pro¬ 
blema 18.5 alrededor del punto A. 

18.10 Determine la cantidad de movimiento angular H D del disco del 
problema 18.6 alrededor del punto D. 

















1164 18.11 El proyectil de 30 kg que se muestra en la figura tiene un ra¬ 

dio de giro de 60 mm alrededor de su eje de simetrfa Gx y un radio de giro 
de 250 mm en torno a su eje transversal Gy. Su velocidad angular co puede 
descomponerse en dos componentes: una dirigida a lo largo de Gx, rnide la 
velocidad de giro del proyectil, en tanto que la otra, dirigida a lo largo de 
GD, mide su velocidad de precesion. Si se sabe que 9 = 5° y que la canti- 
dad de movimiento angular del proyectil alrededor de su centro de masa G 
es H g = (320 g • m 2 /s)i - (9 g • m 2 )j, determine a) la velocidad de giro, b) 
la velocidad de precesion. 



Figura P18.11 


Determine la cantidad de movimiento angular H A del proyectil 
del problema 18.11 alrededor del centro A de su base, si se sabe que su cen¬ 
tro de masa G tiene una velocidad v de 650 m/s. Proporcione su respuesta 
en terminos de componentes respectivamente paralelas a los ejes x yy y al 
tercer eje 2 que apunta hacia usted. 



y 



18.13 a) Demuestre que la cantidad de movimiento angular H B 
de un cuerpo rigido alrededor del punto B puede obtenerse al sumar la 
cantidad de movimiento angular H A de ese cuerpo alrededor del punto A y 
el producto vectorial del vector r^g dibujado desde B hasta A y la cantidad 
de movimiento lineal mx del cuerpo: 

H b = H a + r A/B X mx 

b) Demuestre ademas que cuando un cuerpo rigido gira alrededor de un eje 
fljo, su cantidad de movimiento angular es el mismo alrededor de cualesquiera 
dos puntos Ay B ubicados sobre el eje fljo (H A = H B ) si y solo si el centro 
de masa G del cuerpo se localiza sobre el eje fijo. 

Determine la cantidad de movimiento angular H 0 del disco del 
problema resuelto 18.2 a partir de las expresiones que se obtuvieron para su 
cantidad de movimiento lineal mx y su cantidad de movimiento angular H G , 
utilizando las ecuaciones (18.11). Verifique que el resultado obtenido es el 
mismo que se obtuvo mediante calculo directo. 

18.15 Una barra de seccion transversal uniforme se utiliza para for¬ 
mal' la flecha que se muestra en la figura. Si la masa total de la flecha se de- 
nota con m y se sabe que la flecha gira con una velocidad angular constante 
co, determine a ) la cantidad de movimiento angular H G de la flecha alrede¬ 
dor de su centro de masa G, b) el angulo formado por H G y el eje AB. 

18.16 La placa triangular mostrada tiene una masa de 7.5 kg y esta 
soldada a una flecha vertical AB. Si se sabe que la placa gira a la razon cons¬ 
tante co = 12 rad/s, determine su cantidad de movimiento angular alrededor 
de a ) el punto C, b) el punto A. ( Sugerencia: Para resolver la parte b) en- 
cuentre v y utilice la propiedad indicada en la parte a) del problema 18.13.) 

18.1c La placa triangular mostrada tiene una masa de 7.5 kg y esta 
soldada a una flecha vertical AB. Si la placa gira a la razon constante co = 12 
rad/s, determine su cantidad de movimiento angular alrededor de a) el punto 
C, b) el punto B. (Vea la sugerencia del problema 18.16.) 

Determine la cantidad de movimiento angular de la flecha del 
problema 18.15 alrededor de a) el punto A, b) el punto B. 


Figura P18.16 y P18.17 
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9 Dos brazos en forma de L, cada uno con un peso de 4 lb, se 
sueldan a los puntos que dividen en tercios a la flecha AB de 2 ft. Si se sabe 
que la flecha AB gira a la razon constante co = 240 rpm, determine a) la can- 
tidad de movimiento angular del cuerpo alrededor de A, b ) el angulo que 
forman la cantidad de movimiento angular y la flecha AB. 



Para el cuerpo del problema 18.19, determine a) la cantidad de 
movimiento angular alrededor del punto B, b) e 1 angulo formado por la can¬ 
tidad de movimiento angular alrededor de la flecha BA. 

18.21 Una de las esculturas que se exhiben en un plantel universitario 
esta compuesta por un cubo hueco hecho de seis laminas de aluminio, cada 
una de 5 X 5 ft, soldadas en conjunto y reforzadas por dentro con un peso 
despreciable. El cubo se monta sobre una base fija A y puede girar con li- 
bertad alrededor de su diagonal vertical AB. Al pasar al lado de esta escul- 
tura en camino a su clase de mecanica, una estudiante de ingenieria sujeta 
la esquina C del cubo y la empuja durante 1.2 s en direction perpendicular 
al piano ABC con una fuerza promedio de 12.5 lb. Luego de observar que 
se requieren 5 s para que el cubo de una revolution completa, la estudiante 
saca su calculadora y procede a determinar el peso del cubo. <jCual es el re- 
sultado de su calculo? ( Sugerencia : La distancia perpendicular desde la dia¬ 
gonal que une los dos vertices de un cubo a cualquiera de s us ot ros seis ver¬ 
tices puede obtenerse al multiplicar el lado del cubo por V2/3.) 



18.22 Si el cubo de aluminio del problema 18.21 se sustituyera por un 
cubo del mismo tamano, fabricado con seis hojas de madera contrachapada 
cada una con un peso de 20 lb, (jcuanto tardaria el cubo en completar una 
revolution si la estudiante empujara su esquina C de la misma manera que 
empujo la esquina del cubo de aluminio? 
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18.23 Dos placas circulares, cada una con una masa de 4 kg, estan conec- 
tadas rigidamente mediante una varilla AB de masa despreciable y se suspen- 
den del punto A, como se muestra en la ligura. Si se sabe que un impulso 
F At = —(2.4 N ■ s)k se aplica en el punto D, determine a) la velocidad del 
centra de masa G del ensamble, b) la velocidad angular del ensamble. 

18.24 Dos pi acas circulares, cada una con una masa de 4 kg, estan 
conectadas rigidamente mediante una varilla AB de masa despreciable y se 
suspenden del punto A, como se muestra en la figura. Si se sabe que un im¬ 
pulso FA t = (2.4 N • s)j se aplica en el punto D, determine a) la velocidad 
del centra de masa G del ensamble, b ) la velocidad angular del ensamble. 

18.25 Una barra uniforme de masa m se dobla en la forma que se mues¬ 
tra y se suspende de un alambre conectado en su centra de masa G. La barra 
doblada se golpea en A en una direccion perpendicular al piano que contiene 
a la barra (en la direccion x positiva). Si se denota el impulso correspondiente 
mediante F At, determine inmediatamente despues del impacto a ) la veloci¬ 
dad del centra de masa G,b) la velocidad angular de la barra. 

Retome el problema 18.25, y ahora suponga que la barra doblada 
se golpea en B. 

18.27 Tres barras delgadas, cada una de masa m y longitud 2 a, se suel- 
dan entre si para formar el ensamble que se muestra en la figura. El en¬ 
samble es golpeado en A con una direccion vertical hacia abajo. Si el impulso 
correspondiente se denota con F At, determine inmediatamente despues del 
impacto a) la velocidad del centra de masa G, b) la velocidad angular del en¬ 
samble. 




Retome el problema 18.27, y ahora suponga que el ensamble es 
golpeado en B con una direccion opuesta a la del eje x. 

18.29 Una placa cuadrada de lado a y masa m que se sostiene median¬ 
te una articulation de rotula en A gira alrededor del eje y con una velocidad 
angular constante a> = faj 0 j cuando subitamente aparece una obstruction en 
B en el piano xy. Si se supone que el impacto en B es perfectamente plas- 
tico (e = 0), determine inmediatamente despues del impacto a) la velocidad 
angular de la placa, b) la velocidad de su centra de masa G. 

18.30 Con referenda a la placa del problema 18.29, determine el im¬ 
pulso ejercido durante el impacto por, a) la obstruction en B, b) el soporte 
en A. 






















18.31 Una placa rectangular de masa m cae con una velocidad v 0 y 
sin velocidad angular cuando su esquina C golpea una obstruction. Si se 
supone que el impacto va a ser perfectamente plastico (e = 0), determine la 
velocidad angular de la placa inmediatamente despues del impacto. 

Para la placa del problema 18.31, determine a) la velocidad de 
su centra de masa G inmediatamente despues del impacto, b) el impulso 
ejercido sobre la placa por la obstruction durante el impacto. 

18.33 Una sonda de 2 500 kg en orbita alrededor de la Luna mide 
2.4 m de altura y tiene una base octagonal de lados de 1.2 m. Los ejes 
de coordenadas que se muestran son los ejes de inercia centroidales de la 
sonda, y sus radios de giro son k x = 0.98 m, k y = 1.06 my k z = 1.02 m. 
La sonda esta equipada con un propulsor principal E de 500 N y con 
cuatro propulsores A, B, C y D de 20 N que pueden expeler combustible en 
la direction y positiva. La sonda tiene una velocidad angular u> = (0.040 
rad/s)i + (0.060 rad/s)k cuando se usan dos de los propulsores de 20 N para 
reducir la velocidad angular a cero. Determine a) cual de los propulsores 
debe utilizarse, b ) el tiernpo de operation de cada uno de estos propulsores, 
c) por cuanto tiempo debe activarse el propulsor principal E si la velocidad 
del centra de masa de la sonda debe permanecer sin cambio. 
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Retome el problema 18.33, y ahora suponga que la velocidad 
angular de la sonda es w = (0.060 rad/s)i — (0.040 rad/s)k. 

18.35 El eje de coordenadas que se muestra en la figura representa 
los principales ejes centroidales de inercia de una sonda espacial de 3 000 lb 
cuyos radios de giro son k x = 1.375 ft, k y = 1.425 ft y k z = 1.250 ft. La sonda 
no tiene velocidad angular cuando un meteorito de 5 oz golpea uno de sus 
paneles solares en A con una velocidad relativa a la sonda de v 0 = (2 400 
ft/s)i — (3 000 ft/s)j + (3 200 ft/s)k. Si se sabe que el meteorito sale del otro 
lado del panel sin cambio en la direction de su velocidad, pero con una re¬ 
duction en la misma de 20 por ciento, determine la velocidad angular final 
de la sonda. 



Figura PI 8.33 



Figura P18.35 y P18.36 


18.36 El eje de coordenadas que se muestra en la figura representa 
los principales ejes centroidales de inercia de una sonda espacial de 3 000 lb 
cuyos radios de giro son k x = 1.375 ft, k y = 1.425 ft y k z = 1.250 ft. La sonda 
no tiene velocidad angular cuando un meteorito de 5 oz golpea en uno de 
sus paneles solares en A y sale por el otro lado del panel sin cambio en la di¬ 
rection de su velocidad, pero con una reduction en la misma de 25 por ciento. 
Si la velocidad angular final de la sonda es to = (0.05 rad/s)i — (0.12 rad/s)j 
+ w-k y la componente x del cambio resultante en la velocidad del centra 
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velocidad angular final de la sonda, b) la velocidad relativa v () con la que el 
meteorito choca contra el panel. 

18.37 Si se denota, respectivamente, con co, H 0 y T la velocidad an¬ 
gular, la cantidad de movimiento angular y la energia cinetica de un cuerpo 
rigido con un punto fijo O, a) demuestre que H 0 • to = 2 T; b) demuestre 
que el angulo 9 entre u> y H 0 siempre sera agudo. 



Figura PI 8.38 


18,31 Demuestre que la energia cinetica de un cuerpo rigido con un 
punto fijo O puede expresarse como T = \ I 0 l u>2 , donde w es la velocidad 
angular instantanea del cuerpo e Iol es su momenta de inercia alrededor de 
la linea de action OL de (o. Deduzca esta expresion a) a partir de las ecua- 
ciones (9.46) y (18.19), b ) considere T como la suma de las energias cineti- 
cas de las partrculas P, que describen circulos de radio p ; alrededor de la linea 
OL. 


Determine la energia cinetica del ensamble del problema 18.1. 

18 0 Determine la energia cinetica del disco del problema 18.2. 

Determine la energia cinetica de la placa del problema 18.3. 

18.42 Determine la energia cinetica del disco del problema 18.4. 

Determine la energia cinetica de la varilla del problema 18.15. 

Determine la energia cinetica de la placa triangular del pro¬ 
blema 18.16. 

18.41 Determine la energia cinetica del cuerpo del problema 18.19. 

18.4t Determine la energia cinetica impartida al cubo del problema 
18.21. 

Determine la energia cinetica del disco del problema 18.5. 

Determine la energia cinetica del disco del problema 18.6. 

18.49 Determine la energia cinetica del paralelepipedo solido del 
problema 18.7. 


18.50 Determine la energia cinetica del paralelepipedo hueco del 
problema 18.8. 

Determine la energia cinetica perdida cuando la placa del pro¬ 
blema 18. 29 golpea la obstruction en el punto B. 


18.52 Determine la energia cinetica perdida cuando la esquina C de 
la placa del problema 18.31 golpea la obstruction. 


Determine la energia cinetica de la sonda espacial del problema 
18.35 en su movimiento alrededor de su centro de masa despues de la co- 
lision con el meteorito. 


Determine la energia cinetica de la sonda espacial del problema 
18.36 en su movimiento alrededor de su centro de masa despues de la co- 
lision con el meteorito. 





*18.5. MOVIMIENTO DE UN CUERPO RIGIDO 
ENTRES DIMENSIONES 

Como se indico en la seccion 18.2, las ecuaciones fundamentales 

2F = ma (18.1) 

2M g = H g (18.2) 

conservan su validez en el caso mas general del movimiento de un cuer- 
po rigido. Sin embargo, antes de que pudiera aplicarse la ecuacion (18.2) 
al movimiento tridimensional de un cuerpo rigido fue necesario dedu- 
cir las ecuaciones (18.7), las cuales relacionan las componentes de la 
cantidad de movimiento angular H G con las de la velocidad angular to 
Aun falta encontrar una forma efectiva y conveniente de calcular las 
componentes de la derivada H G de la cantidad de movimiento angular. 

Puesto que H G representa la cantidad de movimiento angular del 
cuerpo en su movimiento relativo a los ejes centroidales GX'Y'Z' de 
orientation fija (figura 18.9), y puesto que H G representa la razon 
de cambio de H G con respecto a los mismos ejes, parecerfa natural uti- 
lizar las componentes dewy H G a lo largo de los ejes X', Y', Z' al es- 
cribir las relaciones (18.7). Pero puesto que el cuerpo gira, sus momen- 
tos y productos de inercia cambiarian continuamente, y resultaria 
necesario determinar sus valores como funciones del tiempo. Por lo tan- 
to, es mas conveniente utilizar los ejes x, y, z con origen en el cuerpo, 
asegurando que sus momentos y productos de inercia man ten dr an los 
mismos valores durante el movimiento. Lo anterior es permisible pues¬ 
to que, como se indico antes, la transformation de to en H g esindepen- 
diente del sistema de ejes de coordenadas elegido. A pesar de eso, la ve¬ 
locidad angular to debe seguirse clefiniendo con respecto al sistema de 
referencia GX'Y'Z' de orientation fija. En ese caso, el vector to pue- 
de descomponer.se en componentes a lo largo de los ejes rotatorios x, y 
yz. Al aplicar las relaciones (18.7), se obtienen las componentes del vec¬ 
tor H g a lo largo de los ejes rotatorios. Sin embargo, el vector H G re¬ 
presenta la cantidad de movimiento angular alrededor de G del cuerpo 
en su movimiento relativo al sistema de referencia GX'Y'Z'. 

Al diferenciar con respecto a t las componentes de la cantidad de 
movimiento angular en (18.7), se define la razon de cambio del vector 
H g con respecto al sistema de referencia en rotation Gxyz: 

(He W = tf-vi + H,j j + H z k (18.21) 

donde i, j, k son los vectores unitarios a lo largo de los ejes en rotation. 
Hay que recordar de la seccion 15.10 que la razon de cambio H G del 
vector H g con respecto al sistema de referencia GX'Y'Z' se encuentra 
sumando a (If G ) Gx , /z el producto vectorial 11 X H G , donde fl denota la 
velocidad angular del sistema de referencia en rotation, se escribe 

H g = (H g ) g ^ + n x H g (18.22) 

donde H G = cantidad de movimiento angular del cuerpo con respec¬ 
to al sistema de referencia GX'Y'Z' de orientation fija 
(H g ) Gxyz = razon de cambio de H G con respecto al sistema de refe¬ 
rencia en rotation Gxyz, que se calcula a partir de las re¬ 
laciones (18.7) y (18.21) 

11 = velocidad angular del sistema de referencia en rotation 

Gxyz 
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Al sustituir H G de (18.22) en (18.2), se tiene 


(18.23) 


2M g = (H G ) Gxyz + ft x H g 


Si el sistema de referencia rotatorio tiene su origen en el cuerpo, co- 
mo se ha supuesto en esta discusion, su veloeidad angular ft es identi- 
camente igual a la veloeidad angular to del cuerpo. Sin embargo, existen 
muchas aplicaciones donde es ventajoso utilizar un sistema de referen¬ 
cia que no tiene su origen en realidad en el cuerpo, sino que gira de una 
manera independiente. Por ejemplo, si el cuerpo considerado es sime- 
trico con respecto a un eje, como en el problema resuelto 18.5 o en la 
seccion 18.9, es posible elegir un sistema de referencia con respecto al 
cual los momentos y productos de inercia del cuerpo permanecen cons- 
tantes, pero que gire menos que el propio cuerpo. f Como resultado, es 
posible obtener expresiones mas simples para la veloeidad angular to y 
la cantidad de movimiento angular H G del cuerpo que las que se habrfan 
obtenido si el sistema de referencia se hubiera fijado realmente al cuer¬ 
po. Es claro que en estos casos la veloeidad angular ft del sistema de re¬ 
ferencia en rotation y la veloeidad angular to del cuerpo son diferentes. 

*18.6. ECUACIONES DE MOVIMIENTO DE EULER. EXTENSION 
DEL PRINCIPIO DE D’ALEMBERT AL MOVIMIENTO DE UN 
CUERPO RIGIDO EN TRES DIMENSIONES 

Si se eligen los ejes x, y y z de manera que coincidan con los ejes prin- 
cipales de inercia del cuerpo, es posible utilizar las relaciones simplifica- 
das (18.10) para determinar las componentes de la cantidad de movi¬ 
miento angular H G . Si se omiten las primas de los subindices, se escribe 

H g = I x cj x i + + I-OJ-h. (18.24) 

donde I x , I y e I z denotan los momentos de inercia centroidales princi- 
pales del cuerpo. Sustituyendo H G de (18.24) en (18.23) y fijando ft = 
to, se obtienen las tres ecuaciones escalares 

I x co x ( Ijj I z )o) y (o z 

2M (/ = I_ y <o y - (4 - 1 X )(0~(0 X (18.25) 

2M, = I z 6x- (4 - ly)(o x (o y 

Estas ecuaciones, llamadas ecuaciones cle movimiento de Euler en ho¬ 
nor al matematico suizo Leonhard Euler (1707-1783), se utilizan para 
analizar el movimiento de un cuerpo rfgido alrededor de su centra de 
masa. En la siguiente seccion, sin embargo, se utilizara de manera pre- 
ferente la ecuacion (18.23) en vez de las ecuaciones (18.25), ya que la 
primera es mas general y la forma vectorial compacta en la que se ex- 
presa es mas facil de recordar. 

Al escribir la ecuacion (18.1) en forma escalar, se obtienen las tres 
ecuaciones adicionales 

2F X = ma x 2F y = ma y 2F, = ma~ (18.26) 

las cuales, junto con las ecuaciones de Euler, forman un sistema de seis 
ecuaciones diferenciales. Al indicar las condiciones iniciales apropia- 
das, estas ecuaciones diferenciales tienen una solution unica. Asi, el 
movimiento de un cuerpo rfgido en tres dimensiones esta completa- 
mente definido por la resultante y por la resultante del momento de 

*De manera mas espeefflea, el sistema de referencia no tendra giro (vease la seccion 18.9). 



las fuerzas externas que actuan sobre el. Este resultado se reconocera 
como una generalization de un resultado similar que se obtuvo en la 
seccion 16.4 en el caso del movimiento piano de una placa rigida. Se 
concluye que en tres, asi como en dos dimensiones, dos sistemas de 
fuerzas que son equipolentes tambien resultan equivalentes, esto es, 
tienen el mismo efecto sobre un cuerpo rfgido dado. 





a) b) 

Figura 18.10 


Si se consideran en particular el sistema de las fuerzas externas que 
actuan sobre un cuerpo rfgido (figura 18.10«) y el sistema de las fuer¬ 
zas efectivas asociadas con las particulas que forman al cuerpo rfgido 
(figura 18.10b), es posible establecer que los dos sistemas —los cuales 
se demostro en la seccion 14.2 que eran equipolentes— tambien son 
equivalentes. Esta es una extension del principio de d’Alembert al mo¬ 
vimiento tridimensional de un cuerpo rfgido. Al sustituir las fuerzas 
efectivas en la figura 18.10b por un sistema equivalente fuerza-par se 
confirma que el sistema de fuerzas externas que actua sobre un cuer¬ 
po rfgido en movimiento tridimensional es equivalente al sistema com- 
puesto por el vector raa con origen en el centra de masa G del cuer¬ 
po y el par de momenta H G (figura 18.11), donde II G se obtiene de 
las relaciones (18.7) y (18.22). Advierta que la equivalencia de los sis¬ 
temas de vectores mostrados en la figura 18.10 y en la figura 18.11 se 
han indicado mediante signos de igualdad rojos. Los problemas que 
implican el movimiento tridimensional de un cuerpo rfgido pueden re- 
solverse considerando la ecuacion de diagramas de cuei'po libre que se 
representa en la figura 18.11 y al escribir ecuaciones escalares apropia- 
das que relacionen las componentes o momentos de las fuerzas exter¬ 
nas y efectivas (vease el problema resuelto 18.3). 

*18.7. MOVIMIENTO DE UN CUERPO RIGIDO ALREDEDOR 
DE UN PUNTO FIJO 

Cuando un cuei'po rfgido esta restringido a girar alrededor de un pun- 
to fijo O, es deseable escribir una ecuacion que incluya los momentos 
alrededor de O de las fuerzas externas y efectivas, pues esta ecuacion 
no contendra la reaction desconocida en O. Aunque una ecuacion de 
este tipo se obtiene de la figura 18.11, es mas conveniente escribirla al 
considerar la razon de cambio de la cantidad de movimiento angular 
H 0 del cuei'po alrededor del punto fijo O (figura 18.12). Al recordar 
la ecuacion (14.11), se escribe 

2M 0 = H 0 (18.27) 

donde H 0 denota la razon de cambio del vector H 0 con respecto al sis¬ 
tema de referenda fijo OXYZ. Una deduction similar a la que se utilizo 
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Figura 18.11 



Figura 18.12 
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Fotografia 18.3 El radiotelescopio giratorio es 
un ejemplo de una estructura restringida a girar 
alrededor de un punto fijo. 



Figura 18.13 


en la seccion 18.5 permite relational - H 0 con la razon de cambio (H 0 )cw 
de H 0 con respecto al sistema de referenda en rotation Oxijz. La sus- 
titucion en (18.27) conduce a la ecuacion 

2M o = (H 0 )oxyz + il X Ho (18.28) 

suma de momentos alrededor de O de las fuerzas apli- 
cadas al cuerpo rigido 

cantidad de movimiento angular del cuerpo con respec¬ 
to al sistema de referenda fijo OXYZ 
razon de cambio de H 0 con respecto al sistema de re¬ 
ferenda en rotation Oxijz, que se calculara de las rela- 
ciones (18.13) 

velocidad angular del sistema de referencia en rotation 
Oxys 

Si el sistema de referencia en rotation esta sobre el cuerpo, su ve¬ 
locidad angular ft es identicamente igual a la velocidad angular to del 
cuerpo. Sin embargo, como se senalo en el ultimo parrafo de la sec¬ 
tion 18.5, existen muchas aplicaciones en las que tiene ventaja utilizar 
un sistema de referencia que no esta fijo en realidad al cuerpo, sino 
que gira de una manera independiente. 


donde XM 0 = 

H 0 = 

(Ho)oiyz = 

a = 


*18.8. ROTACION DE UN CUERPO RIGIDO 
ALREDEDOR DE UN EJE FIJO 

La ecuacion (18.28), la cual se dedujo en la seccion anterior, se usara 
para analizar el movimiento de un cuerpo rigido restringido a girar al¬ 
rededor de un eje fijo AB (figura 18.13). Primero, se advierte que la 
velocidad angular del cuerpo con respecto al sistema de referencia fi¬ 
jo OXYZ se representa mediante el vector to dirigido a lo largo del eje 
de rotation. Al montar el sistema de referencia en movimiento Oxijz 
al cuerpo, con el eje z a lo largo de AB, se tiene que to = tok. Si se 
sustituye to x = 0, to y = 0, co z = to en las relaciones (18.13), se obtienen 
las componentes a lo largo de los ejes rotatorios de la cantidad de mo¬ 
vimiento angular H 0 del cuerpo alrededor de O: 


1 1 ' I'l Hy Iy Z tO H z Loj 

Puesto que el sistema de referencia Oxijz tiene su origen en el cuer¬ 
po, se tiene ft = to y la ecuacion (18.28) produce 

2M 0 = (H o)oxyz + M X Ho 

= (-Ixz i - Ijz j + 4k)to + wk X {-I xz i - I y ,j + I z k)to 

= (-Ixz i - lyz j + 4k)a + (-4-j + (,jj)or 

El resultado que se obtuvo puede expresarse mediante las tres ecua- 
ciones escalares 


2M X = ~I xz a + Iy,a) z 

2M y = -I, jz a - I xz co 2 (18.29) 

XAL = I-a 


Cuando se conocen las fuerzas aplicadas al cuerpo, es posible ob- 
tener la aceleracion angular a de las ecuaciones (18.29). La velocidad 
angular to se determina entonces mediante integracion y los valores que 
se obtienen para a y to se sustituyen en las primeras dos ecuaciones 







(18.29). Estas ecuaciones, mas las tres ecuaciones (18.26) que definen 
el movimiento del centra de masa del cuei'po se usan entonces para 
determinar las reacciones en los eojinetes Ay B. 

Es posible elegir ejes distintos a los que se muestran en la figura 
18.13 para analizar la rotation de un cuerpo rfgido alrededor de un eje 
fijo. En muchos casos se encontrara que son mas ventajosos los ejes 
principales de inertia del cuerpo. Por lo tanto, resulta prudente recu- 
rrir a la ecuacion (18.28) y seleccionar el sistema de ejes que mejor se 
ajusta al problema que se esta considerando. 

Si el cuei'po en rotation es simetrico con respecto al piano xy, los 
productos de inercia I xz e I, p son iguales a cero y las ecuaciones (18.29) 
se reducen a 


'2M X = 0 2M (/ = 0 2M- = La (18.30) 

que esta de acuerdo con los resultados que se obtuvieron en el capitu- 
lo 16. Si, por otro lado, los productos de inercia I xz e I yz son diferen- 
tes de cero, la suma de los momentos de las fuerzas externas alrede¬ 
dor de los ejes x y j tambien seran diferentes de cero, aun cuando el 
cuerpo gire a una velocidad constante oj. De hecho, en el ultimo caso, 
las ecuaciones (18.29) producen 


18.8. Rotacion de un cuerpo rigido 1173 
alrededor de un eje fijo 


■ 



Fotografia 18.4 Las fuerzas ejercidas mediante 
un ciguenal giratorio de automovil sobre sus 
eojinetes son las reacciones estatica y dinamica. 
Es posible disenar el ciguenal para que este 
equilibrado tanto dinamica como estaticamente. 


2M* = I yz w z XM y = -I xz co 2 2M- = 0 (18.31) 


Esta ultima observation conduce al analisis de balanceo de flechas 
rotatories. Considere, por ejemplo, el ciguenal que se muestra en la fi¬ 
gura 18.14a, que es simetrico alrededor de su centra de masa G. Prime- 
ro se observa que cuando el ciguenal esta en reposo, no ejerce empuje 
lateral sobre sus soportes, ya que su centra de gravedad G esta localiza- 
do directamente arriba de A. Se dice que el ciguenal esta estaticamente 
balanceado. La reaction en A, denominada muchas veces como una reac¬ 
tion estatica, es vertical y su magnitud es igual al peso W de la flecha. 
Ahora supongase que la flecha gira con una velocidad angular constan¬ 
te to. Al fijar el sistema de referenda en la flecha, con su origen en 
G, el eje z a lo largo de AB, y el eje y en el piano de simetria de la fle- 
cha (figura 18.14b), se advierte que I xz es cero y que l yz es positivo. De 
acuerdo con las ecuaciones (18.31), las fuerzas externas incluyen un par 
de momenta /, /; oj 2 i. Puesto que este par se forma mediante la reaction 
en B y la componente horizontal de la reaction en A, se tiene 



T 2 T 2 

luztO I uzft) 

A ;/ = ~i j B = -^-j (18.32) 

Puesto que las reacciones en los eojinetes son proporcionales a or. la 
flecha tendra la tendencia a desprenderse de sus eojinetes cuando gi¬ 
re a elevadas velocidades. Ademas, puesto que las reacciones en los co- 
jinetes A tJ y B, denominadas reacciones dinamicas, estan contenidas en 
el piano yz, estas giran con la flecha y ocasionan la vibration de la es- 
tructura de soporte. Estos efectos indeseables se evitaran rearreglan- 
do la distribution de masa alrededor de la flecha o agregando masas 
correctivas, dejando que I yz se vuelva igual a cero. Las reacciones di¬ 
namicas en A y y B se anularan y las reacciones en los eojinetes se re¬ 
duction a la reaction estatica A,, la direction de la cual esta fija. El eje 
estara entonces balanceado tanto dinamica como estaticamente. 



Figura 18.14 








































PROBLEMA RESUELTO 18.3 


E 



Una barra ligera AB de longitud L = 8 ft y peso W = 40 lb se conecta por 
medio de un pasador en A a un eje vertical DE que gira con una velocidad 
angular constante co de 15 rad/s. La barra mantiene su position mediante un 
alambre horizontal BC conectado al eje y al extremo B de la barra. Deter¬ 
mine la tension en el alambre y la reaction en A. 


SOLUCION 




Las fuerzas efectivas se reducen al vector ml con origen en G y al par H G . 
Puesto que G describe un circulo horizontal de radio r = \L cos (3 a la ve¬ 
locidad constante to, se tiene 

a = a„ = — rco 2 I = — {\L cos /3)co 2 I = —(450 ft/s 2 )I 

ma = —(—4501) = —(559 lb)I 
g 

Determination de H G . Se calcula primero la cantidad de movimien- 
to angular H G . Si se utilizan los ejes centroidales principales de inertia x, ij, 
z, se escribe 

I x = -&mL z ly = 0 I, = rnL 2 

o) x — —to cos (3 u>y = to sen jS co. = 0 

H g = / x to x i + lyOiyj + I.co.k 
H g = — jg mL z a> cos (3 i 

La razon de carnbio H G de H G con respecto a los ejes de orientation fija se 
obtiene de la ecuacion (18.22). Si se observa que la razon de cambio (H G ) Gx!/ - 
de H g con respecto al sistema de referenda en rotation Gxyz es cero, y que 
la velocidad angular il del sistema de referenda es igual a la velocidad an¬ 
gular co de la barra, se tiene 

H G = (H g)gxijz + M x H g 

H g = 0 + (—co cos [3 i + co sen [3 j) X co cos (3 i) 

H g = j^mL 2 ot) 2 sen /3 cos [3 k = (645 lb ■ ft)k 

Ecuaciones de movimiento. Si se expresa que el sistema de las fuer¬ 
zas externas es equivalente al sistema de las fuerzas efectivas, se escribe 

2M a = 2(M A )ef! 

6.93J x (-TI) + 21 x (—40J) = 3.46J x (-5591) + 645K 
(6.93T - 80)K = (1934 + 645)K 

2F = LF ef : A x \ + A y T + A Z K - 3841 - 40T = -5591 

A = -(175 lb)I + (40 lb)J ◄ 

Observation. El valor de T podrfa haberse obtenido de H A y la ecua¬ 
cion (18.28). Sin embargo, el metodo que se utilizo aqui tambien produce la 
reaccion en A. Ademas, centro la atencion en el efecto de la asimetrfa de la 
barra en la solution del problema al demostrar claramente que tanto el vec¬ 
tor ma y el par H G deben utilizarse para representar las fuerzas efectivas. 
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PROBLEMA RESUELTO 18.4 



Dos barras A y B de 100 mm, cada una de 300 g de masa, se sueldan a la 
flecha CD que esta soportada mediante cojinetes en C y D. Si se aplica a 
la flecha un par M de magnitud igual a 6 N • m, determine las componen- 
tes de las reacciones dinamicas en C y D en el instante en el que el eje ha 
alcanzado una velocidad angular de 1200 rpm. Ignore el momento de iner- 
cia de la flecha. 


SOLUCION 




Cantidad de movimiento angular con respecto a O. Se asocia al 
cuerpo el sistema de referenda Oxijz y se observa que los ejes elegidos no 
son ejes principales de inercia para el cuerpo. Puesto que el cuerpo gira al- 
rededor del eje x, se tiene co x = co y co y = co z = 0. Sustituyendo en las ecua- 
ciones (18.13), 

H x = I x (0 Hy = -I X y(D H. = - 1,-M 

H 0 = (4i “ 4,,j “ 4 z k)w 

Momentos de las fuerzas extemas con respecto a O. Como el siste¬ 
ma de referenda gira con la velocidad angular to, la ecuacion (18.28) produce 

XMq = (H o)oxyz + M x Ho 

= (4-i ~ 4;/j - 4-kjo + wi X (4i - I xy j - 4-k)w 

= l x a\ - (. I xy a - 4-tu 2 )j - (I xz ot + I xy a j 2 )k (1) 

Reaccion dinamica en D. Las fuerzas externas son los pesos de los 
ejes y las barras, el par M, las reacciones estaticas en C y D y las reacciones 
dinamicas en C y D. Puesto que los pesos y las reacciones estaticas estan 
equilibrados, las fuerzas externas se reducen al par M y a las reacciones di¬ 
namicas C y D como se muestra en la figura. Al tomar los momentos con 
respecto a O, se tiene 

2M 0 = Li X (D y j + D z k) + Mi = Mi - DXj + D y Lk (2) 
Si se igualan los coeficientes del vector unitario i en (1) y (2) 

M = I x ct M = 2(jmc 2 )a a = 3M/2mc 2 
Al igualar los coeficientes de k y j en (1) y (2) 

Dy = -(Z«a + I X yO) 2 )/L D z = (jxyOL - I xz (o 2 )/L (3) 

Al utilizar el teorema de ejes paralelos y notar que el producto de iner¬ 
cia de cada barra es cero con respecto a los ejes centroidales, se tiene 

I xy = ’S.rrixy = m{\L)(\c) = \mLc 
4z = ) = |mLc 


Al sustituir en (3) los valores que se encontraron para l xtJ , l xz y or. 

D y = —jeiM/c) — jmcco 2 D z = f (M/c) — j^mcco 2 

Al sustituir a> = 1200 rpm = 125.7 rad/s, c = 0.100 m, M = 6 N • m y in = 
0.300 kg, se tiene 

D y =- 129.8 N D z = —36.8 N ◄ 

Reaccion dinamica en C. Utilizando el sistema de referenda asociado 
en D, se obtienen ecuaciones similares a las ecuaciones (3), las cuales producen 

Cy = -152.2 N C- = -155.2 N ◄ 
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PROBLEMA RESUELTO 18.5 



Un disco homogeneo de radio r y masa m se monta sobre un eje OG de lon- 
gitud L y masa despreciable. El eje gira en el punto fijo O y el disco esta res- 
tringido a rodar sobre un piso horizontal. Si el disco gira en sentido contra- 
rio al de las manecillas del reloj a la velocidad constante co i alrededor del 
eje, determine a) la fuerza (que se supone vertical) que ejerce el piso sobre 
el disco, b) la reaction en el pivote O. 


ll' 



SOLUCION 

Las fuerzas efectivas se reducen al vector ma aplicado en G y al par H G . 
Recordando del problema resuelto 18.2 que el eje gira alrededor del eje y a 
la velocidad u> 2 = ra-jL, se escribe 

ma = — mLftjfi = —mL(ra>i/L) z i = —(mr 2 cof/L)i (1) 

Determinacion de H G . Recuerdese del problema resuelto 18.2 que 
la cantidad de movimiento angular del disco respecto a G es 

H g = fmrV fi - 

donde H G se descompone en componentes a lo largo de los ejes en rotacion 
x', if , z', con x' a lo largo de OG y y' vertical. La razon de cambio H G de 
H g con respecto a los ejes de orientation fija se obtiene de la ecuacion 
(18.22). Al notar que la razon de cambio (H G ) Gx y z ' de H G con respecto al 
sistema de referencia en rotacion es cero, y que la velocidad angular fl 
del sistema de referencia es 


il = —CO oj = 


rtO| 

-fT-* 


se tiene 



H g = (H G ) Giy , 


+ ft X H r 


= 0 - x (' “ -ffj 


= jmfir/LJcofk 


( 2 ) 


Ecuaciones de movimiento, Si se expresa que el sistema de las fuer¬ 
zas externas es equivalente al sistema de las fuerzas efectivas, se escribe 


SM 0 = S(Mo) rf : 


Li x (Nj ~ Wj) = H g 
(N — W)Lk = \mif(r/L)(i >fk 


N = W + \mr(r/L) z u>\ 

SF = 2F ef : R + Nj - Wj = ma 

Al sustituir N de (3), y ma de (1) y resolver para R, se tiene 
R = — (mr 2 wf/L)i — j^mr(r/L) 2 a>\j 


R = - 


mra>i 


i+ 2E> 
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RESOL UCION DE PROB LEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


En esta leccion se pedira que se resuelvan problemas que implican el movimiento tridimen¬ 
sional de cuerpos rigidos. El metodo empleado es basicamente el mismo que se aplico en 
el capitulo 16, donde se estudio el movimiento piano de cuerpos rigidos. Se dibujara una 
ecuacion de diagramas de cuerpo libre que muestre que el sistema de fuerzas externas es 
equivalente al sistema de fuerzas efectivas, y se igualaran las sumas de componentes y las 
sumas de momentos en ambos lados de esta ecuacion. Sin embargo, en este.caso el sistema 
de fuerzas efectivas se representara mediante el vector ma y un vector par H G , cuya deter¬ 
mination se explicara en los parrafos 1 y 2 siguientes. 

Para resolver un problema que implique el movimiento tridimensional de un cuerpo rigido, 
se seguiran estos pasos: 

1. Determinar la cantidad de movimiento angular H G del cuerpo con respecto a su 
centro de masa G a partir de su velocidad angular to con respecto al sistema de referenda 
GX'Y'Z' de orientation lija. Esta es una operation que se aprendio en la leccion anterior. Sin 
embargo, puesto que la configuration del cuerpo cambiara con el tiempo, ahora sera necesa- 
rio utilizar un sistema de ejes auxiliares Gx'y'z' (figura 18.9) para calcular las componentes de 
to y los momentos y productos de inertia del cuerpo. Estos ejes pueden estar rfgidamente aso- 
ciados al cuerpo, en cuyo caso su velocidad angular es igual a to [problemas resueltos 18.3 y 
18.4] o quiza tengan una velocidad angular ft propia [problema resuelto 18.5], 

Recuerde lo siguiente de la lection precedente: 

a) Si se conocen los ejes principales de inercia del cuerpo en G, uselos como ejes 
de coordenadas x' , y' y z', ya que los productos de inercia correspondientes del cuerpo se- 
ran iguales a cero. (Advierta que si el cuerpo es simetrico con respecto a un eje, estos ejes 
no necesitan estar asociados rfgidamente al cuerpo.) Descomponga to en componentes cy-, 
co,j' y co z ' a lo largo de estos ejes y calcule los momentos principales de inercia Z x >, l y ' e L'. 
Las componentes correspondientes de la cantidad de movimiento angular H G son 

H X ’ = 7 i .tO x . H y . = ly.Uy. = i -J (O -J (l8.l0) 

b) Si se conocen los ejes principales de inercia del cuerpo en G, sera necesario 
utilizar las ecuaciones (18.7) para determinar las componentes de la cantidad de movimien¬ 
to angular H G . Estas ecuaciones requieren el calculo previo de los productos de inercia del 
cuerpo, asi como de sus momentos de inercia con respecto a los ejes seleccionados. 

2. Calcular la razon de cambio de H G de la cantidad de movimiento angular H G 
con respecto al sistema de referenda GX'Y'Z'. Advierta que este sistema de referen¬ 
da tiene una orientation fija en tanto que el sistema de referencia Gx'y'z' que se utilizo al 
calcular las componentes del vector to era un sistema de referencia en rotation. Hay que re- 
currir al analisis de la section 15.10 de la razon de cambio de un vector con respecto a un 
sistema de referencia en rotation. Al recordar la ecuacion (15.31), la razon de cambio H G 
se expresara de la forma siguiente: 

Hg = (HcJa-yv + ft x H g (18.22) 

El primer termino en el miembro del lado derecho de la ecuacion (18.22) representa la ra¬ 
zon de cambio de H G con respecto al sistema de referencia en rotation Gx'y'z'. Este ter¬ 
mino se anula si to y, en consecuencia, H G permanece constante tanto en magnitud como 
en direction cuando se observa desde ese sistema de referencia. Por otro lado, si cuales- 
quiera de las derivadas respecto al tiempo civ, ay y cii- es diferente de cero, tambien seran 

( continua ) 
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diferentes de cero, (H c ) Gx'y'z' y sus componentes deberan determinarse al diferenciar las 
ecuaciones (18.10) con respecto a t. Finalmente, recuerdese que si el sistema de referenda 
en rotation esta rigidamente asociado al cuerpo, su velocidad angular sera la misma que la 
del cuerpo, y fl puede sustituirse por w. 

3. Dibujar la ecuacion de diagramas de cuerpo libre para el cuerpo rigido, que 

muestre que el sistema de fuerzas extemas ejercidas sobre el cuerpo es equivalente al vec¬ 
tor mi aplicado en G y el vector par H G (figura 18.11). Al igualar las componentes en eual- 
quier direction y los momentos alrededor de eualquier punto, es posible escribir hasta seis 
ecuaciones de movimiento escalares e independientes [problemas resueltos 18.3 y 18.5]. 

4. Al resolver problemas que implican el movimiento de un cuerpo rigido con res¬ 
pecto a un punto fijo O, es posible que se encuentre conveniente utilizar la siguiente 
ecuacion, que se dedujo en la section 18.7, la cual elimina las componentes de la reaction 
en el soporte O, 

2Mo = (HqW + a x H 0 (18.28) 

donde el primer termino en el miembro del lado derecho representa la razon de cainbio de 
H 0 con respecto al sistema de referenda en rotation Oxijz, y donde il es la velocidad an¬ 
gular de ese sistema de referencia. 

5. Cuando se determinen las reacciones en los cojinetes de una flecha rotatoria, 
recurra a la ecuacion (18.28) y siga estos pasos: 

a) Coloque el punto fijo O en uno de los dos cojinetes que sostienen la flecha 

y situe el sistema de referencia en rotation Oxijz en la flecha, con uno de los ejes dirigido 
a lo largo de ella. Suponiendo, por ejemplo, que se ha alineado con la flecha al eje x, se ten- 
dra il = co = coi [problema resuelto 18.4], 

b) Puesto que los ejes elegidos no seran, en la mayoria de los casos, los ejes 
principales de inercia en O, es necesario calcular los productos de inercia de la flecha, 
asi como sus momentos de inercia, con respecto a estos ejes, y utilizar las ecuaciones (18.13) 
para determinar H 0 . Suponiendo otra vez que el eje x se ha alineado con la flecha, las ecua¬ 
ciones (18.13) se reducen a 

//, = I x (o H y = -I y -b) If = -I zx co (18.13') 

la cual muestra que H 0 no estard dirigida a lo largo de la flecha. 

c) Para obtener H 0 sustituya las expresiones obtenidas en la ecuacion (18.28) y 

deje que fl = m = wi. Si la velocidad angular de la flecha es constante, el primer termino 
del miembro del lado derecho de la ecuacion se anulara. Sin embargo, si la flecha tiene una 
aceleracion angular a = ai, el primer termino no sera cero y debe determinarse diferen- 
ciando con respecto a t las expresiones en (18.13'). El resultado seran ecuaciones similares 
a las (18.13'), con a en lugar de co. 

d) Puesto que el punto O coincide con uno de los cojinetes, las tres ecuaciones es¬ 
calares correspondientes a la ecuacion (18.28) pueden resolverse para las componentes de 
la reaction dinamica en el otro cojinete. Si el centra de masa G de la flecha se localiza en 
la linea que une los dos cojinetes, la fuerza efectiva ma sera cero. Al dibujar la ecuacion de 
diagramas de cuerpo libre de la flecha, se puede observar en ese caso que las componentes 
de la reaction dinamica del primer cojinete deben ser iguales y opuestas a las que acaba de 
determinar. Si G no se ubica sobre la lfnea que une a los dos cojinetes, es posible determi¬ 
nar la reaction en el primer cojinete colocando el punto fijo O en el segundo cojinete y re- 
pitiendo el procedimiento anterior [problema resuelto 18.4]; o tambien puede obtener ecua¬ 
ciones de movimiento adicionales de la ecuacion de diagramas de cuerpo libre de la flecha, 
asegurandose de determinar e incluir primero la fuerza efectiva ma aplicada en G. 

e) La mayoria de los problemas requieren la determinacion de las “reacciones 
dindmicas" en los cojinetes, esto es, para las faerzas adicionales que ejercen los cojinetes 
sobre la flecha cuando esta gira. Al determinar las reacciones dinamicas, ignore el efecto de 
las cargas estaticas, como el peso de la flecha. 
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Determine la razon de cambio H D de la cantidad de movimiento 
angular H D del ensamble del problema 18.1. 


18.56 Determine la razon de cambio H G de la cantidad de movimiento 
angular H G del disco del problema 18.2. 

Determine la razon de cambio H A de la cantidad de movimiento 
angular H A de la placa del problema 18.3, si se sabe que su velocidad angu¬ 
lar m permanece constante. 

Determine la razon de cambio H G de la cantidad de movimiento 
angular H G del disco del problema 18.4. 

18.59 Determine la razon de cambio H G de la cantidad de movimiento 
angular H G del disco del problema 18.5. 

18.60 Determine la razon de cambio H A de la cantidad de movimiento 
angular H A del disco del problema 18.6. 

18.61 Determine la razon de cambio H D de la cantidad de movimiento 
angular H D del ensamble del problema 18.1, suponiendo que en el instante 
considerado el ensamble tiene una velocidad angular co = (12 rad/s)i y una 
aceleracion angular a = (96 rad/s 2 )i. 


y I 

cb® 



Figura PI 8.65 


18.62 Determine la razon de cambio H D de la cantidad de movimiento 
angular H D del ensamble del problema 18.1, suponiendo que en el instante 
considerado el ensamble tiene una velocidad angular co = (12 rad/s)i y una 
aceleracion angular a = —(96 rad/s 2 )i. 

18.63 Determine la razon de cambio H A de la cantidad de movimiento 
angular H A de la placa del problema 18.3, suponiendo que esta tiene una ve¬ 
locidad angular co = <wj y una aceleracion angular a = ay 

18.64 Determine la razon de cambio H G de la cantidad de movimiento 
angular H G del disco del problema 18.4, suponill78endo que en el instante 
considerado el ensamble tiene una velocidad angular co = wj y una acel¬ 
eracion angular a = a j. 

Una placa triangular homogenea y delgada con masa de 2.5 kg 
esta soldada a una flecha vertical ligera, la cual se sostiene mediante cojinetes 
en A y B. Si la placa gira a la razon constante co = 8 rad/s, determine las 
reacciones dinamicas en Ay B. 

1 8.66 Una barra delgada y uniforme AB con masa m y una flecha ver¬ 
tical CD, cada una con longitud 2b, se sueldan entre si en sus puntos rnedios 
G. Si la flecha gira a la razon constante co, determine las reacciones dinami¬ 
cas en C y D. 



Figura PI 8.66 
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La flecha de 16 lb que se muestra tiene una section transver¬ 
sal uniforme. Si la flecha gira a la razon constante co = 12 rad/s, determine 
las reacciones dinamicas en Ay B. 



Figura PI 8.67 


18.68 El ensamble que se muestra consta de piezas de lamina de alu- 
minio de espesor uniforme y de un peso total de 2.7 lb soldadas a una flecha 
ligera soportada mediante los cojinetes A y B. Si se sabe que el ensamble 
gira a la razon constante co = 240 rpm, determine las reacciones dinamicas 
en Ay B. 



182 mm 



182 mm 


Figura PI8.69 y PI8.70 


18.69 Cuando el neumatico de 18 kg que se muestra en la figura se 
monta en una maquina de balanceo y se hace girar a 12.5 rev/s, se encuentra 
que las fuerzas ejercidas por el neumatico sobre la maquina son equiva- 
lentes a un sistema fuerza-par consistente en una fuerza F = (160 N)j apli- 
cada en C y un par M c = (14.7 N • m)k, donde los vectores unitarios for- 
man una triada que gira con el neumatico. a) Determine la distancia desde 
el eje de rotation hasta el centro de masa del neumatico y los produc- 
tos de inercia I xy e I zx . b) Si solo se usan dos masas de correction para 
balancear estatica y dinamicamente al neumatico, ,Jcuales deben ser los 
valores de estas masas y en cual de los puntos A, B, D o E deben colo- 
carse? 

18.70 Despues de colocar el neumatico de 18 kg en la maquina de 
balanceo y hacerlo girar a 15 rev/s, el mecanico determina que para balancear 
un neumatico tanto estatica como dinamicamente debe utilizar dos masas de 
correction, una de 170 g situada en B y otra de 56 g ubicada en D. Utilizando 
un sistema de referencia derecho que gira con la rueda (con el eje s per¬ 
pendicular al piano de la figura), determine antes de las masas correctivas 
que se han agregado a) la distancia desde el eje de rotation hasta el centro 
de masa del neumatico y los productos de inercia I xy e l zx , b) el sistema 
fuerza-par en C equivalente a las fuerzas ejercidas por el neumatico sobre la 
maquina. 

18.71 Si se sabe que la placa del problema 18.65 esta inicialmente en 
reposo (co = 0) cuando se aplica a la placa un par de momento M 0 = (0.75 
N ■ m)j, determine a) la aceleracion angular resultante de la placa, b) las 
reacciones dinamicas en los puntos Ay B inmediatamente despues de que 
el par se ha aplicado. 


18.72 Si se sabe que el ensamble del problema 18.66 esta inicialmente 
en reposo (co = 0) cuando se aplica a la flecha CD un par de momento M 0 
= M 0 j, determine a) la aceleracion angular resultante del ensamble, b) las 
reacciones dinamicas en los puntos C y D inmediatamente despues de que 
el par se ha aplicado. 
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18.73 El componente de lamina de metal que se muestra en la figura 
tiene un grosor uniforme y una masa de 600 g. Se conecta a un eje ligero so- 
portado por cojinetes en A y B separados por una distancia de 150 mm. El 
componente esta en reposo cuando se somete a un par M 0 como se mues¬ 
tra en la figura. Si la aceleracion angular resultante es a = (12 rad/s z )k, de¬ 
termine a) el par M 0 , b ) las reacciones dinamicas en Ay B inmediatamente 
despues de haber aplicado el par. 



x 


Figura P18.73 


Para el componente de lamina de metal del problema 18.73, de¬ 
termine a) la velocidad angular del componente 0.6 s despues de que se le 
ha aplicado el par M 0 , b) la magnitud de las reacciones dinamicas en A y B 
en ese instante. 


La flecha del problema 18.67 se encuentra inicialmente en re¬ 
poso (<w = 0), cuando se le aplica un par M 0 . Si la aceleracion angular re¬ 
sultante de la flecha es a = (20 rad/s 2 )i, determine a) el par M (l , b) las reac¬ 
ciones dinamicas en A y B inmediatamente despues de que se ha aplicado el 
par. 


18.76 El ensamble del problema 18.68 se encuentra inicialmente en 
reposo (<u = 0), cuando se aplica un par M 0 al eje AB. Si la aceleracion an- 

resultante del ensamble es a = (150 rad/s 2 )i, determine a) el par M 0 , 
b) las reacciones dinamicas en A y B inmediatamente despues de que se ha 
aplicado el par. 

18.77 El ensamble que se muestra en la figura pesa 12 lb y esta com- 
puesto por cuatro placas semicirculares y delgadas de aluminio de 16 in. de 
diametro soldadas a una flecha ligera AB de 40 in. de largo. El ensamble se 
encuentra en reposo (w = 0) en el instante t — 0 cuando un par M 0 se le 
aplica en la forma indicada, ocasionando que el ensamble realice una revo¬ 
lution completa en 2 s. Determine a) el par M 0 , b) las reacciones dinamicas 
en A y B en t = 0. 



Para el ensamble del problema 18.77, determine las reacciones 
dinamicas en Ay B cuando t = 2 s. 
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18.79 El volante de un motor de automovil, que esta rigidamente 
unido al cigiienal, es equivalente a una placa de acero de 400 mm de diametro 
y 15 mm de grosor. Determine la magnitud del par que ejerce el volante so- 
bre el cigiienal horizontal cuando el automovil recorre una curva sin peralte 
de 200 m de radio a una velocidad de 90 km/h, con el volante girando a 
2 700 rpm. Suponga que el automovil tiene a) traccion trasera con el motor 
montado longitudinalmente, b) traccion delantera con el motor montado de 
manera transversal. (Densidad del acero = 7 860 kg/m 3 .) 

18.60 La helice con cuatro aspas de un avion pesa 160 kg y tiene un 
radio de giro de 800 mm. Si se sabe que la helice gira a 1 600 rpm cuando 
el avion viaja en una trayectoria circular vertical de 600 m de radio a 540 
km/h, determine la magnitud del par ejercido por la helice sobre el eje de- 
bido a la rotation del avion. 

La hoja de una sierra portatil y el rotor de su motor tienen un 
peso total de 2.5 lb y un radio de giro combinado de 1.5 in. Si la hoja gira 
como se indica a la razon u>i = 1 500 rpm, determine la magnitud y direc¬ 
tion del par M que debe ejercer un trabajador sobre la agarradera de la sierra 
para girarla con una velocidad angular constante ai. 2 = —(2.4 rad/s)j. 


18.82 El aspa de un ventilador oscilante y el rotor de su motor tienen 
un peso total de 8 oz y un radio de giro combinado de 3 in. Se soportan rne- 
diante cojinetes en Ay B, separados 5 in. y giran a la velocidad u>\ = 1 800 
rpm. Determine las reacciones dinamicas en A y B cuando la carcasa del mo¬ 
tor tiene una velocidad angular u> 2 = (0.6 rad/s)j. 


l J 



Figura P18.82 



100 mm 


18.83 Cada neumatico de un automovil tiene un peso de 22 kg, un 
diametro de 575 mm y un radio de giro de 225 mm. El automovil viaja por 
una curva sin peralte de 150 m de radio a una velocidad de 95 km/h. Si la 
distancia transversal entre los neumaticos es de 1.5 m, determine la fuerza 
normal adicional producida por el movimiento del automovil y ejercida por 
el suelo sobre cada uno de los neumaticos externos. 

18.84 Se muestra la estructura basica de cierto tipo de indicador de vi- 
raje de avion. Cada resorte tiene una constante de 500 N/m, y el disco uniforme 
de 200 g y radio de 40 mm gira a la velocidad de 10 000 rpm. Los resortes se 
alargan y ejercen fuerzas verticales iguales en la horquilla AB cuando el avion 
viaja en una trayectoria recta. Determine el angulo que girara la horquilla 
cuando el piloto ejecute un giro horizontal de 750 m de radio hacia la derecha 
a una velocidad de 800 km/h. Indique si el punto A ascendera o descendera. 


Figura PI 8.84 
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18.85 Una pi aca semicircular uniforme de 120 mm de radio se articu- 
la en los puntos A y B a una horquilla que gira con una velocidad angular 
constante m alrededor de un eje vertical. Determine a) el angulo /3 que forma !/ 

la placa con el eje x horizontal cuando w = 15 rad/s, b) el valor mas grande 
de o) para el cual la placa permanece vertical (/3 = 90°). 



Figura PI 8.87 y PI8.88 


Una barra delgada se dobla para formar un bastidor cuadrado 
con 6 in. de lado. El bastidor esta conectado mediante un collarfn en el punto 
A a una flecha vertical que gira con una velocidad angular constante cj. De¬ 
termine a) el angulo constante que forma la linea AB con el eje horizon¬ 
tal x cuando co = 9.8 rad/s, b) el valor mas grande de co para el cual /3 = 90°. 

Una barra delgada se dobla para formar un bastidor cuadrado 
con 6 in. de lado. El bastidor esta conectado mediante un collarfn en el punto 
A a una flecha vertical que gira con una velocidad angular constante cj. De¬ 
termine el valor de co para el cual la linea AB forma un angulo /3 = 48° con 
el eje horizontal x. 

18.89 El engrane A de 950 g esta restringido a radar sobre el engrane 
fijo B, pero tiene la libertad de girar en torno al eje AD, el cual tiene 400 
mm de longitud y una masa despreciable. El eje AD se conecta mediante 
una horquilla a la flecha vertical DE que gira como se indica en la figura 
con una velocidad angular constante &»!• Si se supone que el engrane A puede 
aproximarse mediante un disco delgado de 80 mm de radio, determine el 
valor maximo permisible de coi si el engrane A no pierde contacto con el en¬ 
grane B. 


E 



18.90 Determine la fuerza F ejercida por el engrane B sobre el en¬ 
grane A del problema 18.89 cuando el eje DE gira con una velocidad angu¬ 
lar constante = 4 rad/s. ( Sugerencia : La fuerza F debe ser perpendicu¬ 
lar a la linea trazada desde D hasta C.) 
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18.91 y 18.92 La barra esbelta AB se conecta mediante una horquilla 
a un brazo BCD que gira con una velocidad angular constante oj alrededor 
de la lfnea central de su portion vertical CD. Determine la magnitud de la 
velocidad angular w. 



Figura P18.91 



Dos discos, cada uno de 5 kg de masa y 100 mm de radio, 
giran como se muestra a la razon u>i = 1 500 rpm alrededor de una barra 
AB de masa despreciable que gira alrededor de un eje vertical z a la razon 
u> 2 = 45 rpm. a) Determine las reacciones dinamicas en los puntos C y D. 
b) Resuelva el inciso a) suponiendo que se invierte la direction de giro del 
disco B. 



D 



Figura PI 8.93 y P18.94 


18.94 Dos discos, cada uno de 5 kg de masa y 100 mm de radio, gi¬ 
ran como se muestra a una velocidad <n, = 1 500 rpm alrededor de una barra 
AB de masa despreciable que gira alrededor de un eje vertical a la razon co 2 . 
Determine el valor maximo permisible de u> 2 si las reacciones dinamicas en 
C y D no deben exceder 250 N. 
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18.95 El disco de 10 oz. que se muestra gira a la razon coi = 750 rpm, 
mientras el eje AB gira como se muestra con una velocidad angular oj 2 de 6 
rad/s. Determine las reacciones dinamicas en A y B. 


y 



Figura PI8.95 y PI 8.96 


18.96 El disco de 10 oz. que se muestra gira a la razon w t = 750 rpm, 
mientras el eje AB gira como se muestra con una velocidad angular cj 2 . De¬ 
termine la magnitud maxima permisible de w 2 si cada una de las reacciones 
dinamicas en Ay B no debe exceder 0.25 lb. 

Un disco delgado de peso W = 10 lb gira con una velocidad an¬ 
gular co 2 con respecto al brazo ABC, el cual gira a su vez con una velocidad 
angular Wj alrededor del eje y. Si se sabe que a>i = 5 rad/s, que (o 2 = 15 
rad/s y que ambas son constantes, determine el sistema fuerza-par que re- 
presenta la reaction dinamica en el soporte en A. 



18.98 Un disco homogeneo de peso W = 6 lb gira a la velocidad cons- 
tante a>i = 16 rad/s con respecto al brazo ABC, el cual esta soldado a la flecha 
DCE que gira a la velocidad constante u> 2 = 8 rad/s. Determine las reac¬ 
ciones dinamicas en D y E. 



*18.99 Un tablero publicitario de 48 kg, longitud 2 a = 2.4 m y ancho 
2b = 1.6 m se mantiene en rotation a una velocidad constante a>\ alrededor 
de su eje horizontal mediante un pequeno motor electrico unido en A al basti- 
dor ACB. El mismo bastidor se mantiene en rotation a una velocidad cons¬ 
tante co 2 alrededor de un eje vertical por medio de un segundo motor unido 
en C a la columna CD. Si el tablero y el bastidor realizan una revolution com- 
pleta en 6 s y 12 s, respectivamente, exprese, como funcion del angulo 6, la 
reaction dinamica ejercida sobre la columna CD por su soporte en D. 


y I 

cb " 2 




Figura PI 8.99 
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75 mm 


Figura PI 8.101 y PI 8.102 


60 mm 


*18.100 Para el sistema del problema 18.99, demuestre que a) la reac¬ 
tion dinamica en D es independiente de la longitud 2 a del panel, b) la relation 
Mi/M 2 de las magnitudes de los pares ejercidos por los motores en Ay C, 
respectivamente, es independiente de las dimensiones y masa del tablero y 
es igual a a> 2 J2a>i en cualquier instante determinado. 

18.101 Un disco homogeneo de 3 kg y 60 mm de radio gira como se 
muestra en la figura a la velocidad coj = 60 rad/s. El disco se sostiene mediante 
la varilla AB con una horquilla en el extremo, la cual esta soldada a la flecha 
vertical CBD. El sistema se encuentra en reposo cuando se aplica un par 
M 0 = (0.40 N ■ m)j a la flecha durante 2 s y despues se retira. Determine las 
reacciones dinamicas en C y D despues de haber retirado el par. 

18.102 Un disco homogeneo de 3 kg y 60 mm de radio gira como se 
muestra en la figura a la velocidad a>i = 60 rad/s. El disco se sostiene mediante 
la varilla AB con una horquilla en el extremo, la cual esta soldada a la flecha 
vertical CBD. El sistema se encuentra en reposo cuando se aplica, de la mane- 
ra mostrada, un par M () a la flecha durante 3 s y despues se retira. Si la veloci¬ 
dad angular maxima alcanzada por la flecha es de 18 rad/s, determine a) el par 
Mo, b) las reacciones dinamicas enCyD despues de haber retirado el par. 


18.103 Para el disco del problema 18.97 determine a) el par Mj que 
debe aplicarse al brazo ABC para darle una aceleracion angular = —(7.5 
rad/s 2 )j cuando eoj = 5 rad/s, si se sabe que el disco gira a la velocidad cons- 
tante u> 2 = 15 rad/s, b) el sistema fuerza-par que representa la reaction dinami¬ 
ca en A en ese instante. Suponga que ABC tiene una masa insignificante. 


18 04 Se supone que en el instante mostrado la flecha DCE del pro¬ 
blema 18.98 tiene una velocidad angular cj 2 = (8 rad/s)i y una aceleracion 
angular a 2 = (6 rad/s z )i. Si se recuerda que el disco gira con una velocidad 
angular constante < 0 ! = (16 rad/s)j, determine a) el par que debe aplicarse 
a la flecha DCE para producir la aceleracion angular dada, b) las reacciones 
dinamicas correspondientes en D y E. 


18.105 Un disco homogeneo de 2.5 kg y 80 mm de radio gira con una 
velocidad angular w l con respecto al brazo ABC, el cual esta soldado al eje 
DCE que rota en la forma mostrada a la velocidad constante m 2 = 12 rad/s. 
La friction en el cojinete en A ocasiona que disminuya a una razon de 15 
rad/s 2 . Determine las reacciones dinamicas en D y E en el instante en el que 
io 1 ha disminuido hasta 50 rad/s. 




Figura PI8.105 


* 18.106 Una varilla delgada homogenea AB de masa m y longitud L esta 
hecha para girar a una razon constante u> 2 alrededor del eje horizontal 3, mien- 
tras que el bastidor CD se construyo para girar a la razon constante a> i alrede¬ 
dor del eje y. Exprese como una funcion del angulo 9 a) el par M x requerido 
para mantener la rotation del bastidor, b) el par M 2 requerido para mantener 
la rotation de la varilla, c) las reacciones dinamicas en los soportes C y D. 
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Angulos de Euler 


Un giroscopio consiste, esencialmente, en un rotor que puede girar li- 
bremente alrededor de su eje geometrico. Cuando esta montado en 
una suspension de Cardan (figura 18.15), es posible que asuma cual- 
quier orientation, pero su centra de masa debe permanecer fijo en el 
espacio. Para definir la posicion de un giroscopio en un instante dado, 
se elige un sistema de referenda fijo OXYZ, con el origen O localiza- 
do en el centra de masa del giroscopio y el eje Z dirigido a lo largo de 
la linea definida por los cojinetes Ay A' del balancin externo. Consi- 
derese una posicion de referenda del giroscopio en la cual los dos ba- 
lancines y un diametro dado DD' del rotor se ubican en el piano fijo 
YZ (figura 18.15a). El giroscopio puede llevarse de su posicion de re¬ 
ferenda a cualquier posicion arbitraria (figura 18.15b) por medio de 
los siguientes pasos: (1) una rotation de un angulo <f> del balancin ex¬ 
terior alrededor del eje AA', (2) una rotation 9 del balancin interior al¬ 
rededor de £>£>' y (3) una rotation ip del rotor alrededor de CC'. Los 
angulos (f>, 9 y ip reciben el nombre de dngulos de Euler; estos carac- 
terizan por completo la posicion del giroscopio en cualquier instante 
determinado. Sus derivadas <f>, 9y iji definen, de manera respectiva, la 
velocidad de precesion, la velocidad de nutation y la velocidad de gi¬ 
ro del giroscopio en el instante considerado. 

Para calcular las componentes de la velocidad angular y de la ean- 
tidad de movimiento angular del giroscopio, se usara un sistema de ejes 
en rotation Oxyz ubicado en el balancin interno, con el eje y a lo lar¬ 
go de BB' y el eje z a lo largo de CC' (figura 18.16). Estos son los ejes 
principales de inertia del giroscopio, y aunque siguen su precesion y 
nutation, sin embargo, no giran; por esa razon, son mas convenientes 
que el uso de ejes montados en verdad en el giroscopio. La velocidad 
angular to del giroscopio con respecto al sistema de referencia fijo 
OXYZ se expresara aliora como la suma de tres velocidades angulares 
parciales correspondientes, respectivamente, a la precesion, la nutation 
y el giro del giroscopio. Si se denota por i, j y k los vectores unitarios 
a lo largo de los ejes en rotation, y por K el vector unitario a lo largo 
del eje fijo Z, se tiene 


to = cf)K + 0j + i//k 


(18.33) 


Puesto que las componentes del vector que se obtuvieron para to en 
(18.33) no son ortogonales (figura 18.16), el vector unitario K se des- 
compondra en componentes a lo largo de los ejes x y z; se escribe 

K = —sen 6 i + cos 9 k (18.34) 


y al sustituir K en (18.33), 


to = —(f) sen 6 i + 0j + (i/r + (f> cos 9)h (18.35) 


Puesto que los ejes de coordenadas son ejes principales de inercia, las 
componentes de la cantidad de movimiento angular H 0 pueden obte- 
nerse al multiplicar las componentes de to por los momentos de iner- 



a) 


Z 



Figura 18.15 
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cia del rotor alrededor de los ejes x, y y z, respectivamente. Al deno¬ 
tar por I el momento de inercia del rotor alrededor de su eje de giro, 
por 7' su momento de inercia con respecto al eje transversal que pasa 
por O, e ignorar la masa de los balancines, se escribe 


H 0 = —I'4> sen 9 i + I’Oj + I(ijj + cf> cos 0)k (18.36) 


Si se recuerda que los ejes en rotation se asocian al balancin in- 
terno y, por ello, se expresa su velocidad angular como la suma 


a = 4>k + ej 


(18.37) 


o, al sustituir K de (18.34), 


ft = — cj) sen 9 i + 9 j + <j> cos 9 k (18.38) 


Al sustituir H 0 y SI de (18.36) y (18.38) en la ecuacion 


2M 0 = (Hq) chip + a X H 0 (18.28) 



Fotografia 18.5 Un giroscopio puede usarse 
para medir la orientacion y es capaz de 
mantener la misma direccion absoluta en el 
espacio. 


se obtienen las tres ecuaciones diferenciales 


2M X = sen 9 + 2 9cj) cos 9) + 19 (ifi + 4> cos 9) 

2 M y = I'(9 — <j) 2 sen 9 cos 9) + I(f> sen 9 (ill + (f> cos 9) (18.39) 

2M 2 = I — (ip + cj) cos 9) 
at 


Las ecuaciones (18.39) definen el movimiento de un giroscopio su- 
jeto a un sistema dado de fuerzas cuando se ignoran las masas de sus 
balancines. Tambien es posible usarlas para definir el movimiento de 
un cuerpo simetrico con respecto a un eje (o cuerpo de revolution) fi- 
jo en un punto de su eje de simetria, asi como para definir el movi¬ 
miento de un cuerpo simetrico con respecto a un eje en relation con 
su centra de masa. Si bien los balancines del giroscopio nos ayudan a 
visualizar los angulos de Euler, es claro que estos angulos pueden uti- 
lizarse para definir la position de cualquier cuerpo rigido con respec¬ 
to a los ejes centrados en un punto del cuerpo, independientemente 
de la manera en la cual se soporte el cuerpo en realidad. 

Puesto que las ecuaciones (18.39) son no lineales, no sera posible, 
en general, expresar los angulos de Euler 4>, 9 y ip como funciones 
analiticas del tiempo t, y sera necesario recurrir a metodos de solu¬ 
tion numericos. Sin embargo, como se vera en las siguientes seccio- 
nes, hay varios casos particulares de interes que pueden analizarse con 
facilidad. 
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Se investigara ahora el caso particular de movimiento giroscopico en el 
cual el angulo 0, la velocidad de precesion c/j y la velocidad de giro i// 
permanecen constantes. Se pretende determinar las fuerzas que deben 
aplicarse al giroscopio para mantener este movimiento, conocido como 
precesion estable de un giroscopio. 

En vez de aplicar las ecuaciones generales (18.39), se determina 
la suma de los momentos de las fuerzas requeridas calculando la razon 
de cambio de la cantidad de movimiento angular del giroscopio en el 
caso particular considerado. Se observa primero que la velocidad an¬ 
gular to del giroscopio, su momenta angular H 0 y la velocidad angu¬ 
lar 11 del sistema de referenda en rotation (figura 18.17) se reducen, 
respectivamente, a 


to = — ip sen 9 i + to.k (18.40) 

H 0 = -I' ip sen 9 i + Io z k (18.41) 

ft = — ip sen 9 i + (f> cos 9 k (18.42) 



donde co z = tp + <p coseno de 9 = componente rectangular a lo largo 
del eje de giro de la velocidad angular total del giroscopio. 

Puesto que 9, ip y ip son constantes, el vector H 0 es constante en mag- 
nitud y direction con respecto al sistema de referencia en rotation y 
su razon de cambio (H 0 ) 0x y Z con respecto a ese sistema de referencia 
es cero. De tal modo la ecuacion (18.28) se reduce a 


2M 0 = n X H 0 (18.43) 

la cual produce, despues de sustituciones de (18.41) y (18.42), 

2M 0 = (Ico z - I'(p cos 9)(p sen 9 j (18.44) 

Puesto que el centra de masa del giroscopio esta fijo en el espa- 
cio, se tiene, por (18.1), 2F = 0; asi, las fuerzas que deben aplicarse 
al giroscopio para mantener su precesion estable se reducen a un par 
de momenta igual al miembro del lado dereclio de la ecuacion (18.44). 
Se puede observar que este par debe aplicarse alrededor de un eje 
perpendicular al eje de precesion ij al eje de giro del giroscopio (figu¬ 
ra 18.18). 

En el caso particular en el que el eje de precesion y el eje de gi¬ 
ro forman un angulo recto entre si, se tiene que 6 = 90° y la ecuacion 
(18.44) se reduce a 


2M 0 = iipcpj (18.45) 

De tal modo, si se aplica al giroscopio un par M 0 alrededor de un eje 
perpendicular a su eje de giro, el giroscopio precedera alrededor de un 
eje perpendicular tanto al eje de giro como al eje del par, en un senti- 
do tal que los vectores que representan el giro, el par y la precesion, 
respectivamente, forman una trfada derecha (figura 18.19). 

En vista de los pares relativamente grandes que se requieren para 
cambiar la orientation de sus ejes, los giroscopios se utilizan como es- 
tabilizadores en torpedos y barcos. Las balas y granadas rotatorias per¬ 
manecen tangentes a su trayectoria debido a la action giroscopica. Ade- 




Figura 18.19 
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Figura 18.20 



Figura 18.21 


mas, resulta facil mantener balaiiceada una bicicleta a altas velocidades 
gracias al efecto estabilizador de sus ruedas giratorias. Sin embargo, la 
action giroscopica no siempre es pertinente y debe tomarse en cuenta 
en el diseno de los cojinetes de soporte de flechas giratorias sujetas a 
precesion forzada. Las reacciones que ejercen las helices de un aero- 
plano en un cambio de direction de vuelo tambien deben considerarse 
y compensarse siempre que sea posible. 


*18.11. MOVIMIENTO DE UN CUERPO SIMETRICO 
CON RESPECTO A UN EJE Y QUE NO SE SOMETE 
A NINGUNA FUERZA 

En esta section se analizara el movimiento alrededor de su centra de 
masa de un cuerpo con respecto a un eje y que no esta sometido a nin- 
guna fuerza excepto su peso. Ejemplos de tal movimiento son los pro- 
yectiles, si se ignora la resistencia del aire, y los vehfculos artificiales 
en vehfculos espaciales despues de que se consumen sus cohetes de 
lanzamiento. 

Puesto que la suma de los momentos de las fuerzas externas alre¬ 
dedor del centra de masa G del cuerpo es cero, la ecuacion (18.2) pro¬ 
duce If(; = 0. Se deduce que la cantidad de movimiento angular H c 
del cuerpo alrededor de G es constante. De tal manera la direction de 
H g esta fija en el espacio y puede utilizarse para definir el eje Z, o eje 
de precesion (figura 18.20). Al seleccionar un sistema rotatorio de ejes 
Gxyz con el eje z a lo largo del eje de simetrfa del cuerpo, el eje x en 
el piano definido por los ejes Z y z, y el eje y apuntando en sentido 
contrario a usted, se tiene 

H x = -H g sen 0 H y = 0 H z = H c cos 0 (18.46) 

donde 0 representa el angulo formado por los ejes Z y z, y H c denota 
la magnitud constante de la cantidad de movimiento angular del cuer¬ 
po alrededor de G. Puesto que los ejes x, y y z son ejes principals de 
inertia para el cuerpo considerado, es posible escribir 

H x = I'ut x H y = I'(Oy H z = Iw z (18.47) 

donde I denota el momenta de inertia del cuerpo alrededor de su eje de 
simetrfa e I' su momenta de inertia alrededor de un eje transversal que 
pasa a traves de G. Se sigue de las ecuaciones (18.46) y (18.47) que 


H a sen 0 

T' 


Wy = 0 


H a cos 0 

w- = - (18.48) 


La segunda de las relaciones obtenidas muestra que la velocidad an¬ 
gular oj no tiene componente a lo largo del eje y, esto es, a lo largo de 
un eje perpendicular al piano Zz. Por consiguiente, el angulo 0 forma¬ 
do por los ejes Zyz permanece constante y el cuerpo se encuentra en 
precesion estable con respecto al eje Z. 

Al dividir miembro a miembro la primera y tercera relaciones 
(18.48), y observando de la figura 18.21 que —m x /(o z = tangente y, se 
obtiene la siguiente relation entre los angulos y y 0 que los vectores m 
y Ho forman, respectivamente, con los ejes de simetrfa del cuerpo; 

I 

tan y = — tan 0 


(18.49) 













Figura 18.22 
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Hay dos casos particulares de movimiento de un cuerpo simetrico con 
respecto a un eje y no sometido a alguna fuerza que no implican pre¬ 
cesion: (1) Si el cuerpo se pone a girar alrededor de su eje de sime- 
trfa, se tiene m x = 0 y, por (18.47), H x = 0; los vectores to y H G tie- 
nen la misma orientation y el cuerpo se mantiene girando alrededor 
de su eje de simetrfa (figura 18.22a). (2) Si el cuerpo se pone a girar 
con respecto a su eje transversal, se tiene co~ = 0 y, por (18.47), H z = 0; 
tambien en este caso to y H G tienen la misma orientation y el cuer¬ 
po se mantiene girando alrededor de un eje transversal determinado 
(figura 18.22b). 

Considerando ahora el caso general representado en la figura 18.21, 
recuerdese de la section 15.12 que el movimiento de un cuerpo alre¬ 
dedor de un punto fijo, con respecto a su centra de masa, pueda re- 
presentarse mediante el movimiento de un cono corporal que rueda 
sobre un cono espacial. En el caso de precesion estable, los dos conos 
son circulares, ya que los angulos y y 0 — y que la velocidad angular 
to forma, respectivamente, con los ejes de simetrfa del cuerpo y con 
los ejes de precesion son constantes. Deben distinguirse dos casos: 


z 



Figura 18.23 


/ 


Z 


I <T. Este es el caso de un cuerpo elongado, tal corno el ve- 
hiculo espacial de la figura 18.23. Por (18.49) se tiene y < 0; 
el vector to se encuentra dentro del angulo ZGz- el cono es¬ 
pacial y el cono corporal son tangentes externamente; tanto el 
giro como la precesion se observan en sentido contrario al de 
las manecillas del reloj desde el eje ~ positivo. Se dice que la 
precesion es directa. 

2, I > I'. Este es el caso de un cuerpo achatado, como el sateli- 
te de la figura 18.24. Por (18.49) se tiene que y>0-, puesto 
que el vector to debe estar fuera del angulo ZGz, el vector i//k 
tiene un sentido opuesto al del eje z; el cono espacial se en¬ 
cuentra dentro del cono corporal; la precesion y el giro tienen 
sentidos opuestos. Se afirma que la precesion es retrograda. 



lj /k 

Figura 18.24 


Cono corporal 


Cono espacial 









PROBLEMA RESUELTO 18.6 



Se sabe que un satelite espacial de masa m es dinamicamente equivalente a 
dos discos delgados de igual masa. Los discos tienen un radio a = 800 mm 
y estan rigidamente conectados mediante una barra ligera de longitud 2a. En 
un principio, el satelite gira con libertad alrededor de su eje de simetrfa a la 
velocidad co 0 = 60 rpm. Un meteorito, de masa m 0 = m/1000 y que viaja 
con una velocidad v 0 de 2000 m/s relativa al satelite, choca con este y se in- 
crusta en C. Determine a) la velocidad angular del satelite inmediatamente 
despues del impacto, b) el eje de precesion del movimiento resultante, c) las 
velocidades de precesion y giro del movimiento subsecuente. 


SOLUCION 



v G 




Cono 

corporal 



Cono 

espacial 


Momentos de inercia. Se puede observar que los ejes que se mues- 
tran son los ejes principales de inercia del satelite y se escribe 

I = I- = jma 2 I' — I x — Iy — 2 [\(\m)a 2 + ( \m)a 2 ] = \ma 2 

Principio del impulso y la cantidad de movimiento. Se conside- 
ra el satelite y el meteorito como un solo sistema. Puesto que no actua fuer- 
za externa sobre este sistema, las cantidades de movimiento antes y despues 
del impacto son equipolentes. Al considerar los momentos con respecto a G, 
se escribe 

— aj X j?i 0 u 0 k + 7w 0 k = H G 
H g = —m 0 v 0 ai + 7w 0 k (1) 

Velocidad angular despues del impacto. Al sustituir los valores ob- 
tenidos para las componentes de H G , y para los momentos de inercia en 

H x = lyOJy Hy = lyCOy I L = I-COy 

se escribe 


—rn 0 v 0 a = I'(o x = jma 2 co x 

4 m 0 v 0 

5 ma 


0 = I'cd, 


y 


Wy = 0 


I(Jt)n = 1(0. 


(O. = OJ (, 


( 2 ) 


Para el satelite considerado se tiene co 0 = 60 rpm = 6.283 rad/s, mjm = 
pjko, a = 0.800 m, y v 0 = 2000 m/s; se encuentra 

o) x = — 2 rad/s = 0 co- = 6.283 rad/s 

a> = "\/a) 2 + (o- = 6.594 rad/s tan y =- — = +0.3183 

u> z 

a> = 63.0 rpm y = 17.7° M 

Eje de precesion. Puesto que en el movimiento libre la direccion de 
la cantidad de movimiento angular H G permanece fija en el espacio, el sate¬ 
lite precedera con respecto a esta direccion. El angulo 9 formado por el eje 
de precesion y el eje 3 es 


tan 9 = 


~Hx 

77- 


m 0 v 0 a 


2 m 0 v 0 


= 0.796 


9 = 38.5° 


I(o 0 maa) 0 

Velocidades de precesion y giro. Se dibujan los conos espacial y 
corporal para el movimiento libre del satelite. Recurriendo a la ley de los se- 
nos, se calculan las velocidades de precesion y giro. 

co (f> tfj 


sen 6 sen y sen(0 — y) 

(j) =30.8 rpm 


i jj = 35.9 rpm ◄ 
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RESOL UCION DE PROB LEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


En esta lection se analizo el movimiento de giroscopios y de otros cuerpos simetricos con 
respecto a un eje con un punto fijo O. Para definir la position de estos cuerpos en un ins- 
tante determinado, se introdujeron los tres angulos de Euler (p, 9 y ijj (figura 18. 15), y se 
advirtio que sus derivadas con respecto al tiempo definen, respectivamente, la velocidad de 
precesion, la velocidad de nutacion y la velocidad de giro (figura 18.16). Los problemas que 
se presentaran entran dentro de una de las siguientes categorfas. 

1. Precesion estable. Este es el movimiento de un giroscopio u otro cuerpo simetrico 
con respecto a un eje con un punto fijo ubicado en su eje de simetrfa, en el cual permane- 
cen constantes el angulo 9, la velocidad de precesion <j> y la velocidad de giro ip. 

a) Utilizando el sistema de referenda rotatoria Oxyz que se muestra en la figura 
18.17, el cual precede con el cueqio, pero no giro con el, se obtuvieron las siguientes expre- 
siones para la velocidad angular w del cuerpo, su cantidad de movimiento angular H 0 , y la 
velocidad angular ft del sistema de referenda Oxyz: 

cj = — 4> sen 9 i + to-k 
H 0 = —7'<i> sen 6 i + I to-k 
ft = — f sen 9 i + <p cos 9 k 

donde I = momenta de inercia del cuerpo con respecto a su eje de simetrfa 

/' = momenta de inercia del cuerpo con respecto a un eje transversal que pasa por O 
to, = componente rectangular de to a lo largo del eje z = ip + <p cos 9 

b) La suma de los momentos alrededor de O de las fuerzas aplicadas al cuerpo 
es igual a la razon de cambio de sn cantidad de movimiento angular, como lo expre- 
sa la ecuacion (18.28). Pero, puesto que 6 y las razones de cambio (p y ip son constantes, se 
concluye de las ecuaciones (18.41) que H 0 permanece constante en magnitud y direction 
cuando se observa desde el sistema de referenda Oxyz. De tal modo, su razon de cambio 
es cero con respecto al sistema de referenda y es posible escribir 

2M 0 = ft X Ho (18.43) 

donde ft y H 0 se definen, respectivamente, mediante las ecuaciones (18.42) y (18.41). La 
ecuacion que se obtiene muestra que el momenta resultante en O en las fuerzas aplicadas 
al cueipo es perpendicular tanto al eje de precesion como al eje de giro (figura 18.18). 

c) Tengase en cuenta que el metodo descrito se aplica no solo a giroscopios, don¬ 
de el punto fijo O coincide con el centra de masa G, sino tambien a cualquier cuerpo sime¬ 
trico con respecto a un eje con un punto fijo O localizado en su eje de simetria. Por lo tan¬ 
to, este metodo puede utilizarse para analizar la precesion estable de un trompo que gira en 
un suelo irregular. 

d) Cuando un cuerpo simetrico con respecto a un eje no tiene un punto fijo, 
pero se encuentra en precesion estable con respecto a su centro de masa G, es ne- 
cesario dibujar una ecuacion de diagramas de cuerpo libre en la que se indique que el sis¬ 
tema de las fuerzas externas ejercidas sobre el cueipo (incluyendo el peso del mismo) es 
equivalente al vector ma aplicado en G y al vector par H G . Se pueden utilizar las ecuacio¬ 
nes (18.40) a (18.42), sustituyendo H 0 por H G , y expresar el momenta del par como 

H G = ft x H g 

Es posible utilizar en ese caso la ecuacion de diagramas de cuerpo libre para escribir hasta 
seis ecuaciones escalares independientes. 

( continua) 


(18.40) 

(18.41) 

(18.42) 


1193 





2. Movimiento de un cuerpo simetrico con respecto a un eje que no esta sometido 
a ninguna fnerza, excepto a su propio peso. Se tiene como 2M G = 0 y, en consecuen- 
cia, H g = 0, se sigue que la cantidad de movimiento angular H G es constante en magnitud 
y direction (section 18.11). El cuerpo esta en precesion estable con el eje de precesion GZ 
dirigido a lo largo de H G (figura 18.20). Utilizando el sistema de referenda en rotation Gxyz 
y denotando por y el angulo que to forma con el eje de giro Gz (figura 18.21), se obtiene 
la siguiente relation entre y y el angulo 6 formado por los ejes de precesion de giro 

tan y = -jy tan 9 (18.49) 

Se afirma que la precesion es directa si I < I' (figura 18.23) y retrograda si 1 > I' (figura 18.24). 

a) En muchos de los problemas que tienen que ver con el movimiento de un cuerpo 
simetrico con respecto a un eje y que no se somete a ninguna fuerza, se pedira determinar el 
eje de precesion y las velocidades de precesion ij de giro del cueipo, si se conocen la magni¬ 
tud de su velocidad angular to y el angulo y que esta forma con el eje de simetrfa Gz (figura 
18.21). A partir de la ecuacion (18.49) se determinara el angulo 6 que el eje de precesion GZ 
forma con Gz y se descompondra to en sus dos componentes oblicuas <f> K y i//k. Utilizando la 
ley de los senos, se determinara la velocidad de precesion (f> y la velocidad de giro ijt. 

h) En otros problemas el cuerpo estara sujeto a un impulso determinado y se estable- 
cerfa primero la cantidad de movimiento angular resultante H G . Utilizando las ecuaciones 
(18.10) se calcularan las componentes rectangulares de la velocidad angular to, su magnitud 
to y el angulo y que esta forma con el eje de simetrfa. Despues se determinara el eje de pre¬ 
cesion y las velocidades de precesion ij giro como se describio antes [problema resuelto 18.6], 

3. Movimiento general de un cuerpo simetrico con respecto a un eje con un punto 
fijo O localizado en su eje de simetria y sujeto unicamente a su propio peso. Este es 
un movimiento en el cual se permite la variation del angulo 6. En cualquier instante dado 
debe considerarse la velocidad de precesion <j>, la velocidad de giro ip y la velocidad de nu¬ 
tation 9, ninguna de las cuales permanecera constante. Un ejemplo de movimiento de este 
tipo es el de un trornpo, el cual se analiza en los problemas 18.139 y 18.140. El sistema de 
referenda rotatorio Oxyz que se usara sigue siendo el que se muestra en la figura 18.18, 
aunque este no girara en este caso alrededor del eje y a la velocidad 9. Por lo tanto, las ecua¬ 
ciones (18.40), (18.41) y (18.42) deben sustituirse por las siguientes: 

to — —<p sen 9 i + 9j + (ip + cj) cos 9) k (18.40') 

H 0 = —I'd) sen 9 i + I'6 j + 7(t/t + cp cos 9) k (18.41') 

ft = — cf> sen 9 i + 9 j + 4> cos 9 k (18.42') 

Como la sustitucion de estas expresiones en la ecuacion (18.44) conduciran a ecuaciones di- 
ferenciales no lineales, es preferible, siempre que sea factible, aplicar los siguientes princi- 
pios de conservation: 

a) Conservation de la energia. Denotando por c la distancia entre el punto fijo O y 
el centra de rnasa G del cuerpo, y por E la energia total, se escribira 

T + V = E-. \{I '+ I'tOy + Iuk) + mgc cos 9 = E 

y se sustituyen las componentes de to de la expresion que se obtuvo en la ecuacion (18.40'). 
Advierta que c sera positiva o negativa, dependiendo de la position de G relativa a O. Ade- 
mas, c = 0 si G coincide con O; en ese caso la energia cinetica se conserva. 

b) Conservation de la cantidad de movimiento angular con respecto al eje de pre¬ 
cesion. Puesto que el soporte en O se ubica en el eje Z y en vista de que el peso del cuerpo y 
el eje Z son ambos verticales y, por ello, paralelos entre si, se concluye que XM Z = 0 y, por con- 
siguiente, que H z permanece constante. Esto puede expresarse escribiendo que el producto 
escalar K • H 0 es constante, donde K es el vector unitario a lo largo del eje Z. 

c) Conservation de la cantidad de movimiento angular con respecto al eje de giro. 
Puesto que el soporte en O y el centra de gravedad G estan localizados ambos en el eje z, se 
deduce que 2M_ = 0 y, por ello, que H z permanece constante. Esto se expresa escribiendo 
que el coeficiente del vector unitario k en la ecuacion (18.41') es constante. Advierta que es¬ 
te ultimo principio de conservation no se puede aplicar cuando al cueipo no se le permite gi- 
rar alrededor de su eje de simetria, aunque en ese caso las unicas variables son 9 y <j>. 
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Problemas 


18.107 Una esfera de aluminio solido de 3 in. de radio se suelda al ex- 
tremo de una varilla AB de 6 in. de largo y masa despreciable que se sostiene 
mediante una articulation de rotula en A. Si se sabe que la esfera precede 
con respecto al eje vertical a la razon constante de 60 rpm en el sentido in- 
dicado y que la varilla AB forma un angulo /3 = 30° con la vertical, deter¬ 
mine la velocidad de giro de la esfera alrededor de la linea AB. 

18.108 Una esfera de aluminio solido de 3 in. de radio se suelda al 
extremo de una varilla AB de 6 in. de largo y masa despreciable que se 
sostiene mediante una articulation de rotula en A. Si la esfera gira como 
se muestra alrededor de la linea AB y a la razon de 700 rpm, determine el 
angulo /3 para el cual la esfera precedera con respecto al eje vertical a la 
velocidad constante de 60 rpm en el sentido indicado. 

18.109 Un cono solido de 9 in. de altura, con una base circular de 3 in. 
de radio se sostiene mediante una articulation de rotula en A. Si se observa 
que el cono precede con respecto al eje vertical AC a la razon constante 
de 40 rpm en el sentido indicado, y que su eje de simetrfa forma un angulo 
/3 = 40° con AC, determine la velocidad a la que gira el cono alrededor de su 
eje AB. 

18.110 Un cono solido de 9 in. de altura, con una base circular de 3 in. 
de radio se sostiene mediante una articulation de rotula en A. Si el cono gira 
alrededor de su eje de simetrfa AB a una razon de 3 000 rpm y AB forma un 
angulo (3 = 60° con el eje vertical AC, determine las dos razones posibles de 
precesion estable del cono alrededor del eje AC. 

18.111 El trompo de 85 g que se muestra en la figura se apoya en el 
punto fijo O. Los radios de giro del trompo con respecto a su eje de simetrfa 
y con respecto a su eje transversal que pasa por O son, respectivamente, 21 y 
45 mm. Si se sabe que c = 37.5 mm y la velocidad de giro del trompo con 
respecto a su eje de simetrfa es de 1 800 rpm, determine las dos posibles 
velocidades de precesion estable correspondientes a 6 = 30°. 

18.112 El trompo que se muestra en la figura se apoya en el punto fijo 
O y sus momentos de inertia con respecto a su eje de simetrfa y con respec¬ 
to a un eje transversal que pasa por O se denotan, respectivamente, por I e 
7'. a) Muestre que la condition para la precesion estable del trompo es 

(. I(o z — I'<f> cos 6)<j) = Wc 

donde <f> es la razon de precesion y a>- es la componente rectangular de la 
velocidad angular a lo largo del eje de simetrfa del trompo. b) Demuestre 
que si la razon de giro <p del trompo es muy grande comparada con su razon 
de precesion <p , la condition para precesion estable es o ~ Wc. c ) De¬ 
termine el error porcentual que se presenta cuando se usa la ultima relation 
para aproximar la mas baja de las dos razones de precesion obtenidas para 
el trompo del problema 18.111. 


cb 




Figura PI 8.109 y PI8.110 



Figura PI 8.111 y PI8.112 
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18.113 Un cubo solido de lado c = 80 mm se conecta como se mues- 
dimensiones ni ^ • 

tra a la cuerda AB. Se observa que el cubo gira a la razon ip = 40 alrede- 

dor de su diagonal BC y precede a la razon constante (f> = 5 rad/s alrede- 

dor del eje vertical AD. Si (3 = 30°, determine el angulo 9 que forma la 

diagonal BC con la vertical. ( Sugerencia : El momenta de inercia de un cubo 

alrededor de un eje a traves de su centro es independiente de la orientation 

de ese eje.) 

Un cubo solido de lado c = 120 mm se conecta en la forma 
mostrada a una cuerda AB de 240 mm de longitud. El cubo gira alrededor 
de su diagonal BC y precede alrededor del eje vertical AD. Si 9 = 25° y 
13 = 40°, determine a) la velocidad de giro del cubo, b) su velocidad de pre¬ 
cesion. (Vea la sugerencia del problema 18.113.) 




S 

Figura P18.117 



18.115 Una esfera solida de radio c = 3 in. se conecta en la forma 
mostrada a la cuerda AB. Se observa que la esfera precede a la razon cons¬ 
tante <j> = 6 rad/s alrededor del eje vertical AD. Si (3 = 40°, determine el 
angulo 9 que forma el diametro BC con la vertical cuando la esfera a) no 
gira, b) gira alrededor de su diametro BC a la razon ip = 50 rad/s, c) gira 
alrededor de BC a la razon ip = — 50 rad/s. 

18.116 Una esfera solida de radio c = 3 in. se conecta en la forma 
mostrada a una cuerda AB de 15 in. de longitud. La esfera gira alrededor de 
su diametro BC y precede alrededor del eje vertical AD. Si 9 = 20° y /3 = 
35°, determine a) la velocidad de giro de la esfera, b) su velocidad de pre¬ 
cesion. 

18.117 Si la Tierra fuera una esfera, la atraccion gravitacional del 
Sol, la Luna y los planetas siempre serfa equivalente a una sola fuerza R 
que actua en el centro de masa de nuestro planeta. En realidad la Tierra 
es un esferoide achatado y el sistema gravitacional que actua sobre ella es 
equivalente a una fuerza R y un par M. Si se sabe que el efecto del par 
M es causar que el eje terrestre preceda alrededor del eje GA a una ve¬ 
locidad de una revolution en 25 800 anos, determine la magnitud prome- 
dio del par M aplicado a la Tierra. Suponga que su densidad promedio es 
de 5.51 g/cm 3 , que el radio promedio terrestre es de 6 370 km, y que 7 = 
§ mr 2 . ( Nota : Esta precesion forzada se conoce como la precesion de los 
equinoccios y no debe confundirse con la precesion libre que se analiza en 
el problema 18.123.) 





18.118 Un registro fotografico de alta velocidad muestra que cierto 
proyectil se lanzo con una velocidad horizontal v de 600 m/s y con su eje de 
simetrfa formando un angulo /3 = 3° con la horizontal. La razon de giro i [i 
del proyectil fue de 6 000 rpm y el arrastre atmosferico resulta equivalente 
a una fuerza D de 120 N que actuaba en el centra de presion C P , ubicado a 
una distancia c = 150 mm de G. a) Si se sabe que el proyectil tiene una masa 
de 20 kg y un radio de giro de 50 mm con respecto a su eje de simetrfa, de¬ 
termine su razon aproximada de precesion estable. b) Si se sabe ademas que 
el radio de giro del proyectil con respecto al eje transversal que pasa por G 
es de 200 mm, determine los valores exactos de las dos posibles razones de 
velocidades de precesion. 


Problemas 



Demuestre que para un cuerpo con simetrfa respecto a un eje 
y que no esta sujeto a ninguna fuerza, las razones de precesion y giro pueden 
expresarse, respectivamente, corno 


y 


'A 


H g cos 0(1' - I) 
II' 


donde H G es el valor constante de la cantidad de movimiento angular del 
cuerpo. 

18.120 a) Demuestre que para un cuerpo con simetrfa respecto a un 
eje y no sometido a ninguna fuerza, la velocidad de precesion puede expre¬ 
sarse como 

Ito 2 

^ = I' cos 8 

donde <n 2 es la componente rectangular de w a lo largo del eje de simetrfa 
del cuerpo. b) Utilice este resultado para verificar que la condition (18.44) 
para precesion estable se satisface en el caso de un cuerpo con simetrfa 
respecto a un eje y no sujeto a ninguna fuerza. 

Demuestre que el vector de velocidad angular io de un cuerpo 
simetrico con respecto a un eje, que no esta sometido a una fuerza es visto 
desde el cuerpo mismo, que gira alrededor del eje de simetrfa a la razon 
constante 

(/' - I) 

n = — j ,— w 2 

donde co 2 es la componente rectangular oj a lo largo del eje de simetrfa del 
cuerpo. 

18.122 Para un cuerpo con simetrfa respecto a un eje que no esta 
sometido a ninguna fuerza, demuestre a) que la razon de la precesion 
retrograda nunca puede ser menor que el doble de la razon de giro del cuerpo 
respecto a su eje de simetrfa, b) que en la figura 18.24 el eje de simetrfa del 
cuerpo nunca puede estar dentro del cono espacial. 

18.123 Utilizando la relation dada en el problema 18.121, determine 
el periodo de precesion del polo norte de la Tierra alrededor de su eje de 
simetrfa. La Tierra puede aproximarse mediante un asteroide achatado de 
momenta de inertia axial 1 y un momenta de inertia transversal I' = 0.99671/. 
(.Nota : Las observaciones reales muestran un periodo de precesion del polo 
norte de aproximadamente 432.5 dfas solares rnedios, la diferencia entre los 
periodos observados y calculados se debe al hecho de que la Tierra no es un 
cuerpo perfectamente rfgido. La precesion libre que se considera aquf no 
debe confundirse con la precesion mucho mas lenta de los equinoccios, que 
es una precesion forzada. Yea el problema 18.117.) 
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1198 El vector de velocidad angular de una pelota de futbol ame- 

ncano que acaba de patearse esta en posicion horizontal y su eje de simetna 
OC se orienta en la forma mostrada. Si la magnitud de la velocidad angular 
es de 200 rpm y el cociente entre los momentos de inercia axial y transver¬ 
sal es l/V = g, determine a) la orientation del eje de precesion OA, b) las 
velocidades de precesion y de giro. 



Figura PI 8.125 



Figura PI8.127 



Figura PI8.124 


Un satelite de 2 500 kg rnide 2.4 m de altura y tiene bases octa- 
gonales de 1.2 m de lado. Los ejes de coordenadas mostrados son los prin- 
cipales ejes centroidales de inercia del satelite y sus radios de giro son k x = 
k z = 0.90 myky = 0.98 m. El satelite esta equipado con un propulsor prin¬ 
cipal E de 500 N y cuatro propulsores A, B, C y D de 20 N, los cuales pueden 
expeler combustible en la direction y positiva. El satelite esta girando a 36 
rev/h alrededor de su eje de simetna Gy, que mantiene una direction fija en 
el espacio, cuando los propulsores Ay B se activan durante 2 s. Determine 
a) el eje de precesion del satelite, b) su velocidad de precesion, c) su veloci¬ 
dad de giro. 

Retome el problema 18.125, y ahora suponga que los propul¬ 
sores Ay D (en vez de Ay B) se activan durante 2 s. 

18.127 Un satelite geoestacionario de 800 lb gira con una velocidad 
angular w 0 = (1.5 rad/s )j cuando es golpeado en B por un meteorito de 6 
oz. que viaja con una velocidad relativa al satelite de v 0 = — (1 600 ft/s)i + 
(1 300 ft/s)j + (4 000 ft/s)k. Si se sabe que b = 20 in. y que los radios de 
giro del satelite son k x = k z = 28.8 in. y k y = 32.4 in., determine el eje de 
precesion y las velocidades de precesion y giro del satelite despues del im- 
pacto. 

18.128 Retome el problema 18.127, ahora suponga que el meteorito 
golpea al satelite en A en vez de en B. 

18.129 Una moneda se lanza al aire. Se observa que gira a la veloci¬ 
dad de 600 rpm alrededor de un eje GC perpendicular a la moneda y que 
precede alrededor de la direction vertical GD. Si se sabe que GC forma un 
angulo de 15° con GD, determine a) el angulo que la velocidad angular oj 
de la moneda forma con GD, b) la velocidad de precesion de la moneda 
alrededor de GD. 



Figura PI 8.129 



































18.130 Encuentre la solucion el problema resuelto 18.6, si se supone Probiemas 1199 

que el meteorito golpea al satelite en C con una velocidad v 0 = (2 000 

m/s)i. 

18.131 Un disco homogeneo de masa m se conecta enAyB al ex- 
tremo en forma de horquilla de una flecha de masa insignificante que se 
sostiene mediante un cojinete en C. El disco gira libremente alrededor de 
su diametro horizontal AB y la flecha tiene la libertad de rotar alrededor 
del eje vertical que pasa por C. Al inicio el disco yace en el piano vertical 
(0 O = 90°) y la flecha tiene una velocidad angular <f> — 8 rad/s. Si el disco 
se perturba ligeramente, determine para el movimiento subsecuente a) el 
valor minimo de <f>, b) el valor maximo de 6. 



18.132 Una varilla delgada homogenea AB de masa rn y longitud L 
puede girar libremente alrededor de un eje horizontal que pasa por su 
centro de masa G. El eje se sostiene mediante un bastidor de masa 
despreciable que puede girar libremente alrededor de la vertical CD. 
Si en un inicio 9 = 9 0 , 6 = 0 y cf) = <j\, muestre que la varilla oscilara alre¬ 
dedor del eje horizontal y determine a) el rango de valores del angulo 6 
durante este movimiento, b) el valor maximo de 9, c ) el valor minimo 
de <(>. 


dy 




B 


0 A 


e 


Figura PI 8.132 


18.133 Una placa rectangular homogenea de masa m y lados c y 2c 
se sostiene en los puntos Ay B mediante una flecha terminada en horquilla 
de masa despreciable que a su vez esta soportada por un cojinete en C. 
La placa tiene la libertad de girar alrededor de AB, y el marco gira libre¬ 
mente alrededor de un eje horizontal que pasa por C. Si, al inicio, 9 0 = 
30°, 0 () = 0 y (j )(, = 6 rad/s, determine para el movimiento subsecuente a) 
el intervalo de valores de 9, b) el valor minimo de <p, c) el valor maximo 
de 9. 

Una placa rectangular homogenea de masa m y lados c y 2c 
se sostiene en los puntos Ay B mediante una flecha terminada en horquilla 
de masa despreciable que a su vez esta soportada por un cojinete en C. 
La placa tiene la libertad de girar alrededor de AB, y el marco gira libre¬ 
mente alrededor de un eje horizontal que pasa por C. Al inicio la placa 
yace en el piano de la horquilla ( 9 0 = 0) y la flecha tiene una velocidad 
angular <^, = 6 rad/s. Si la placa se perturba ligeramente, determine para 
el movimiento subsecuente a) el valor minimo de <fi, b) el valor maximo 
de 9. 
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18.135 Un disco homogeneo de 180 mm de radio se suelda a una barra 
AG de 360 mm de longitud y masa despreciable que se conecta mediante 
una horquilla a una flecha vertical AB. La barra y el disco pueden girar con 
libertad alrededor de un eje horizontal AC, y la flecha AB tiene la posibili- 
dad de rotar libremente en torno al eje vertical. En un principio, la barra AG 
esta en posicion horizontal (0 O = 90°) y no tiene velocidad angular respec- 
to a AC. Si se sabe que el valor maximo <p m de la velocidad angular de la 
flecha AB en el movimiento subsecuente es el doble del valor initial </>q, 
determine a) el valor miniino de 9, b) la velocidad angular initial 4> 0 de la 
flecha AB. 

18.136 Un disco homogeneo de 180 mm de radio se suelda a una barra 
AG de 360 mm de longitud y masa despreciable que se conecta mediante 
una horquilla a una flecha vertical AB. La barra y el disco pueden girar con 
libertad alrededor de un eje horizontal AC, y la flecha AB tiene la posibili- 
dad de rotar libremente en torno al eje vertical. Al initio la barra AC esta en 
posicion horizontal (0 O = 90°) y no tiene velocidad angular respecto a AC. 
Si el valor mas pequeno de 6 en el movimiento subsecuente es de 30°, de¬ 
termine a) la velocidad angular initial de la flecha AB, b ) su velocidad an¬ 
gular maxima. 


* 18.137 Un disco homogeneo de 180 mm de radio se suelda a una 
barra AG de 360 mm de longitud y de masa insignificante que se soporta 
mediante una articulation de rotula en A. El disco se suelta con una razon 
de giro = 50 rad/s, con velocidades de precesion y nutation cero y con 
la barra AG horizontal (0 O = 90°). Determine a) el valor mas pequeno de 9 
en el movimiento subsecuente, b) las razones de precesion y de giro cuando 
el disco pasa por su posicion mas baja. 


Z, 

C_> ! 



* 18.138 Un disco homogeneo de 180 mm de radio se suelda a una 
barra AG de 360 mm de longitud y de masa insignificante que se soporta 
mediante una articulation de rotula en A. El disco se suelta con una razon 
de giro ( ff 0 , en sentido contrario al de las manecillas del reloj cuando se ve 
desde A, con velocidades de precesion y nutation cero y con la barra AG 
horizontal (0 O = 90°). Si el valor mas pequeno de 9 en el movimiento sub¬ 
secuente es de 30°, determine a) la razon de giro i// 0 del disco en la posicion 
initial, b) las razones de precesion y de giro cuando el disco pasa por su posi¬ 
tion mas baja. 
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El trompo que se muestra se sostiene en el punto fijo O. Si 
se denota con </>, 9 y ip los angulos de Euler que definen la posicion del 
trompo con respecto a un sistema de referenda fijo, considere el movimiento 
general del trompo en el cual varian todos los angulos de Euler. 

a) Si se observa que 2M Z = 0 y = 0 y se denota con I e 7', respec- 
tivamente, los momentos de inercia del trompo respecto a su eje de simetna 
y de su eje transversal que pasa por O, deduzca las dos ecuaciones diferen- 
ciales de primer orden para el movimiento 


I'<j> sen 2 9 + I(iji + 4> cos 9) cos 6 = a 
I(ijj + cf> cos 0) = 1 3 

donde a y p son constantes que dependen de las condiciones iniciales. Es- 
tas ecuaciones expresan que la cantidad de movimiento angular del trom¬ 
po se conserva con respecto tanto del eje Z como del z, esto es, que la 
componente rectangular de H 0 a lo largo de cada uno de estos ejes es cons- 
tante. 

b) Utilice las ecuaciones (1) y (2) para demostrar que la componente 
rectangular u>. de la velocidad angular del trompo es constante y que la razon 
de precesion cj) depende del valor del angulo de nutacion 9. 


Problemas 



Figura P18.139 y P18.140 


*1 0 a) Mediante la aplicacion del principio de la conservation de 

la energia, deduzca una tercera ecuacion diferencial para el movimiento ge¬ 
neral del trompo del problema 18.139. 

b ) Eliminando las derivadas </> y i// de la ecuacion que se obtuvo y de 
las dos ecuaciones del problema 18.139, demuestre que la razon de nutacion 
9 se define mediante la ecuacion diferencial 9 2 =/(0), donde 


m 


77 f 2E — -y~ — 2mgc cos 9 


a — p cos 9 \ 2 
7' sen 9 j 


c) Demuestre tambien, introduciendo la variable auxiliar x = cos 9 , que 
los valores maximo y mrnimo de 9 pueden obtenerse al resolver respecto a 
x la ecuacion cubica 


B \ 1 

2 E — — — 2mgcx\(l — x 2 ) — ~p~(a — fix) 2 = 0 


18.141 Una esfera homogenea de masa m y radio a esta soldada a una 
varilla AB de masa insignificante, la cual se sostiene mediante un soporte de 
rotula en A. La esfera se suelta en la posicion p = 0 con una razon de pre¬ 
cesion <j > 0 = \/ 17g/lla sin giro o nutacion. Determine el valor maximo de 
p en el movimiento subsecuente. 

18.142 Una esfera homogenea de masa m y radio a esta soldada a una 
varilla AB de masa insignificante, la cual se sostiene mediante un soporte 
de rotula en A. La esfera se suelta en la posicion p = 0 con una razon de 
precesion <fi = <f > 0 sin giro o nutacion. Si el valor maximo de P en el 
movimiento subsecuente es de 30°, determine a) la razon de precesion <f> () 
de la esfera en su posicion initial, b) las razones de precesion y de giro 
cuando p = 30°. 
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Figura PI 8.143 



Figura PI8.144 


* 18.143 Considere un cuerpo rigido de forma arbitraria que esta fijo 
en su centra de masa O y que solo se somete a la fuerza de su peso y a la 
reaction en el apoyo O. 

a) Demuestre que la cantidad de movimiento angular H 0 del cuerpo 
alrededor del punto fijo O es constante en magnitud y direction, que la ener- 
gia cinetica T del cuerpo es constante y que la proyeccion a lo largo de H 0 de 
la velocidad angular to del cueipo es constante. 

b) Demuestre que la punta del vector to describe una curva sobre un 
piano fijo en el espacio (llamado piano invariable), el cual es perpendicular a 
H 0 y se encuentra a una distancia 2 T/H a desde O. 

c) Muestre que con respecto al sistema de referenda asociado al cuerpo 
y que coincide con sus ejes principales de inertia, la punta del vector to 
parece describir una curva sobre un elipsoide de ecuacion 

I x to x + Iijtof/ + bo)? = 2 T = constante 

El elipsoide (denominado elipsoide de Poinsot ) esta rfgidamente unido al 
cuerpo y es de la misma forma que el elipsoide de inertia, pero de tamano 
dife rente. 

Con referenda al problema 18.143, a) demuestre que el elip¬ 
soide de Poinsot es tangente al piano invariable, b) demuestre que el 
movimiento del cuerpo rigido debe ser tal que el elipsoide de Poinsot parece 
rodar sobre el piano invariable. [ Sugerencia: En el inciso a) muestre que la 
normal al elipsoide de Poinsot en la punta de to es paralela a) H 0 . Se re- 
cuerda que la direction de la normal a la superfitie de ecuacion F(x, ij, z) = 
constante en un punto P es la misma que la del gradiente de la fruition F en 
el punto P (grad F).] 

Utilizando los resultados que se obtuvieron en los problemas 
18.143 y 18.144, muestre que para un cueipo simetrico con respecto a un 
eje asociado a su centra de masa O y que no se somete a ninguna fuerza que 
no sea su peso o la reaction en O, el elipsoide de Poinsot es un elipsoide de 
revolution y los conos espacial y corporal son circulares y tangentes entre si. 
Demuestre ademas que a) los dos conos son tangentes externamente y que 
la precesion es directa, cuando I < I ', donde I eF denotan, respectivamente, 
los momentos de inertia axial y transversal del cuerpo, b) el cono espacial 
esta dentro del cono corporal, y la precesion es retrograda, cuando I > V. 


* 18.146 Con referenda a los problemas 18.143 y 18.144. 
a) Demuestre que la curva (llamada polhodo) que describe la punta del 
vector to con respecto a un sistema de referenda que coincide con los ejes 
principales de inertia de un cueipo rigido esta definida por las ecuaciones 



I x to x + + I-w? = 2 T = constante (1) 

I x to x + I fay + = H( } = constante (2) 

y que la curva puede, por tanto, obtenerse al intersecar el elipsoide de Poinsot 
con el elipsoide definido por la ecuacion ( 2 ). 

b ) Ademas, suponiendo que I x > /„ > I z , demuestre que los polhodos 
obtenidos para diversos valores de H 0 tienen las formas indicadas en la figura. 

c) Utilizando el resultado obtenido en el inciso b) demuestre que un 
cueipo rigido que no esta sometido a ninguna fuerza puede girar alrededor 
de un eje centroidal fijo si y solo si, ese eje coincide con uno de los ejes prin¬ 
cipales de inertia del cuerpo, y que el movimiento sera estable si el eje de 
rotation coincide con el eje mayor o menor de la elipsoide de Poinsot (eje 3 
o x en la figura) e inestable si coincide con el eje intermedio (eje y). 


Figura PI 8.146 





REPASO Y RESUMEN 
DEL CAPITULO 1 8 


Este capftulo se dedico al analisis cinetico de movimiento de cuer- 
pos rigidos en tres dimensiones. 

Se pudo observar primero [section 18.1] que las dos ecuacio- Ecuaciones fundamentales del movimiento 
nes fundamentales que se obtuvieron en el capftulo 14 para el mo- de un cuerpo rfgido 
vimiento de un sistema de partfculas 

2F = ma (18.1) 

2M g = H G (18.2) 

proporcionan el fundamento del analisis, justo como ocurrio en el 
capftulo 16 en el caso del movimiento piano de cuerpos rigidos. El 
calculo de la cantidad de movimiento angular H G del cuerpo y de 
su derivada H G , sin embargo, revisten ahora una importancia con¬ 
siderable. 


En la seccion 18.2 se vio que las componentes reetangulares de 
la cantidad de movimiento angular H G de un cuerpo rfgido pueden Cantidad de movimiento angular de un 

expresarse en terminos de las componentes de su velocidad angular cuerpo rfgido en tres dimensiones 

oj y de sus momentos y produetos centroidales de inercia de la ma- 
nera siguiente: 

H X ~\~l X (O x l x y(Oy l } (0 

Hy = ~ly X (O x + lytoy ~ (l8.7) 

H- = ~ l ZJ Oiy + 1-W- 

Si se usan los ejes principals de inercia Gx'y'z ', estas relaciones se 
reducen a 

H X ' = I X 'C0 X ' H ;/ ■ = ly’Ojy' H Z ’ = I Z 'U Z ' (18.10) 

Se observo que, en general, la cantidad de movimiento angular H G 
y la velocidad angular to no tienen la misma direccion (figura 18.25). 

Sin embargo, la tendran si to esta dirigida a lo largo de uno de los 
ejes principales de inercia del cuerpo. 



7 , 

Figura 18.25 
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1P04. Cinetica de cuerpos rigidos en tres , , , , ii , i 

1 -nensiones Lomo el sistema de cantidades de movimiento de las particulas 

que forman a un cuerpo rigido puede reducirse al vector mv asocia- 
do a G y al par H c (figura 18.26), se advirtio que, una vez que se 
Cantidad de movimiento angular alrededor ha determinado la cantidad de movimiento lineal mv y la cantidad 

de un punto dado de movimiento angular H c del cuerpo rigido, la cantidad de movi¬ 

miento angular H 0 del cuerpo alrededor de cualquier punto O pue¬ 
de obtenerse al escribir 


Cuerpo rigido con un punto fijo 


Principio del impulso y la cantidad 
de movimiento 


Energia cinetica de un cuerpo rigido 
en tres dimensiones 


H 0 = r X mv + H c (18.11) 

En el caso particular de un cuerpo rigido restringido a girar alre¬ 
dedor de un punto fijo O, las componentes de la cantidad de movimien¬ 
to angular H 0 del cuerpo alrededor de O se obtienen directamente de 
las componentes de su velocidad angular y de sus momentos y produc- 
tos de inertia con respecto a los ejes que pasan por O. Se escribio 

1 1 V i'.a) , I X yWy I XZ G) Z 

Hy = -I yx (o x + Iy(O y - I, JZ (0. (18.13) 

H z = —I zx a> x — I Z y(Oy + I z u> z 

El principio del impulso y la cantidad de movimiento para un 
cuerpo rigido en movimiento tridimensional [section 18.3] se expre- 
sa mediante la misma formula fundamental que se utilizo en el ca- 
pitulo 17 para un cuerpo rigido en movimiento piano, 

Cant. Mov. Sist.i + Imp. Ext. Sis. |_ >2 = Cant. Mov. Sist . 2 (17.4) 

aunque los sistemas de la cantidad de movimiento inicial y final aho- 
ra deben representarse como se indica en la figura 18.26, y es ne- 
cesario calcular H c a partir de las relaciones (18.7) o (18.10) [pro- 
blemas resueltos 18.1 y 18.2]. 

La energia cinetica de un cuerpo rigido en movimiento tridimen¬ 
sional puede dividirse en dos partes [section 18.4], una asociada con 
el movimiento de su centra de masa G y la otra con su movimiento 
con respecto a G. Utilizando los ejes centroidales principales x', y', 
z', se escribio 

T = ^mv" + ~^(I x '(o x ' + ly'Mjj' + I z 'U>~t') (18.17) 

donde v = velocidad del centra de masa 
to = velocidad angular 
m = masa del cuerpo rigido 

I x ', l y ', = momentos de inertia centroidales principales 


Y h g 



Z 

Figura 18.26 




Se noto tambien que en el caso de un cuerpo rfgido restringido a 
girar alrededor de un punto fijo O, la energia cinetica del cuerpo 
puede expresarse como 

T = + I y .e? y . + L,co%) (18.20) 

donde los ejes x',y' yz' son los ejes principales de inercia del cuer¬ 
po en O. Los resultados que se obtuvieron en la section 18.4 posi- 
bilitan extender al movimiento tridimensional de un cuerpo rfgido 
la aplicacion del principio del trabajo y la energia y del principio de 
la conservacion de la energia. 

La segunda parte del capitulo se dedico a la aplicacion de las 
ecuaciones fundamentales 

2 F = mi (18.1) 

2M g = H G (18.2) 

al movimiento de un cuerpo rfgido en tres dimensiones. Se recordo 
[seccion 18.5] que H G representa la cantidad de movimiento angular 
del cuerpo relativa al sistema de referenda centroidal GX'Y'Z' de 
orientation fija (figura 18.27) y que H G en la ecuacion (18.2) represen¬ 
ta la razon de cambio de H G con respecto a ese sistema de referen- 


Repaso y resumen del capitulo 18 
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Utilization de un sistema de referencia 
en rotation para escribir las ecuaciones 
de movimiento de un cuerpo rfgido en el 
espacio 



cia. Se vio que, cuando el cuerpo gira, sus momentos y productos de 
inercia con respecto al sistema de referencia GX'Y'Z' cambian en for¬ 
ma continua. Por lo tanto, resulta mas conveniente utilizar un siste¬ 
ma de referencia en rotation Gxyz cuando se descompone to en com- 
ponentes y se calculan los momentos y productos de inercia que se 
usaran para determinar H G de las ecuaciones (18.7) o (18.10). Sin em¬ 
bargo, puesto que H G en la ecuacion (18.2) representa la razon de 
cambio de H G con respecto al sistema de referencia GX'Y'Z' de orien¬ 
tation fija, se debe utilizar el metodo de la seccion 15.10 para deter¬ 
minar su valor. Recordando la ecuacion (15.31), se escribio 

He = (HcW + a X H g (18.22) 

donde H G = cantidad de movimiento angular del cuerpo con respec¬ 
to al sistema de referencia GX’Y'Z ' de orientation fija 
(H G ) Gx „ z = razon de cambio de H G con respecto al sistema de re¬ 
ferencia en rotation Gxyz, que se calculo de las rela- 
ciones (18.7) 

a = velocidad angular del sistema de referencia en rota- 
cion Gxyz 









1206 Cinetica de cuerpos rigidos en tres 
dimensiones 


Ecuaciones de movimiento de Euler. 

Principio de d’Alembert 


Al sustituir H G de (18.22) en (18.2), se obtiene 

2M g = (H G ) Gm/z + ft x H g (18.23) 

Si el sistema de referencia en rotacion esta realmente sujeto al cuer- 
po, su velocidad angular ft es identicamente igual a la veloeidad an¬ 
gular at del cuerpo. Sin embargo, hay muchas aplicaciones en las 
que tiene ventajas utilizar un sistema de referencia que no esta aso- 
ciado con el cuerpo, sino que gira de una manera independiente 
[problema resuelto 18.5]. 

Con ft = to en la ecuacion (18.23) utilizando los ejes principals 
y escribiendo esta ecuacion en forma escalar, se obtienen las ecuacio¬ 
nes de movimiento de Euler [section 18.6]. Un analisis de la solution 
de estas ecuaciones y de las ecuaciones escalares correspondientes a la 
ecuacion (18.1) lleva a extender el principio de d’Alembert al movi¬ 
miento tridimensional de un cuerpo rigido y a concluir que el sistema 
de fuerzas extemas que actuan sobre el cuerpo rigido no es solo equi- 
polente, sino en verdad equivalente a las fuerzas efectivas del cuerpo 
representado por el vector ma y el par H G (figura 18.28). Los proble- 
mas que implican el movimiento tridimensional de un cuerpo rigido 
pueden resolverse considerando la ecuacion de diagramas de cuerpo 
libre representada en la figura 18.28 y escribiendo ecuaciones escala- 
res apropiadas que relacionen las eomponentes o momentos de las fuer¬ 
zas extemas y las fuerzas efectivas [problemas resueltos 18.3 y 18.5]. 


Ecuacion de diagramas de cuerpo libre 


Figura 18.28 

En el caso de un cuerpo rigido restringido a girar alrededor de 
un puntofijo O, un metodo alternative de solution, que incluye los 
momentos de las fuerzas y la razon de cambio de la cantidad de mo¬ 
vimiento angular alrededor del punto O, puede utilizarse. Se escri- 
bio [section 18.7]: 

2Mo = (H o)oxyz + ft X Ho (18.28) 

donde 2M 0 = suma de momentos alrededor de O de las fuerzas 
aplieadas al cuerpo rigido 

H 0 = cantidad de movimiento angular del cuerpo con res- 
pecto al sistema de referencia fijo OXYZ 
(Ho)tw = razon de cambio de H 0 con respecto a un sistema 
de referencia en rotacion Oxyz , que se calculara de 
las relaciones (18.13) 

ft = velocidad angular del sistema de referencia en ro¬ 
tacion Oxyz 

Este planteamiento puede utilizarse para resolver ciertos problemas 
que implican la rotacion de un cuerpo rigido alrededor de un eje fi¬ 
jo [section 18.8], por ejemplo, una flecha rotatoria desbalanceada 
[problema resuelto 18.4], 
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11^1 ^ ^ i Repaso y resumen del capitulo 18 

En la ultima parte del capitulo se considero el movimiento de 

giroscopios y otros cuerpos simetricos con respecto a un eje. Al in- Movimiento de un giroscopio 
troducir los dngulos de Euler 6 y t/r para definir la position de un 
giroscopio (figura 18.29), se observo que sus derivadas 4 >, 8 y t/r re- 
presentan, respectivamente, las velocidades de precesion, nutacion 
y giro del giroscopio [seccion 18.9]. Al expresar la velocidad angu¬ 
lar to en terminos de estas derivadas, se escribio 

to = —({> sen 6 i + 6j + (ijf + 4> cos 0)k (18.35) 




donde los vectores unitarios se asocian con el sistema de referenda 
Oxyz asociado con el balancln interno del giroscopio (figura 18.30) 
y gira, en consecuencia, con la velocidad angular 

ii = —<j> sen 8 i + dj + (j) cos 8 k (18.38) 

Al denotar por I el momenta de inercia del giroscopio con respec¬ 
to a su eje de giro 3 y por I' su momenta de inercia con respecto a 
un eje transversal que pasa por O, se escribio 

H 0 = —I'(f> sen 8 i + I'd j + I(i// + <f> cos 0)k (18.36) 

Al sustituir H 0 y 11 en la ecuacion (18.28) lleva a ecuaciones dife- 
renciales que definen el movimiento del giroscopio. 


En el caso particular de la precesion estable del giroscopio [sec¬ 
cion 18.10], el angulo 0, la velocidad de precesion <j> y la velocidad 
de giro (// permanecen constantes. Se vio que un movimiento de es- 
te tipo solo es posible si los momentos de las fuerzas externas alre- 
dedor de O satisfacen la relation 

2M 0 = (Iw z - I'<j, cos 6)4> sen dj (18.44) 

esto es, si las fuerzas externas se reducen a un par de momenta igual 
al miembro del lado derecho de la ecuacion (18.44) y se aplican al- 
rededor de un eje perpendicular al eje cle precesion ij al eje de giro 
(figura 18.31). El capitulo finalizo con el analisis del movimiento de 
un cuerpo simetrico con respecto a un eje que gira y precede sin 
someterse a ninguna fuerza [seccion 18.11; problema resuelto 18.6], 


Precesion estable 



















Problemas de repaso 


y 




18.147 Un disco homogeneo de masa m = 5 kg gira a la razon cons- 
tante Wi = 8 rad/s con respecto al eje doblado ABC, el cual a su vez rota a 
la velocidad constante <w 2 = 3 rad/s alrededor del eje ij. Determine la canti- 
dad de movimiento angular H c del disco alrededor de su centra C. 

18.14 Dos brazos en forma de L, cada uno con un peso de 5 lb, se 
sueldan a los puntos que dividen en tercios a la flecha AB de 24 in. Si se sabe 
que la flecha AB gira a la razon constante co = 180 rpm, determine a) la can- 
tidad de movimiento angular H A del cuerpo alrededor de A, b) el angulo que 
forma H A con la flecha. 



18.149 Una barra uniforme de masa m y longitud 5a se dobla en la 
forma mostrada y se suspende de un alambre conectado al punto B. Si la barra 
se golpea en el punto C en la direction z negativa y se denota al impulso co- 
rrespondiente con — (F Af)k, determine inmediatamente despues del impacto 
a) la velocidad angular de la barra, b) la velocidad de su centra de masa G. 

18.150 Un disco homogeneo de radio a y masa m esta soportado por una 
articulation de rotula en el punto A gira alrededor de su diametro vertical con 
una velocidad angular constante co = &> { j cuando se introduce de manera re- 
pentina una obstruction en el punto B. Si se supone que el impacto sera per- 
fectamente plastico (e = 0), determine inmediatamente despues del impacto 
a) la velocidad angular del disco, b ) la velocidad de su centra de masa G. 


y 
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Determine la energia cinetica perdida cuando el disco del 
problema 18.150 golpea la obstruction en B. 

18.152 Cada una de las dos placas triangulares que se muestran en la 
figura tiene una masa de 5 kg y estan soldadas a una flecha vertical AB. Si 
se sabe que el ensamble gira a la velocidad constante co = 8 rad/s, determine 
las reacciones dinamicas en A y en B. 

18.153 Una pieza de lamina de acero de 2.4 kg, con dimensiones de 
160 X 640 mm se doblo para formal' el componente mostrado. El compo- 
nente esta en reposo (co = 0) cuando se le aplica un par M () = 0.8 N ■ m)k. 
Determine a) la aceleracion angular del componente, b) las reacciones 
dinamicas enAyB inmediatamente despues de que el par ha sido aplicado. 



Figura PI8.153 

Un anillo delgado de 3 in. de radio se conecta mediante un 
collarfn en el punto A a una flecha vertical que gira con una velocidad an¬ 
gular constante co. Determine a) el angulo constante /3 que forma el piano 
del anillo con la vertical cuando co = 12 rad/s, b) el valor maximo de co para 
el cual el anillo permanecera vertical (j8 = 0). 


'J 



r = 5 in. 

Figura PI8.155 


y | 

civ 




Un disco delgado de peso W = 8 lb gira con una velocidad an¬ 
gular a >2 con respecto al brazo OA, el cual a su vez rota con una velocidad 
angular co } alrededor del eje y. Determine a) el par Mj que debe aplicarse 
al brazo OA para darle una aceleracion angular = (6 rad/s 2) j con co t = 4 
rad/s, si se sabe que el disco gira a la razon constante co 2 = 12 rad/s, b) el 
sistema fuerza-par que representa la reaction dinamica en O en ese instante. 
Suponga que el brazo OA tiene una masa insignificante. 
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Cinetica de cuerpos rigidos en tres 
dimensiones 



18.1 56 Un concentrador de energia solar experimental de lentes Fres¬ 
nel puede girar alrededor del eje horizontal AB que pasa a traves de su cen¬ 
tra de masa G. Esta soportado en A y B por una estructura de acero que 
puede girar alrededor del eje vertical ij. El concentrador tiene una masa de 
30 Mg, un radio de giro de 12 m alrededor de su eje de simetrfa CD y un 
radio de giro de 10 m alrededor de cualquier eje transversal que pasa por G. 
Si las velocidades angulares y ft> 2 tienen magnitudes constantes iguales a 
0.20 rad/s y 0.25 rad/s, respectivamente, determine para la position 9 = 60° 
a) las fuerzas ejercidas sobre el concentrador en A y B, b) el par M 2 k apli- 
cado al concentrador en ese instante. 

1 8.1 57 Un disco de 2 kg y 150 mm de diametro se conecta al extremo 
de una barra AB de masa despreciable que se soporta mediante una articu¬ 
lation de rotula en el punto A. Si se observa que el disco precede alrededor 
del eje vertical en el sentido indicado y a la velocidad constante de 36 rpm, 
determine la velocidad de giro ip del disco alrededor de AB. 




Figura PI8.158 


18.158 En la figura se muestran las caracterfsticas eseneiales del giro¬ 
compas. El rotor gira a la razon ip alrededor de un eje montado en una sola 
junta universal, que puede girar libremente alrededor del eje vertical AB. El 
angulo formado por el eje del rotor y el piano del meridiano se denota con 
9, y la latitud de la position sobre la Tierra se denota con A. Se observa que 
la linea OC es paralela al eje de la Tierra y con u) e se denota la velocidad an¬ 
gular de la Tierra alrededor de su eje. 

a) Demuestre que las ecuaciones de movimiento del girocompas son 

I'd + Ico-w e cos A sen 9 — I'co 2 cos 2 A sen 9 cos 0 = 0 
Icb z = 0 


donde w_ es la componente rectangular de la velocidad angular total walo 
largo del eje del rotor, e I e I' son los momentos de inertia del rotor con res- 
pecto a su eje de simetrfa y un eje transversal que pasa por O, respectiva¬ 
mente. 

b) Si se desprecia el termino que contiene u>p, demuestre que para va- 
lores pequenos de 0, se tiene 


0 + 


Iu) z co e cos A 

T 


0 = 0 


y que el eje del girocompas oscila alrededor de la direction norte-sur. 




















Problemas de computadora 


18.Cl Un alambre de section transversal uniforme y peso por unidad 
de longitud de | oz./ft se usa para forrnar la figura de alambre que se rnues- 
tra, la cual se suspende de la cuerda AD. Se aplica un impulso FA t = (0.5 
lb • s)j a la figura de alambre en el punto E. Utilice software para calcular y 
graficar, inmediatamente despues del impacto, para valores de 0 desde 0 hasta 
180°, a) la velocidad del centra de masa de la figura de alambre, b ) la ve- 
locidad angular de la figura. 



18.C2 Una sonda de 2 500 kg en orbita alrededor de la Luna mide 2.4 
m de altura y tiene una base octagonal de lados de 1.2 m. Los ejes de coor- 
denadas que se muestran son los ejes de inercia centroidales de la sonda, y 
sus radios de giro son k x — 0.98 m, k t/ = 1.06 my k 3 = 1.02 m. La sonda 
esta equipada con un propulsor principal E de 500 N y con cuatro propul- 
sores A, B, C y D de 20 N que pueden expeler combustible en la direction 
ij positiva. La sonda tiene una velocidad angular cj = (o x i + to-k cuando se 
usan dos de los propulsores de 20 N para reducir la velocidad angular a cero. 
Use software a fin de determinar, para eualquier par de valores de co x y co- 
menor o igual que 0.06 rad/s, cuales de los propulsores deben utilizarse y por 
cuanto tiempo deben activarse. Aplique este programa con el supuesto de 
que co es a) la velocidad angular dada en el problema 18.33, b) la velocidad 
angular dada en el problema 18.34, c) to = (0.06 rad/s)i + (0.02 rad/s)k, 
d) to = (0.06 rad/s)i — (0.02 rad/s)k. 



Figura P18.C2 
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Cinetica de cuerpos rigidos en tres 
dimensiones 


18.C3 UnparMo = (0.03 lb • ft)i se aplica a un ensamble compuesto 
de piezas de hoja de aluminio de espesor uniforme y 2.7 lb de peso total, las 
cuales se sueldan a un eje ligero soportado por los cojinetes en Ay B. Use 
software para determinar las reacciones dinamicas ejercidas por los cojinetes 
sobre el eje en cualquier tiempo t despues que se ha aplicado el par. Des- 
componga estas reacciones en componentes dirigidas a lo largo de los ejes y 
y z que giran con el ensamble. a) Calcule y grafique las componentes de las 
reacciones desde t = 0 hasta t — 2 s con intervalos de 0.1 s. b) Determine 
el tiempo en el cual las componentes 2 de las reacciones en A y B son iguales 
a cero. 



Un disco homogeneo de 2.5 kg de 80 mm de radio puede gi- 
rar con respecto al brazo ABC, el cual esta soldado a la flecha DCE sopor- 
tada mediante los cojinetes en D y E. Tanto el brazo como la flecha tienen 
rnasa insignificante. En el tiempo t = 0 se aplica un par M 0 = (0.5 N ■ m)k 
a la flecha DCE. Si se sabe que en t = 0 la velocidad angular del disco es 
fe»i = (60 rad/s)j y esa friction en el cojinete en A ocasiona que la magnitud 
de w 1 disminuya a razon de 15 rad/s 2 , determine las reacciones dinamicas 
ejercidas sobre la flecha por los cojinetes en D y E en cualquier tiempo t. 
Descomponga estas reacciones en componentes dirigidas a lo largo de los 
ejes x y y que giran con la flecha. Utilice software a) para calcular y graficar 
las componentes de las reacciones desde t = 0 hasta t = 4 s, b) para deter¬ 
minar los tiempos 1 1 y f 2 en los cuales las componentes x y y de las reac¬ 
ciones en E son, respectivamente, iguales a cero. 



Figura P18.C4 


150 mm 
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18.C5 Un disco homogeneo de 180 mm de radio se suelda a una barra 
AG de 360 mm de longitud y de masa insignificante que se conecta median- 
te una horquiUa a un eje vertical AB. La barra y el disco pueden girar con 
libertad alrededor de un eje horizontal AC, y la flecha AB gira libremente 
alrededor de un eje vertical. En un principio la barra AG forma un angulo 
dado 0 O con la vertical descendente y su velocidad angular 0 O alrededor de 
AC es cero. A la flecha AB se le imprime despues una velocidad angular <f> 0 
alrededor de la vertical. Emplee software a) para calcular el valor mmimo 6 m 
del angulo 9 en el movimiento subsecuente y el periodo de oscilacion en 9, 
es decir, el tiempo requerido para que 9 recupere su valor inicial 9 0 , b) para 
calcular y graficar la velocidad angular <p de la flecha AB para valores de 0 
desde 0 O hasta 0 m . Aplique este software con las condiciones iniciales i) 0 O 
= 90°, <}>o = 5 rad/s, ii) 0 O = 90°, (f> 0 = 10 rad/s. Hi) 9 0 = 60°, <j} 0 = 5 rad/s. [S;/- 
g erencia: Utilice el principio de la conservation de la energfa y el hecho de 
que la cantidad de momenta angular del cuerpo respecto a la vertical que 
pasa por A se conservan para obtener una ecuacion de la forma 0 2 =/(0). 
Esta ecuacion puede integrarse mediante un metodo numerico.] 

18.C6 Un disco homogeneo de 180 mm de radio se suelda a una barra 
AG de 360 mm de longitud y de masa insignificante que se sostiene me¬ 
diante una junta de rotula en A. El disco se suelta en la position 0 = 9 0 , con 
una razon de giro i j/ 0 , una razon de precesion <j> 0 y una razon de nutation 
nula. Utilice software a) para calcular el valor mmimo 9 m del angulo 9 en el 
movimiento subsecuente y el periodo de oscilacion en 9 es decir, el tiempo 
que se requiere para que 9 vuelva a su valor inicial 0 () , b) para calcular y 
graficar la razon de giro i ji y la razon de precesion <j> para valores de 9 desde 
0 O hasta 9 m usando decrementos de 2°. Aplique este software con las condi¬ 
ciones iniciales i) d 0 = 90°, i// (l = 50 rad/s, <p Q = 0, ii) 9 0 = 90°, i// 0 = 0, c f> 0 = 
5 rad/s, in) 9 0 = 90°, i/f 0 = 50 rad/s, <f>o = 5 rad/s, iv) 9 0 = 90°, t ]t 0 — 10 rad/s, 
<j> 0 = 5 rad/s, v) 0 O = 60°, ip 0 = 50 rad/s, <fi 0 = 5 rad/s. [Sugerencia: Utilice el 
principio de la conservation de la energfa y el hecho de que la cantidad de 
momenta angular del cuerpo se conserva con respecto tanto al eje Z como 
al eje « para obtener una ecuacion de la forma 9 2 =f(9). Esta ecuacion puede 
integrarse mediante un metodo numerico.] 


Problemas de computadora 
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Figura P18.C6 




El amortiguador de viento dentro del 
Taipei 101 da proteccion contra tifones 
y terremotos al reducir los efectos 
del viento y las vibraciones sobre el 
edificio. Los sistemas mecanicos pueden 
experimentar vibraciones libres o pueden 
estar sometidos a vibraciones forzadas. 
Las vibraciones son amortiguadas cuando 
se presentan fuerzas de friccion y no 
amortiguadas en cualquier otro caso. Este 
capitulo es una introduccion a muchos 
conceptos fundamentales en el analisis de 
vibraciones. 
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Una vibration mecanica es el movimiento de una partfcula o cuerpo 
que oscila alrededor de una position de equilibrio. La mayorfa de las 
vibraciones en maquinas y estructuras son indeseables debido al au- 
mento de los esfuerzos y a las perdidas de energia que las acompanan. 
Por lo tanto, es necesario eliminarlas o reducirlas en el mayor grado 
posible mediante un diserio apropiado. El analisis de vibraciones se ha 
vuelto cada vez mas importante en los ultimos ahos debido a la ten- 
dencia actual para producir maquinas de mas alta velocidad y estruc¬ 
turas mas ligeras. Hay razones para esperar que esta tendencia conti- 
nuara y que una incluso mayor necesidad de analisis de vibraciones se 
generara en el future. 

El analisis de vibraciones es un tema muy amplio al cual se han 
dedicado textos completes. En consecuencia, este estudio se limitara a 
los tipos mas simples de vibraciones, a saber, las vibraciones de un cuer¬ 
po o un sistema de cuerpos con un grado de libertad. 

Una vibration mecanica se produce por lo general cuando un sis¬ 
tema se desplaza de una position de equilibrio estable. El sistema tien- 
de a retornar a su position bajo la action de fuerzas restauradoras (ya 
sea fuerzas elasticas, como en el caso de una masa unida a un resorte, 
o fuerzas gravitacionales, como en el caso de un pendulo). Pero el sis¬ 
tema por lo general alcanza su position original con cierta velocidad 
adquirida que lo lleva mas alia de esa position. Puesto que el proceso 
puede repetirse de manera indefinida, el sistema se mantiene movien- 
dose de un lado a otro de su position de equilibrio. El intervalo de 
tiempo requerido para que el sistema realice un ciclo de movimiento 
complete recibe el nombre de periodo de la vibration. El numero de 
ciclos por unidad de tiempo define la frecuencia y el desplazamiento 
maximo del sistema a partir de su position de equilibrio se conoce co¬ 
mo amplitud de la vibration. 

Cuando el movimiento se mantiene unicamente por medio de fuer¬ 
zas restauradoras, se dice que la friction es una vibration libre (seccio- 
nes 19.2 a 19.6). Cuando se aplica una fuerza periodica al sistema, el mo¬ 
vimiento resultante se describe como una vibration forzada (section 
19.7). Cuando es posible ignorar los efectos de la friction se afirma que 
las vibraciones son no amortiguadas. Sin embargo, todas las vibraciones 
son en realidad amortiguadas hasta cierto grado. Si una vibration libre 
solo se amortigua de manera ligera, su amplitud decrece de manera len- 
ta hasta que, despues de cierto tiempo, el movimiento se interrumpe. 
Pero si el amortiguamiento es suficientemente largo para evitar cualquier 
vibration verdadera, en ese caso el sistema recupera lentamente su po¬ 
sition original (section 19.8). Una vibration forzada amortiguada se man¬ 
tiene siempre y cuando se aplique la fuerza periodica que la produce. 
Sin embargo, la amplitud de la vibration se ve afectada por la magnitud 
de las fuerzas de amortiguamiento (section 19.9). 


VIBRACIONES SIN AMORTIGUAMIENTO 


19.2. VIBRACIONES LIBRES DE PARTICULAS. 

MOVIMIENTO ARMONICO SIMPLE 

Considere un cuerpo de masa m unido a un resorte de constante k (fi¬ 
gure 19.1 a). Puesto que en el tiempo presente se considere solo el mo¬ 
vimiento de su centre de masa, a este cuerpo se le considerara como 
una partfcula. Cuando la partfcula esta en equilibrio estatico, las fuer- 
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zas que aetuan sobre ella son su peso W y la fuerza T ejercida por el 
resorte, de magnitud T = bS est4tica , donde S est4tica denota la elongation 
del resorte. Por lo tanto, se tiene, 
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W k8 es t^tica 

Supongase ahora que la particula se desplaza a una distancia x m desde su 
position de equilibrio y se suelta sin velocidad inicial. Si x m se ha elegido 
mas pequena que S est4tica , la particula se movera hacia un lado y otro de 
su position de equilibrio; se ha generado una vibracion de amplitud x m . 
Advierta que la vibration tambien puede producirse impartiendo cierta 
velocidad inicial a la particula cuando esta se encuentra en la position de 
equilibrio x = 0 o, de manera mas general, al iniciar el movimiento de la 
particula desde una position dada x = x 0 con una velocidad inicial v 0 . 

Para analizar la vibracion, se considerara la particula en una position 
P en algun tiempo arbitrario t (figura 19.1b). Denotando por x el despla- 
zamiento OP medido desde la posicion de equilibrio O (positivo hacia 
abajo), se nota que las fuerzas que aetuan sobre la particula son su peso 
W y la fuerza T ejercida por el resorte que, en esta posicion, tiene una 
magnitud T = fc(S est4tica + x). Como W = k8 estmca se encuentra que la 
magnitud de la resultante F de las dos fuerzas (positiva hacia abajo) es 

F = W~ fc(S est4tica + x) = -kx (19.1) 

De tal modo la resultante de las fuerzas ejercidas sobre la particula es 
proportional al desplazamiento OP medido desde la posicion de equi¬ 
librio. Recordando la convention de signos, se advierte que F esta di- 
rigida siempre hacia la posicion de equilibrio O. Sustituyendo F en la 
ecuacion fundamental F = ma y recordando que a es la segunda deri- 
vada x de x con respecto a t, se escribe 

nix + kx = 0 (19.2) 




Hay que observar que debe usarse la misma convention de signos para 
la aceleracion x y para el desplazamiento x, a saber, positivo hacia abajo. 

El movimiento definido por la ecuacion (19.2) recibe el nombre 
de movimiento armonico simple. Este se caracteriza por el hecho de 
que la aceleracion es proportional al desplazamiento y de direction 
op uesta . Se puede veri ficar que cada una de las funciones Xj = sen 
(Vfc/m t) y x 2 = cos (Vfc/m t) satisface la ecuacion (19.2). Por lo tan¬ 
to, estas funciones constituyen dos soluciones particulares de la ecua¬ 
cion diferencial (19.2). La solution general de la ecuacion 19.2 se ob- 
tiene al multiplicar cada una de las soluciones particulares por una 
constante arbitraria y sumando. De tal manera, la solution general se 
expresa como 



+ 

b) 

Figura 19.1 


w 


' < 


ma = mx 


x = CiXj + C 2 X 2 = Ci sen 



+ C 2 cos 



(19.3) 


Observe que x es una funcion periodica del tiempo t y que, por lo tanto, 
representa una vibracion de la particula P. El coeficiente de t en la ex- 
presion obtenida se conoce como la frecuentia circular natural de la vi¬ 
bration y se denota por a>„. Se tiene 


Frecuentia circular natural = w n 



(19.4) 
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Al sustituir vk/rn en la ecuacion (19.3), se escribe 
x = Ci sen w n t + C 2 cos &),/ 
Esta es la solution general de la ecuacion diferencial 


(19.5) 


% + wl x = 0 (19.6) 

que puede obtenerse de la ecuacion (19.2) al dividir ambos terminos en- 
tre m y al observar que k/m = cof,. Al diferenciar dos veces ambos miem- 
bros de la ecuacion (19.5) con respecto a t, se obtienen las siguientes ex- 
presiones para la velocidad y la aceleracion en el tiempo t: 

v = x = C | oj„ cos (o n t — C 2 ft)„ sen co n t (19.7) 

a = x = — Cicof, sen co n t — C 2 eof, cos ft),/ (19.8) 

Los valores de las constantes C | y C 2 dependen de las condiciones 
middles del movimiento. Por ejemplo, se tiene C 1 = 0 si la particula 
se desplaza desde su position de equilibrio y se suelta en t = 0 sin nin- 
guna velocidad inicial, y C 2 = 0 si la particula empieza desde O en 
t = 0 con cierta velocidad inicial. En general, al sustituir t = 0 y los 
valores iniciales x 0 y v Q del desplazamiento y la velocidad en las ecua- 
ciones (19.5) y (19.7), se halla que C 2 = vJo) n y C 2 = x 0 . 

Las expresiones obtenidas para el desplazamiento, la velocidad y 
la aceleracion de una particula pueden escribirse en una forma mas 
compacta si se observa que la ecuacion (19.5) expresa que el desplaza¬ 
miento x = OP es la suma de las componentes de dos vectores C| y 
C 2 , respectivamente, de magnitud Ci y C 2 , dirigidos como se muestra 
en la figura 19.2 a. Cuando t varia, ambos vectores giran en el sentido 
de las m anec illas del reloj; tambien se nota que la magnitud de su re- 
sultante OQ es igual al desplazamiento maximo x m . El movimiento ar- 
monico simple de P a lo largo del eje x puede obtenerse de esta ma- 
nera proyectando sobre este eje el movimiento de un punto () que 
describe un circulo auxiliar de radio x m con una velocidad angular cons- 
tante w n (lo cual explica el nombre de frecuencia circular natur al d a- 
do a ft)„). Al denotar por </> el angulo formado por los vectores OQ y 
Ci, se escribe 

OP = OQ sen ( w n t + 4>) (19.9) 

que conduce a nuevas expresiones para el desplazamiento, la velocidad 
y la aceleracion de P: 


x = x m sen (ft) n t + <f>) (19.10) 

v = x = x m co n cos (ft)„t + 4>) (19.11) 

a = x = —x m G>n sen (ft),/ + (f >) (19.12) 

La curva desplazamiento-tiempo se representa por medio de una cur- 
va senoidal (figura 19.2Z?); el valor maximo x m del desplazamiento se 
denomina la amplitud de la vibration, y el angulo $ que define la po¬ 
sition inicial de Q en el circulo se llama angulo de fuse. En la figura 
19.2 se advirtio que un circulo complete se describe cuando el angulo 
ft),/ aumenta en 2-77 rad. El valor correspondiente de t, denotado por 
t„, se llama el periodo de la vibration libre y se mide en segundos. Se 
tiene 
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a) b) 


Figura 19.2 


Periodo = T n 


2tt 

CO fl 


(19.13) 


El numero de ciclos descritos por unidad de tiempo se denota median- 
te/„ y se conoce como frecuencia natural de la vibration. Se escribe 

1 

Frecuencia natural =f n = ~ = ^ (19.14) 


La unidad de frecuencia es una frecuencia de 1 ciclo por segundo, co- 
rrespondiendo a un periodo de 1 s. En terminos de unidades funda- 
mentales la unidad de frecuencia es consecuentemente 1/s o s -1 . Se 
denomina hertz (Hz) en el SI de unidades. Tambien se concluye de la 
ecuacion (19.14) que una frecuencia de 1 s -1 o 1 Hz corresponde a 
una frecuencia circular de rad/s. En problemas que implican velo- 
cidades angulares expresadas en revoluciones por minuto (rpm), se tie- 
ne que 1 rpm = ^ s _1 = yyy Hz, o 1 rpm = (277-/60) rad/s. 

Al recordar que o>„ se definio en (19.4) en terminos de la constan- 
te k del resorte y de la rnasa m de la particula, se observa que el perio¬ 
do y la frecuencia son independientes de las condieiones iniciales y de 
la amplitud de la vibration. Hay que observar que r„ y f n dependen 
de la masa y no del peso de la particula y, por ello, son independientes 
del valor de g. 

Las curvas veloeidad-tiempo y aceleracion-tiempo pueden represen- 
tarse mediante curvas senoidales del mismo periodo que la curva despla- 
zamiento-tiempo, pero con angulos de fase diferentes. De las ecuaciones 
(19.11) y (19.12), se nota que los valores maximos de las magnitudes de 
la veloeidad y la aceleracion son 

Vm = x m w n a m = x m u>l (19.15) 

Puesto que el punto Q describe al tirculo auxiliar, de radio x m a la ve- 
locidad angular constante w,„ su veloeidad y aceleracion son iguales, 
respectivamente, a las expresiones (19.15). Si se recuerdan las ecuacio¬ 
nes (19.11) y (19.12), se halla, por tanto, que la veloeidad y la acelera¬ 
cion de P pueden obtenerse en cualquier instante proyeetando sobre 
el eje x vectores de magnitudes v m = x m a) n y a m = x„,w/ que represen- 
tan, respectivamente, la veloeidad y la aceleracion de () en el mismo 
instante (figura 19.3). 



Figura 19.3 


e o 
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Figura 19.4 


Los resultados que se obtienen no se limitan a la solution del pro- 
blema de una masa o unidad para un resorte. Es posible utilizarlos pa¬ 
ra analizar el movimiento rectilmeo de una partfcula cacla vez que la 
resultante F de las fuerzas que actuan sobre una particula es propor- 
cional al desplazamiento x ij esta dirigida hacia O. La ecuacion funda¬ 
mental de movimiento F = ma puede escribirse entonces en la forma 
de la ecuacion (19.6), que es caracteristica de un movimiento armoni- 
co simple. Al observar que el coeficiente de x debe ser igual a wf„ es 
posible determinar con facilidad la frecuencia circular natural oj„ del 
movimiento. Sustituyendo el valor que se obtuvo para en las ecua- 
ciones (19.13) y (19.14), se obtiene entonces el periodo t„ y la frecuen¬ 
cia natural/,, del movimiento. 


19.3. PENDULO SIMPLE (SOLUCION APROXIMADA) 

La mayor parte de las vibraciones eneontradas en aplicaciones de in- 
genierfa se representan mediante un movimiento armonico simple. Mu¬ 
chas otras, aunque de un tipo diferente, se aproximan por medio de 
un movimiento armonico simple, siempre que su amplitud permanez- 
ca pequena. Considere, por ejemplo, un pendulo simple, consistente 
en una plomada de masa m unida a una cuerda de longitud l, que tie- 
ne la posibilidad de oscilar en un piano vertical (figura 19.4a). En un 
tiempo dado t, la cuerda forma un angulo 6 con la vertical. Las fuer¬ 
zas que actuan sobre la plomada son su peso W y la fuerza T ejercida 
por la cuerda (figura 19.4b). Al descompensar el vector ma de las com- 
ponentes tangential y normal, con ma, dirigida hacia la derecha, esto 
es, en la direction que corresponde a valores crecientes de 9, y obser¬ 
var que a t = la = 16, se escribe 

2F f = ma t : ~W sen 0 = mid 

Si se observa que W = mg y se divide entre ml, se obtiene 

g 

0 + J sen 0 = 0 (19.16) 

Para oscilaciones de amplitud pequena, puede sustituirse sen 6 por 0, 
expresado en radianes, y escribirse 

0 + J 9 = 0 (19.17) 


La comparacion con la ecuacion (19.6) muestra que la ecuacion dife- 
rencial (19.17) es la de un movimiento armonico simple con una fre¬ 
cuencia circular natural w n igual a (g/Z) 1/3 . La solution general de la 
ecuacion (19.17) puede, por consiguiente, expresarse como 

0 = 0 m sen (w n t + 4>) 

donde 6 m es la amplitud de las oscilaciones y / es el angulo de paso. 
Al sustituir en la ecuacion (19.13) el valor obtenido por w,„ se obtiene 
la siguiente expresion por el periodo de las oscilaciones pequerias de 
un pendulo de longitud l: 



t, 


(19.18) 





*19.4. PENDULO SIMPLE (SOLUCION EXACTA) 

La formula (19.18) es solo aproximada. Para obtener una expresion 
exaeta relativa al periodo de las oscilaciones de un pendulo simple, se 
debe volver a la ecuacion (19.16). Multiplicando ambos terminos por 
20 e integrando desde una position inicial correspondiente a la maxi¬ 
ma desviacion, esto es, 0 = 0 m y 6 = 0, se escribe 

eld \2 2g 

dt J = l ( cos 6 ~ cos d m) 


Si se sustituye cos 0 por 1—2 sen 2 (0/2) y cos 0 m por una expresion 
similar, resolviendo para dt, y se integra sobre un cuarto de periodo 
desde t = 0, 0 = 0 hasta t = t,J 4, 0 = 0 tn , se tiene 


2 /T f 0 "' de 

V g Jo Vsen 2 (0 m /2) — sen 2 (0/2 


La integral en el miembro del lado derecho se conoce como una inte¬ 
gral eliptica; esta no puede expresarse en terminos de las funciones al- 
gebraicas o trigonometricas usuales. Sin embargo, al establecer 

sen (0/2) = sen (0 m /2) sen 4> 

se puede escribir 


T =4 [l r /a w _ 

n V g J o Vl — sen 2 (0 m /2) sen 2 cj) 


(19.19) 


donde la integral que se obtiene, denotada comunmente por K, pue¬ 
de calcularse utilizando metodos de integracion numerica. Tambien 
puede encontrarse en tablas de integrales elipticas para diversos valo- 
res de 0 m /2. t Para comparar el resultado que acaba de obtenerse con 
el de la section anterior, se escribe la ecuacion (19.19) en la forma 


T n 



(19.20) 


La formula (19.20) muestra que el valor real del periodo de un pendu¬ 
lo simple se puede obtener al multiplicar el valor aproximado dado en 
la ecuacion (19.18) por el factor de correction 2K/ it. Los valores del 
factor de correction se dan en la tabla 19.1 para diversos valores de la 
amplitud 0 m . Advierta que para calculos de ingenierfa ordinarios el fac¬ 
tor de correction puede omitirse siempre y cuando la amplitud no su- 
pere 10°. 
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Tabla 19.1. Factor de correction para el periodo de un pendulo 
simple 


0,1, 

0° 

10° 

20° 

30° 

o 

O 

CD 

90° 

120° 

150° 

180° 

K 

1.571 

1.574 

1.583 

1.598 

1.686 

1.854 

2.157 

2.768 

OO 

2K/tt 

1.000 

1.002 

1.008 

1.017 

1.073 

1.180 

1.373 

1.762 

OO 


Vease, por ejemplo. Standard Mathematical Tables, Chemical Rubber Publishing Com¬ 
pany, Cleveland, Ohio. 



















PROBLEMA RESUELTO 19.1 



Un bloque de 50 kg se mueve entre guias verticales como se muestra. El blo- 
que es empujado 40 mm hacia abajo desde su position de equilibrio y se 
suelta. Para cada arreglo de resorte, determine el periodo de la vibration, la 
maxima velocidad del bloque y su maxima aceleracion. 




SOLUCION 


a) Resortes conectados en paralelo. Se determina primero la cons- 
tante k de un solo resorte equivalente a los dos resortes detemninando la mag- 
nitud de lafuerza P que se requiere para causar una deformation 5. Puesto 
que para una deformation 8 las magnitudes de las fuerzas ejercidas por el 
resorte son, respectivamente, k ]8 y fc 2 S, se bene 

P = k\8 + ko8 ~ (k] + k z )8 
La constante k del resorte equivalente es 

k=^ = k 1 + k z = 4 kN/m + 6 kN/m = 10 kN/m = 10 4 N/m 

O 

Periodo de vibracion: Puesto que m = 50 kg, la ecuacion (19.4) pro¬ 
duce 


(o 


2 

n 



10 4 N/m 
50 kg 


co n = 14.14 rad/s 


T n = 2t t/co„ 


Velocidad maxima: v m = x„,ai n = (0.040 m)(14.14 rad/s) 

v m = 0.566 m/s v,„ = 0.566 m/s t 

Aceleracion maxima: a rn — = (0.040 m)(14.14 rad/s) 2 

a m = 8.00 m/s 2 a,„ = 8.00 m/s 2 t- 


◄ 

◄ 

◄ 


b) Resortes conectados en serie. Se determina primero la constan¬ 
te k de un solo resorte equivalente para los dos resortes determinando la elon¬ 
gation total 8 de los resortes bajo una carga estatica determinada P. Para fa- 
cilitar el calculo, se usa una carga estatica de magnitud P = 12 kN. 


„ , . P , P 12 kN 12 kN 

Ol I O 9 - T I 

ki k z 4 kN/m 6 kN/m 
P 12 kN 

k = — = ——-= 2.4 kN/m = 2400 N/m 

8 5 m 


5 m 


Periodo de vibration: or, = ^ = ^400 N/m _ g gg rac |y s 

m 50 kg 

2-77 

T n — - t„ = 0.907 s M 

Velocidad maxima: v m = x m a>„ = (0.040 m)(6.93 rad/s) 

v m = 0.277 m/s v,„ = 0.277 m/s t ^ 

Aceleracion maxima: a m = x„,w 2 = (0.040 m)(6.93 rad/s) 2 

a m = 1.920 m/s 2 a,„ = 1.920 m/s 2 l ◄ 
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RESOL UCION DE PROB LEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


Este capitulo aborda las vibraciones mecdnicas, esto es, el movimiento de una particu- 
la o un cuerpo oscilante en torno a una posicion de equilibrio. 

En esta primera lection se dijo que una vibracion libre de una particula ocurre cuan- 
do esta esta sujeta a una fuerza proporcional a su desplazamiento y de direccion opues- 
ta, como la fuerza que ejerce un resorte (figura 19.1). El movimiento resultante, 11a- 
mado movimiento armonico simple, esta caracterizado por la ecuacion diferencial 

mx + kx = 0 (19.2) 

donde x es el desplazamiento de la particula, x su aceleracion, m es su masa y k es la 
constante del resorte. Se encontro que la solution de esta ecuacion diferencial es 

x = x m sen (cj n t + <£>) (19.10) 

donde x m = amplitud de la vibration 

(O n = Vk/ m = frecuencia circular natural (rad/s) 

4> = angulo de fase (rad) 

Tambien se definio el periodo de la vibration como el tiempo t„ = 2ir/a>„ necesario 
para que la particula realizara un circulo completo, y la frecuencia natural como el 
numero de ciclos por segundo, f n = 1/t„ = (oJ2tt, expresada en Hz o s _1 . Al dife- 
renciar la ecuacion (19.10) dos veces se obtiene la veloeidad y la aceleracion de la 
particula en cualquier tiempo. Se encontro que los valores maximos de la veloeidad 
y la aceleracion fueron 

v m x nt (n n a m x m (o n (19.15) 

Para determinar los parametros en la ecuacion (19.10) pueden seguirse estos pasos: 

1. Dibujar un diagrama de cuerpo libre como se muestra en lasfuerzas ejer- 
cidas sobre la particula cuando esta se encuentra a una distancia x de su posicion 
de equilibrio. La resultante de estas fuerzas sera proporcional a x y su direccion se¬ 
ra opuesta a la direccion positiva de x [ecuacion (19.1)]. 

2. Escribir la ecuacion diferencial de movimiento igualando a mx la resultan¬ 
te de las fuerzas que se encontraron en el paso 1. Advierta que una vez que se ha 
elegido la direccion para x, debe usarse la misma convention de signos para la ace¬ 
leracion x. Despues de la transposition, se obtendra una ecuacion de la forma de la 
ecuacion (19.2). 

3. Determinar la frecuencia circular natural oj„ dividiendo el coeficiente de x 
por el coeficiente de x en esta ecuacion y tomando la raiz cuadrada del resultado que 
se obtenga. Asegurarse de que w n se exprese en rad/s. 

( [continua ) 
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4. Determinar la amplitud de x m y el angulo de fase <$> sustituyendo el valor 
que se obtuvo para oj„ y los valores iniciales de x y x en la ecuacion (19.10) y la ecua¬ 
cion obtenida al diferenciar la ecuacion 19.10 con respecto a t. 

La ecuacion (19.10) y las dos ecuaciones que se obtuvieron al diferenciar la ecuacion 
(19.10) dos veces con respecto a t se pueden utilizar aliora para encontrar el despla- 
zamiento, la velocidad y la aceleracion de la particula en cualquier tiempo. Las ecua¬ 
ciones (19.15) producen la velocidad maxima v m y la aceleracion maxima a m , 

5. Tambien para pequenas oscilaciones del pendulo simple, el angulo 6 que 
la cuerda del pendulo forma con la vertical satisface la ecuacion diferencial 

6+ j 6 = 0 (19.17) 

donde l es la longitud de la cuerda y 9 se expresa en radianes [section 19.3]. Esta 
ecuacion define de nuevo un movimiento annonico simple, y su solution es de la mis- 
ma forma que la ecuacion (19.10), 

0 = 9 m sen (w n t + 4>) 

donde la frecuencia circular natural w,, = VgT? se expresa en rad/s. La determina¬ 
tion de las diversas constantes en esta expresion se realiza de manera similar a la que 
se describio antes. Recuerde que la velocidad de la plomada es tangente a la trayec- 
toria y que su magnitud corresponde a v = Id, mientras que la aceleracion de la plo¬ 
mada tiene una componente tangential a,, de magnitud a t = 19, y una componente 
a„, dirigida hacia el centra de la trayectoria y de magnitud a n = l0~. 


1224 


Problemas 


19.1 Determine la velocidad maxima y la aceleracion maxima de una 
particula en movimiento armonico simple con una amplitud de 0.2 in. y un 
periodo de 0.1 s. 

19.2 Determine la amplitud y la velocidad maxima de una particula 
en movimiento armonico simple con una aceleracion maxima de 60 m/s 2 y 
una frecuencia de 40 Hz. 

Una particula en movimiento armonico simple. Si la amplitud es 
de 300 nun y la aceleracion maxima corresponde a 5 m/s 2 , determine la ve¬ 
locidad maxima de la particula y la frecuencia de su movimiento. 

Un bloque de 30 lb se sostiene mediante el resorte mostrado. Si 
el bloque se mueve verticalmente hacia abajo desde su posicion de equili- 
brio y se suelta, determine a) el periodo y la frecuencia del movimiento re- 
sultante, b) la velocidad y la aceleracion maximas del bloque si la amplitud 
de su movimiento es de 2.1 in. 

19.5 Un bloque de 32 kg esta unido a un resorte y puede moverse sin 
friction en una ranura como se muestra en la figura. El bloque se encuen- 
tra en su posicion de equilibrio cuando es golpeado con un martillo que le 
imprime una velocidad initial de 250 nnn/s. Determine a) el periodo y la fre¬ 
cuencia del movimiento resultante yb) la amplitud del movimiento y la ace¬ 
leracion maxima del bloque. 

19.6 Un pendulo simple consiste en una plomada conectada a una 
cuerda que oscila en un piano vertical con un periodo de 1.3 s. Si se supone 
un movimiento armonico simple y se sabe que la velocidad maxima de la plo¬ 
mada es de 15 in./s, determine a) la amplitud del movimiento en grados y b) 
la aceleracion tangential maxima de la plomada. 

19.7 Un pendulo simple que consiste en una plomada conectada a una 
cuerda de longitud l = 800 mm oscila en un piano vertical. Si se supone mo¬ 
vimiento armonico simple y se sabe que la plomada se suelta desde el reposo 
cuando 6 = 6°, determine a) la frecuencia de oscilacion, b) la velocidad ma¬ 
xima de la plomada. 

19.8 Un instrumento de laboratorio A esta atomillado en una mesa 
agitadora en la forma que se muestra. La mesa se mueve verticalmente en 
un movimiento armonico simple a la misma frecuencia que la del motor de 
velocidad variable que la impulsa. El instrumento se va a probar a una ace¬ 
leracion pico de 150 ft/s 2 . Si se sabe que la amplitud de la mesa agitadora es 
de 2.3 in., determine a) la velocidad requerida del motor en rpm, b) la ve¬ 
locidad maxima de la mesa. 

19.9 El movimiento de una particula se describe mediante la ecuacion 
x = 5 sen 2f + 4 cos 2t, donde x se expresa en milimetros y t en segundos. 
Determine a) el periodo del movimiento resultante, b) su amplitud y c) su 
angulo de fase. 





Figura P19.8 
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Vibraciones mecanicas 



Figura PI9.10 


19.10 Un paquete B de instrumentos se coloca sobre la mesa agitadora 
C como se muestra en la figura. La mesa se mueve de manera horizontal en 
movimiento armonico simple con una frecuencia de 3 Hz. Si el coeficiente 
de friction estatica /r s = 0.40 entre el paquete y la mesa, determine la ma¬ 
xima amplitud permisible del movimiento si el paquete no debe deslizarse so¬ 
bre la mesa. De su respuesta en unidades del SI asi como en unidades de uso 
comun en Estados Unidos. 

19.11 Un bloque de 32 kg se conecta a un resorte de constante k = 
12 kN/m y puede moverse sin friction en una ranura como se muestra en la 
figura. El bloque se encuentra en su position de equilibrio cuando se le des- 
plaza 300 mm hacia abajo y se le suelta. Determine 1.5 s despues de haber 
soltado el bloque a) la distancia total que viajo y b) su aceleracion. 



k = 12 kN/m 


Figura PI 9.11 



19.12 Un bloque de 3 lb se sostiene en la forma mostrada mediante 
un resorte de constante k = 2 lb/in. que puede actual' bajo tension o com- 
presion. El bloque se encuentra en la position de equilibrio cuando se gol- 
pea desde abajo con un martillo que le imprime una velocidad hacia arriba 
de 90 in./s. Determine a) el tiempo que se requiere para que el bloque se 
mueva 3 in. hacia arriba y b) la velocidad y aceleracion correspondientes del 
bloque. 


* 1 

Figura P19.12 


19.13 En el problema 19.12, determine la position, velocidad y ace¬ 
leracion del bloque 0.90 s despues de que se golpea con el martillo. 


19.1'1 La plomada de un pendulo simple de longitud I = 800 mm se 
suelta desde el reposo cuando 9 = +5°. Si se supone movimiento armonico 
simple, determine 1.6 s despues de la liberation a) el angulo 9, b) las mag¬ 
nitudes de la velocidad y la aceleracion de la plomada. 



Figura PI9.14 
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19.15 Un coUarfn de 5 kg descansa sobre el resorte que se muestra en 
la figura, al cual no esta conectado. Se observa que cuando el collarfn se em- 
puja hacia abajo 180 mm o mas y se suelta, pierde contacto con el resorte. 
Determine a) la constante del resorte y b) la posicion, velocidad y acelera¬ 
cion del collarfn 0.16 s despues de que se empujo hacia abajo 180 mm y se 
solto. 


19.16 Un collarfn C de 8 kg puede deslizarse sin friction sobre una 
barra horizontal entre dos resortes identicos A y B a los cuales no esta co¬ 
nectado. Cada resorte tiene una constante de 600 N/m. El collarfn se em- 
puja a la izquierda contra el resorte A, comprimiendolo 20 mm, y se suelta 
en la posicion mostrada. Despues se desliza a lo largo de la varilla a la dere- 
cha y golpea el resorte B. Despues de comprimir ese resorte 20 mm, el co¬ 
llarfn se desliza hacia la izquierda y golpea el resorte A, al cual comprime 20 
mm. El ciclo se repite despues. Determine a) el periodo del movimiento del 
collarfn, b) la posicion del collarfn 1.5 s despues de que fue empujado con¬ 
tra el resorte A y se solto. ( Nota: Este es un movimiento periodico pero no 
un movimiento armonico simple.) 


r 


k 

i , 


Figura PI9.15 



20 mm 

Figura PI9.16 


19.17 y 19.18 Un bloque de 50 kg se sostiene mediante el arreglo de 
resortes que se muestra. El bloque se desplaza verticalmente hacia abajo a 
partir de su posicion de equilibrio y se suelta. Si la amplitud del movimiento 
resultante es igual a 45 mm, determine a) el periodo y la frecuencia del mo¬ 
vimiento y b) la velocidad y la aceleracion maximas del bloque. 


w~ 

: 16 kN/m 



35 kg 

'y nr 


Figura PI9.18 


8 kN/m " 1 8 kN/m 

Figura P19.17 


Un bloque de 30 lb se sostiene mediante el arreglo de resortes 
que se muestra. Si el bloque se mueve desde su posicion de equilibrio 1.75 
in. verticalmente hacia abajo y se suelta, determine a) el periodo y la fre¬ 
cuencia del movimiento que resulta y b ) la velocidad y la aceleracion maxi¬ 
mas del bloque. 


3011) 


20 lb/in. 


Tf 


16 lb/in. 


12 lb/in. 


r°i r u i 


Figura PI9.19 
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Vibraciones mecanicas 



19 _!0 Un bloque de 5 kg, conectado al extremo inferior de un resorte 
cuyo extremo superior esta fijo, vibra en un periodo de 6.8 s. Si la constante 
k del resorte es inversamente proportional a su longitud, determine el pe¬ 
riodo de un bloque de 3 kg que esta conectado al centra del mismo resorte 
si los extremos superior e inferior del resorte estan fijos. 

19.21 Un bloque de 30 lb se sostiene por medio del arreglo de resor- 
tes que se muestra. El bloque se mueve a partir de su position de equilibrio 
0.8 in. verticalmente hacia abajo y despues se suelta. Si el periodo del mo- 
vimiento resultante es de 1.5 s, determine a) la constante k y b ) la velocidad 
maxima y la aceleration maxima del bloque. 

19.22 Dos resortes de constantes kiyk 2 se conectan en serie a un blo¬ 
que A que vibra en un movimiento armonico simple con un periodo de 5 s. 
Cuando los dos resortes se conectan en paralelo al mismo bloque, este vibra 
con un periodo de 2 s. Determine el cociente ki/k 2 de las dos constantes de 
resorte. 


Figura P19.21 



■ w 

T JJ 

k, « Wk, 


Figura P19.22 


19.23 Se obseiva que el periodo de vibration del sistema mostrado es 
de 0.6 s. Despues de que el cilindro B se retira, el periodo observado co- 
rresponde a 0.5 s. Determine a) el peso del cilindro Ayb) la constante del 
resorte. 

19.2 Se observa que el periodo de vibration del sistema mostrado es 
de 0.8 s. Si se retira el bloque A, el periodo resulta ser de 0.7 s. Determine 
a) la masa del bloque C, b ) el periodo de vibration cuando se retiran los dos 
bloques Ay B. 


Figura PI 9.23 


nr 


kn = 20 lb/in. 


W 


W 



! 3 kg 

A > 


3 kg 

lull 


Figura PI9.24 


Se observa que el periodo de vibration del sistema mostrado es 
de 0.2 s. Despues de que el resorte de constante k 2 = 20 lb/in. se retira del 
bloque A, se conecta a un resorte de constante k±, el periodo observado co- 
rresponde a 0.12 s. Determine a) la constante ki del resorte que queda y b) 
el peso del bloque A. 


Figura P19.25 
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La plataforma A de 100 lb esta unida a los resortes B y D, cada 
uno de los cuales tiene una constante k = 120 lb/ft. Si la frecuencia de vi¬ 
bration de la plataforma debe permanecer sin cambio cuando se coloca so- 
bre ella un bloque de 80 lb y se agrega un tercer resorte C entre los resor¬ 
tes B y D, determine la constante requerida del resorte C. 

19.27 De acuerdo con la mecanica de materiales se sabe que cuando 
una carga estatica P se aplica en el extremo B de una barra metalica uni¬ 
forme fija en el extremo A, la longitud de la barra aumentara en una canti- 
dad S = PL/AE, donde L es la longitud de la barra no deformada, A es el 
area de la section transversal y E es el modulo de elasticidad del material. 
Si L = 450 mm y E = 200 GPa y el diametro de la barra corresponde a 8 mm 
y se desprecia el peso de esta misma, determine a) la constante de resorte 
equivalente de la barra y b) la frecuencia de las vibraciones verticales del blo¬ 
que con masa m = 8 kg conectado al extremo B de la misma barra. 


A 


L 



a) 

Figura PI 9.27 


A 


L 



b) 


19.28 De acuerdo con la mecanica de materiales se sabe que para una 
viga en voladizo de section transversal constante, una carga estatica P apli- 
cada en el extremo B ocasionara una deflexion de S B = PI?IAEA, donde L es 
la longitud de la viga, E es el modulo de elasticidad e I es el momenta de 
inercia del area de la section transversal de la viga. Si L = 10 ft, E = 29 X 
10 6 lb/in. 2 e I = 12.4 in. 4 , determine a) la constante de resorte equivalente 
de la viga y b) la frecuencia de vibration de un bloque de 520 lb conectado 
al extremo B de la misma viga. 

19.29 Una deflexion de 1.6 in. del segundo piso de un edificio se mide 
directamente bajo una pieza de maquina rotatoria recien instalada de 8 200 
lb, la cual tiene un rotor ligeramente desbalanceado. Si se supone que la de¬ 
flexion del piso es proportional a la carga que soporta, determine a) la cons¬ 
tante de resorte equivalente del sistema del piso, b) la velocidad en qnn de 
la maquina rotatoria que debe evitarse para que esta no coincida con la fre¬ 
cuencia natural del sistema piso-maquina. 

19.30 La ecuacion de fuerza-deflexion de un resorte no lineal fijo en 
un extremo es F = 5x 1/2 donde F es la fuerza, expresada en newtons, que se 
aplica en el otro extremo y x es la deflexion expresada en metros, a) Deter¬ 
mine la deflexion x 0 si se suspende un bloque de 120 g del resorte y se en- 
cuentra en reposo. b ) Si se supone que la pendiente de la curva fuerza-de¬ 
flexion en el punto correspondiente a esta carga pueda utilizarse como una 
constante de resorte equivalente, determine la frecuencia de vibration del 
bloque si este se somete a un pequeno desplazamiento hacia abajo desde su 
position de equilibrio y se suelta. 


A 



Figura PI 9.26 


P 



Figura PI9.28 
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Vibraciones mecanicas 



Si h = 700 mm, d = 500 mm y cada resorte tiene una constante 
k = 600 N/m, determine la masa m para la cual el periodo de pequenas os- 
cilaciones es a) de 0.50 s, b) infinito. No tome en cuenta la masa de la barra 
y suponga que cada resorte puede actuar a tension o a compresion. 

1 9.32 Si se denota por S e statica l a deflexion estatica de una viga bajo una 
carga determinada, demuestre que la frecuencia de vibracion de la carga es 

2tt \ : S est4tica 

Desprecie la masa de la viga y suponga que la carga permanece en contacto 
con esta misma. 

Si el integrando de la ecuacion (19.19) de la section 19.4 se 
expande en una serie de potencias pares de sen <p y se integra, demuestre 
que el periodo de un pendulo simple de longitud l puede aproximarse me- 
diante la formula 



donde 9 m es la amplitud de las oscilaciones. 

*19.34 Con la formula dada en el problema 19.33 determine la ampli¬ 
tud 6 m para la cual el periodo de un pendulo simple es ^ por ciento mas largo 
que el periodo del mismo pendulo en el caso de pequenas oscilaciones. 

*1 Con los datos de la tabla 19.1, determine el periodo de un pen¬ 

dulo simple de longitud 1 = 750 mm a) para pequenas oscilaciones, b) para os¬ 
cilaciones de amplitud 9 m = 60° y c) para oscilaciones de amplitud 9, n = 90°. 

*19.36 Con los datos de la tabla 19.1, determine la longitud en pul- 
gadas de un pendulo simple que oscila en un periodo de 2 s y una amplitud 
de 90°. 


19.5. VIBRACIONES LIBRES DE CUERPOS RIGIDOS 

El analisis de las vibraciones de un cuerpo rigido o de un sistema de 
cuerpos rigidos que posee un solo grado de libertad es similar al ana¬ 
lisis de las vibraciones de una particula. Una variable apropiada, como 
una distancia x o un angulo 9, se elige para definir la position del cuer¬ 
po o del sistema de cuerpos, y se escribe una ecuacion que relatione 
esta variable y su segunda derivada respecto a t. Si la ecuacion obteni- 
da es de la misma forma que la ecuacion (19.6), esto es, si se tiene 

x + a%x = 0 o 0 + <4e = 0 (19.21) 

la vibracion considerada es un movimiento armonico simple. El perio¬ 
do y la frecuencia natural de la vibracion pueden obtenerse entonces 
identificando w,, y sustituyendo su valor en las ecuaciones (19.13) y 
(19.14). 

En general, una forma simple de obtener una de las ecuaciones 
(19.21) consiste en expresar que el sistema de las fuerzas externas es 
equivalente al sistema de las fuerzas efectivas si se dibuja un diagrama 
de cuerpo libre para un valor arbitrario de la variable, y se escribe la 
ecuacion de movimiento apropiada. Recuerdese que el objetivo debe 














ser la detenninacion del coeficiente de la variable x o 8, no la determi¬ 
nation de la variable misma o de la derivada x o 0. AI igualar este coe- 
ficiente a to 2 , se obtiene la frecuencia circular natural «„ de la cual es 
posible determinar t„ y f n . 

El metodo descrito puede utilizarse para analizar vibraciones que 
son en verdad representadas mediante un movimiento armonico sim¬ 
ple, o vibraciones de pequena amplitud que es posible aproximar me¬ 
diante un movimiento armonico simple. Como ejemplo, se determina- 
ra el periodo de pequenas oscilaciones de una placa cuadrada de lado 
2b que esta suspendida del punto medio O de uno de sus lados (figu- 
ra 19.5a). Se considera la placa en una position arbitraria definida por 
el angulo 8 que forma la lrnea OG con la vertical y dibujamos una ecua¬ 
cion de diagramas de cuerpo libre para expresar que el peso W de la 
placa y que las componentes R x y R (/ de la reaction en O son equiva- 
lentes a los vectores ma, y ma„ y al par la (figura 19.5b). Puesto que 
la veloeidad y la aceleracion angulares de la placa son iguales, respec- 
tivamente, a 8 y 8, las magnitudes respectivas de los dos vectores son 
mbi) y mbd 2 , en tanto que el momenta del par es 18. En las aplicacio- 
nes previas de este metodo (capitulo 16) se trata siempre que fue po¬ 
sible de suponer el sentido correcto de la aceleracion. Sin embargo, en 
este caso se debe suponer el mismo sentido positivo para 8 y 8 para 
obtener una ecuacion de la forma (19.21). Consecuentemente, la ace¬ 
leracion angular 8 se supondra positiva en sentido contrario al de las 
manecillas del reloj, aun cuando esta suposicion es evidentemente 
irreal. Al igualar los momentos con respecto a O, se escribe 

~W(b sen 8) = (mbd)b + 18 

Si se observa que I = y^m[(2b) 2 + (2b) 2 ] = § mb 2 y W = mg, se ob¬ 
tiene 

3 g 

8 + g- j sen 8 = 0 (19.22) 

Para oscilaciones de pequena amplitud, se puede sustituir sen 8 por 8, 
expresado en radianes, y escribir 

3 g 

8+ 5^0 = 0 (19.23) 


La comparacion con (19.21) muestra que la ecuacion obtenida es la de 
un movimiento armonico simple y que la frecuencia circular natural co n 
de las oscilaciones es igual a (3g/5b) 1/2 . Al sustituir (19.13), se encuen- 
tra que el periodo de las oscilaciones es 


T„ = 



(19.24) 
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a) 




Figura 19.5 


El resultado que se obtiene es valido solo para oscilaciones de pe¬ 
quena amplitud. Una description mas exacta del movimiento de la pla¬ 
ca se obtiene al comparar las ecuaciones (19.16) y (19.22). Hay que ob- 
servar que las dos ecuaciones son identicas si se elige l igual a 5b/3. Esto 
significa que la placa oscilara como un pendulo simple de longitud 
l = 5b/3, y es posible utilizar los resultados de la section 19.4 para co- 
rregir el valor del periodo dado en (19.24). El punto A de la placa loca- 
lizado en la llnea OG a una distancia / = 5b/3 desde O se define como 
el centro de oscilacion correspondiente a O (figura 19.5a). 














PROBLEMA RESUELTO 19.2 



Un cilindro de peso W y radio r se suspende de una cuerda que le da vuel- 
ta como se indica. Un extremo de la cuerda se conecta directamente a un 
soporte rigido, en tanto que el otro extremo se une a un resorte de constan- 
te k. Determine el periodo y la frecuencia natural de las vibraciones del ci¬ 
lindro. 


SOLUCION 



Cinematica del movimiento. Se expresa el desplazamiento lineal y 
la aceleracion del cilindro en terminos del desplazamiento angular 9. A1 ele- 
gir el sentido positivo en el sentido de las manecillas del reloj y al medir los 
desplazamientos desde la posicion de equilibrio, se escribe 

x — rO 8 = 2x = 2 rO 

a = 9j_ a — ra = rO a = rO I (1) 

Ecuaciones de movimiento. El sistema de fuerzas externas que ac- 
tuan sobre un cilindro consiste en el peso W y las fuerzas T : y T 2 que ejer- 
ce la cuerda. Se expresa que este sistema es equivalente al de las fuerzas 
efectivas representado por el vector ma aplicado a G y al par la. 

+jXM A = 2(M A ) e f: Wi — T 2 (2r) = mar + la (2) 

Cuando el cilindro esta en su posicion de equilibrio, la tension en la cuerda 
es T 0 = jjW. Note que para un desplazamiento angular 9, la magnitud de 
T 2 es 

r 2 = T 0 + kS = |W + kS =jW+ k(2r9) (3) 

La sustitucion de (1) y (3) en (2), y el hecho de que I = \mr 2 , permiten es- 
cribir 


Wr — (-|W + 2kr9)(2r) = m(rd)r + \mr 2 9 

9 +~ — 9 = 0 
3 m 


El movimiento se observa como armonico simple, y se tiene 

2 8 k 18 k 

= — — W„ = / —- 

3 in V 3 m 


2tt 


= 2tt / — — 

V 8 k 


fn = 


2tt 


fn 


1 /_8 k_ 

2tt V 3 m 


◄ 
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PROBLEMA RESUELTO 19.3 



Un disco circular, que pesa 20 lb y tiene un radio de 8 in., se suspende de 
un alambre como se muestra. El disco se hace girar (de modo que se tuer- 
ce el alambre) y luego se suelta; se observa que el periodo de vibracion tor¬ 
sional es de 1.13 s. Un engrane se suspende luego del mismo alambre, y el 
periodo de vibracion torsional en este caso vale 1.93 s. Si se supone que el 
momento del par ejercido por el alambre es proporcional al angulo de tor¬ 
sion, determine a) la constante de resorte torsional del alambre, b) el mo¬ 
mento de inertia centroidal del engrane, c) la velocidad angular maxima que 
alcanza el engrane si se hace girar 90° y se suelta. 



SOLUCION 

a) Vibracion del disco. Denotando por 9 el desplazamiento angu¬ 
lar del disco, se expresa que la magnitud del par ejercido por el alambre es 
M = K9, donde K es la constante de respite torsional del alambre. Puesto 
que este par debe ser equivalente al par la que representa las fuerzas efec- 
tivas del disco, se escribe 

+"j 2M 0 = 2(M 0 ) ef : +K9 = -19 

■■ K 

9+^9 = o 
I 

Se puede observar que el movimiento es annonico simple y, por consiguiente, 

( 1 ) 




1.13 = 2t t 


0.138 

K 


K = 4.27 lb • ft/rad M 


b) Vibracion del engrane. Puesto que el periodo de vibracion del 
engrane es 1.93 y K = 4.27 lb • ft/rad, la ecuacion (1) produce 


1.93 = 2tt. 


I 


4.27 


h 


ngrai 


= 0.403 lb • ft • s 2 


c) Velocidad angular maxima del engrane. Puesto que el movi¬ 
miento es armonico simple, se tiene 

9 = 9 rn sen u> n t u> = 9 m u> n cos u> n t co m = 9 m u> n 

Si se recuerda que 9 m = 90° = 1.571 rad yi = 1.93 s, se escribe 


w,„ = 9 m (o n = 0„,( ] = (1.571 rad) 


2tt 

1.93 s , 

co m = 5.11 rad/s 4 
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RESOLUCION DE PROBLEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


En esta leccion se vio que un cuerpo rigido, o un sistema de cuerpos rfgidos, cuya 
posicion puede definirse mediante una sola coordenada x o 9, producira un movi- 
miento armonico simple si la ecuacion diferencial que se obtiene al aplicar la segun- 
da ley de Newton es de la forma 

x + co“jX = 0 o 9 + ciffi = 0 (19.21) 

La meta es determinar oj„, a partir de la cual se obtiene el periodo r„ y la frecuen- 
cia natural/,,. Al tomar en cuenta las condiciones initiates, es posible escribir una 
ecuacion de la forma 


x = x m sen (u> n t + <j>) (19.10) 

donde x debe sustituirse por 0 si se incluye una rotation. Para resolver los proble- 
mas de esta leccion, es necesario seguir estos pasos: 

1. Elegir una coordenada que medira el desplazamiento del cuerpo a partir 
de su posicion de equilibrio. Se descubrira que muchos de los problemas en esta lec¬ 
cion implican la rotation de un cuerpo alrededor de un eje fijo y que el angulo que 
mide la rotation del cuerpo desde su posicion de equilibrio es la coordenada mas 
conveniente. En problemas que implican el movimiento piano general de un cuer¬ 
po, donde se utiliza una coordenada x (y posiblemente una coordenada y ) para defi- 
nir la posicion del centra de masa G del cuerpo, y se recurre a una coordenada 6 pa¬ 
ra medir su rotation respeeto a G, determine las relaciones cinematicas que le 
permitiran expresar x (y y) en terminos de 9 [problema resuelto 19.2], 

2. Dibujar una ecuacion de diagramas de cuerpo libre para expresar que el 
sistema de fuerzas externas es equivalente al sistema de fuerzas efectivas, el cual 
consiste en el vector ma y el par la, donde a = x y a = 0. Asegurese de que cada 
fuerza o par aplicado se dibuje en una direction consistente con el desplazamiento 
supuesto y que los sentidos deaya sean, respectivamente, aquellos en los cuales 
las coordenadas x y 6 estan aumentando. 

3. Escribir las ecuaciones diferenciales de movimiento igualando las sumas de 
las componentes de las fuerzas externas efectivas en las direcciones x y y y las sumas 
de sus momentos con respeeto a un punto dado. Si es necesario, utilice las relacio¬ 
nes cinematicas que se formularon en el paso 1 para obtener ecuaciones que impli¬ 
can solo a la coordenada 9. Si 6 es un angulo pequeno reemplace sen 0 por 9 y cos 
9 por 1, si estas funciones aparecen en sus ecuaciones. Eliminando todas las reaccio- 
nes desconoeidas, se obtendra una ecuacion del tipo de las ecuaciones (19.21). Ad- 
vierta que en problemas que implican un cuerpo que gira alrededor de un eje fijo, 
es posible obtener de inmediato una ecuacion de este tipo al igualar los momentos 
de las fuerzas externas efectivas con respeeto al eje fijo. 


1234 





4. Al compcirar las ecuaciones que se han obtenido con una de las ecuaciones 
(19.21) se pueden identificar of y, por ello, determinar la frecuencia circular natu¬ 
ral w n . Recuerde que el objeto del analisis no es resolver la ecuacion differencial que 
se obtiene, sino identificar cof. 

5. Determine la amplitud y el dngulo defuse (f> sustituyendo el valor que se ob- 

tuvo para co n y los valores iniciales de las coordenadas y su primera derivada en la 
ecuacion (19.10) y en la ecuacion obtenida al diferenciar (19.10) con respecto a t. De 
la ecuacion (19.10) y las dos ecuaciones que se obtuvieron al diferenciar (19.10) dos 
veces con respecto a t, y al usar la relation cinematica que se desarrollo en el paso 1, 
se podra determinar la position, velocidad y aceleracion de cualquier tiempo dado. 

6. En problemas que implican vibraciones torsionales la constante de resorte 
torsional K se expresa en N • m/rad o lb • ft/rad. El producto de K y el angulo de 
torsion 0 expresado en radianes produce el momenta del par restaurador, el cual 
debe igualarse a la suma de los momentos de las fuerzas o pares efectivos con res¬ 
pecto al eje de rotation [problema resuelto 19.3]. 
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Problemas 



Figura PI 9.37 


1.4 m 


1 9.37 La barra uniforme AC de 5 kg esta conectada a resortes de cons- 
tante k = 500 N/m en B y k = 620 N/m en C, los cuales pueden actuar en 
tension o en compresion. Si el extremo C se deforma ligeramente y se suelta, 
determine a) la frecuencia de vibracion, b) la amplitud del movimiento del 
punto C, si la velocidad maxima de ese punto es de 0.9 m/s. 

19.38 La barra uniforme que se muestra en la figura pesa 15 lb y esta 
unida a un resorte de constante k = 4 lb/in. Si el extremo B de la barra se 
deforma 0.4 in y se suelta, determine a) el periodo de vibracion, b) la velo¬ 
cidad maxima del extremo B. 


-w 





- 30 in.-► 


Figura P19.38 



19.39 Un cilindro uniforme de 30 lb puede rodar sin deslizarse sobre 
una pendiente de 15°. Una banda esta unida al borde del cilindro, y un re¬ 
sorte mantiene al cilindro en reposo en la posicion mostrada. Si el centra del 
cilindro se mueve 2 in. hacia abajo por la pendiente y se suelta, determine 
a) el periodo de vibracion, b) la aceleracion maxima del centra del cilindro. 

1 9.40 Una barra delgada AB de 15 lb esta remachada a un disco uni¬ 
forme de 12 lb como se muestra en la figura. Una banda se conecta al aro 
del disco y a un resorte que mantiene a la barra en reposo en la posicion que 
se muestra en la figura. Si el extremo A de la barra se mueve 0.75 in. hacia 
abajo y se suelta, determine a) el periodo de vibracion, b) la velocidad ma¬ 
xima del extremo A. 
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Figura PI9.40 





























19.41 Una barra uniforme de 8 kg se articula a un soporte fijo en A y 
se conecta por medio de los pasadores B y C a un disco de 12 kg y 400 mm 
de radio. Un resorte unido en D mantiene a la barra en reposo en la posi¬ 
tion mostrada. Si el punto B se mueve hacia abajo 25 mm y se suelta, de¬ 
termine a) el periodo de vibration, b) la velocidad maxima del punto B. 

Retome el problema 19.41, y ahora suponga que el pasador C 
se retira y que el disco puede girar libremente alrededor del pasador B. 

19.43 Una banda se coloca alrededor del aro de un volante de 240 kg 
y se une en la forma mostrada a dos resortes, cada uno de constante k = 15 
kN/m. Si el extremo C de la banda se jala 40 mm hacia abajo y se suelta, 
puede observarse que el periodo de vibration del volante es de 0.5 s. Si la 
tension initial en la banda es suficiente para evitar el deslizamiento, deter¬ 
mine a) la velocidad angular maxima del volante, b) el radio de giro centroi- 
dal del volante. 

Un orificio de 75 mm de radio se corta en un disco uniforme 
de 200 mm de radio, el cual esta unido a un pasador sin friction en su cen¬ 
tra geometrico O. Determine a ) el periodo de pequenas oscilaciones del 
disco, b) la longitud de un pendulo simple que tenga el mismo periodo. 


75 mm 
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450 mm 

Figura PI9.43 


19.45 Dos pesos pequenos w se colocan en A y B en el borde de un 
disco uniforme de radio r y peso W. Si se denota con t 0 el periodo de pe¬ 
quenas oscilaciones cuando /3 = 0, determine el angulo fi para el cual el pe¬ 
riodo de pequenas oscilaciones es 2r 0 . 



Figura PI 9.45 y PI 9.46 


19.46 Dos pesos de 0.1 lb se colocan en A y B sobre el borde de un 
disco uniforme de 3 lb y radio r = 4 in. Determine la frecuencia de las pe¬ 
quenas oscilaciones cuando fi = 60°. 
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Para la placa cuadrada uniforme de lado b = 300 mm, deter¬ 
mine a) el periodo de pequenas oscilaciones si la placa esta suspendida como 
se muestra en la figura, b ) la distancia c desde O hasta el punto A de donde 
debe suspenderse la placa para que el periodo sea minimo. 

19.48 Una biela esta soportada por el filo de un cuchillo en el punto 
A; se observa que el periodo de sus oscilaciones pequenas es de 0.87 s. Luego 
se invierte la biela y se soporta mediante el filo del cuchillo en el punto B y el 
periodo de sus oscilaciones pequenas en este caso es de 0.78 s. Si r a + r h = 
10 in., determine a) la ubicacion del centra de masa G, b) el radio de giro cen- 
troidal k. 




Figura PI 9.49 



Figura P19.51 


Para la placa triangular equilatera uniforme de lado l = 300 mm, 
determine el periodo de oscilaciones pequenas si la placa esta suspendida de 
a) uno de sus vertices, b ) el punto medio de uno de sus lados. 

Un disco uniforme de radio r = 250 mm se conecta en A a una 
barra AB de 650 mm y masa despreciable que puede girar con libertad en 
un piano vertical alrededor de B. Determine el periodo de pequenas oscila¬ 
ciones a) si el disco tiene la libertad de girar en un cojinete en Ay b) si la 
barra se remacha al disco en A. 



19.51 Un pequeno collarfn que pesa 2 lb se conecta rfgidamente a una 
barra uniforme de 6 lb y longitud L = 3 ft. Determine a) la distancia d para 
maximizar la frecuencia de oscilacion cuando a la barra se le da un pequeno 
desplazamiento inicial, b) el periodo de oscilacion correspondiente. 
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19.52 Un pendulo compuesto se define como una placa rfgida que os- 
cila alrededor de un punto fijo O, denominado centra de suspension. De- 
muestre que el periodo de oscilacion de un pendulo compuesto es igual al 
periodo de un pendulo simple de longitud OA, donde la distancia desde A 
hasta el centra de masa G es GA = fc 2 Vr. El punto A se define como el cen¬ 
tra de oscilacion y coincide con el centra de percusion definido en el pro- 
blema 17.66. 



19.53 Una placa rfgida oscila alrededor del punto fijo O. Demuestre 
que el periodo de oscilacion mas pequeno ocurre cuando la distancia r del 
punto O hasta el centra de masa G es igual a k. 

Demuestre que si el pendulo compuesto del problema 19.52 se 
suspende de A en vez de O, el periodo de oscilacion es el mismo que antes 
y el nuevo centra de oscilacion se ubica en O. 

9 La barra uniforme AB de 8 kg se articula en C y esta unida en 
A a un resorte de constante k = 500 N/m. Si el extremo A tiene un pequeno 
desplazamiento y se suelta, determine a) la frecuencia de las oscilaciones pe- 
quenas y b) el valor minimo de la constante del resorte k para la cual ocu- 
rriran las oscilaciones. 


250 



o'B 


Figura PI 9.55 


19.56 Una placa cuadrada uniforme esta suspendida de un pasador lo- 
calizado en el punto medio A de uno de sus bordes de 1.2 ft y se encuentra 
unida a resortes, cada uno de constante k = 8 Ib/in. Si a la esquina B se le 
da un pequeno desplazamiento y se suelta, determine la frecuencia de la vi¬ 
bration resultante. Suponga que cada resorte puede actuar en tension o en 
compresion. 




c /'/ / / 


Figura PI 9.56 


Dos barras uniformes, cada una de peso m = 12 kg y longitud 
L = 800 mm, se sueldan entre si para formar el ensamble mostrado. Si la 
constante de cada resorte es k = 500 N/m y al extremo A se le da un pe¬ 
queno desplazamiento y se suelta, determine la frecuencia del movimiento 
resultante. 



Figura PI 9.57 


L 


D 



to | C~< 
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1 9.58 La barra ABC de masa total m se dobla en la forma mostrada y 
se sostiene en un piano vertical mediante un pasador en B y por medio de 
un resorte de constante k en C. Si al extremo C se le da un pequeno des- 
plazamiento y se suelta, determine la frecuencia del movimiento resultante 
en terminos de m, L y k. 

i9 Un disco uniforme de radio r = 250 mm se conecta en A a una 
barra AB de 650 mm con masa insignificante, la cual puede girar libremente 
en un piano vertical alrededor de B. Si la barra se desplaza 2° a partir de la 
posicion que se muestra y se suelta, determine la magnitud de la velocidad 
maxima del punto A, si se supone que el disco a) tiene la libertad de girar 
en un cojinete en A y b) se remacha a la barra en A. 




19.60 Una barra delgada de 6 lb se suspende de un alambre de acero, 
del cual se sabe que tiene una constante de resorte torsional K = 1.5 
ft • lb/rad. Si la barra se gira a traves de 180° alrededor de la vertical y luego 
se suelta, determine a) el periodo de oscilacion, b) la velocidad maxima del 
extremo A de la barra. 

19.61 Un alambre homogeneo se dobla para forrnar la figura mostrada 
y se conecta a un soporte de pasador en A. Si se sabe que r = 220 mm y que 
el punto B se ernpuja hacia abajo 20 mm y se suelta, determine la magnitud 
de la aceleracion de B, 8 s despues. 



Figura PI 9.61 y PI9.62 


19.62 Un alambre homogeneo se dobla para fornrar la figura mostrada 
y se conecta a un soporte de pasador en A. Si se sabe que r = 16 in. y que 
el punto B se ernpuja hacia abajo 1.5 in. y se suelta, determine la magnitud 
de la aceleracion de B, 10 s despues. 
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Un disco uniforme de radio r = 120 mm se suelda en su centra 
a dos barras elasticas de igual longitud con extremos fijos en A y B. Si el disco 
gira un angulo de 8° cuando se le aplica un par de 500 mN • m y oscila por 
un periodo de 1.3 s cuando se suprime el par, determine a) la masa del disco, 
b) el periodo de vibration si se elimina una de las barras. 

Una barra uniforme CD de 10 lb y longitud l = 2.2 ft se suelda 
en C a dos barras elasticas, que tienen extremos fijos en A y B y se sabe que 
tienen una constante de resorte de torsion combinada K = 18 lb • ft/rad. De¬ 
termine el periodo de pequenas oscilaciones, si la position de equilibrio de 
CD es a) vertical como se muestra, b ) horizontal. 



Figura PI 9.64 


19.65 Una pi aca de 1.8 kg con la forma de un triangulo equilatero se 
suspende en su centra de gravedad de un alambre de acero, el cual tiene una 
constante de torsion K = 35 mN • m/rad. Si la placa se gira 360° alrededor 
de la vertical y luego se suelta, determine a) el periodo de oscilacion, b) la 
velocidad maxima de uno de los vertices del triangulo. 


Problemas 



Figura PI 9.63 



19.66 Una plataforma horizontal P se sostiene mediante varias barras 
rigidas que se conectan a un alambre vertical. Se encuentra que el periodo 
de oscilacion de la plataforma corresponde a 2.2 s cuando la plataforma esta 
vatia y 3.8 s cuando un objeto A de momenta de inercia desconocido se co- 
loca sobre la plataforma con su centra de masa directamente abajo del cen¬ 
tra de la placa. Si el alambre tiene una constante de torsion K = 20 lb ■ ft/rad, 
determine el momenta de inercia centroidal del objeto A. 



Figura PI 9.66 
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Vibraciones mecanicas 


Una placa rectangular delgada de lados a y b esta suspendida 
de cuatro alambres verticales con la misma longitud l. Determine el periodo 
de pequenas oscilaciones de la placa cuando a) se gira a un pequeno angulo 
alrededor del eje vertical que pasa por su centra de masa G,b) se le da un 
pequeno desplazamiento horizontal en una direccion perpendicular a AB, 
c) se le da un pequeno desplazamiento horizontal en una direccion perpen¬ 
dicular a BC. 




Un disco circular de radio r = 0.8 m se suspende en su centra 
C de los alambres AB y BC soldados entre si en B. Las constantes de resorte 
torsionales de los alambres son Ki = 100 N -m/rad para AB y K 2 = 50 
N- m/rad para BC. Si el periodo de oscilacion del disco alrededor del eje AC 
es de 0.5 s, determine la masa del disco. 


19.6. APLICACION DEL PRINCIPIO DE LA CONSERVACION 
DE LA ENERGIA 

En la section 19.2 se vio que cuando una particula de masa m esta en 
movimiento armonico simple, la resultante F de las fuerzas ejercidas so- 
bre la particula tiene una magnitud que es proportional al desplazamien¬ 
to x, medido desde la position de equilibrio O, y esta dirigida hacia O; se 
escribio F = — kx. Con referencia a la section 13.6, se advirtio que F es 
una fuerza conservativa y que la energia potential es V = \kx 2 , donde V 
se supone igual a cero en la position de equilibrio x = 0. Puesto que la 
velocidad de la particula es igual a x, su energia cinetica es T = jmx 2 y 
es posible expresar que la energia total de la particula se conserva al es- 
cribir 

T + V = constante jmx 2 + \kx 2 = constante 

Al dividir entre m/2 y recordar, de la section 19.2 que k/m = w 2 , don¬ 
de o>„ es la frecuencia circular natural de la vibration, se tiene 

x 2 + wfx 2 = constante (19.25) 

La ecuacion (19.25) es caracterfstica de un movimiento armonico sim¬ 
ple, puesto que puede obtenerse a partir de la ecuacion (19.6) al mul- 
tiplicar ambos terminos por 2x e integrar. 



















El principio de conservation de la energia proporciona una forma 
conveniente de determinar el periodo de vibration de un cuerpo rfgi- 
do o de un sistema de cuerpos rigidos que poseen un solo grado de li- 
bertad, una vez que se ha establecido que el movimiento del sistema es 
un movimiento armonico simple o que puede aproximarse mediante un 
movimiento armonico simple. Al elegir una variable apropiada, como la 
distancia x o el angulo 0, se consideran dos posiciones particulares del 
sistema: 

El desplazamiento del sistema es maxima-, se tiene 7\ = 0, y Vi 
puede expresarse en terminos de la amplitud x m o 6 m (al ele¬ 
gir V = 0 en la position de equilibrio). 

El sistema pasa por su posicidn de equilibrio; se tiene V 2 = 0, 
y T 2 puede expresarse en terminos de la velocidad maxima o 
la velocidad angular maxima 0 m . 

Se expresa entonces que la energia total del sistema se conserva y 
se escribe Z\ + Vi = T 2 + V 2 . Al recordar de (19.15) que para un mo¬ 
vimiento armonico simple la velocidad maxima es igual al producto de 
la amplitud y de la frecuencia circular natural a> n , se encuentra que la 
ecuacion que se obtiene puede resolverse para o>„. 

Como ejemplo, se considera de nuevo la placa cuadrada de la sec- 
cion 19.5. En la position de desplazamiento maximo (figura 19.6 a), se 
tiene 


19.6. Aplicacion del principio 1243 

de la conservacion de la energia 
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b cos 0 m b 
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0 
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\ 
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b) 


T 1 =0 V] = W(b — b cos 6 m ) = Wb( 1 — cos 6 m ) Figura 19.6 

o puesto que 1 — cos d m = 2 sen 2 (6 m /2 ) ~ 2(d m /2) 2 = df n /2 para os- 
cilaciones de pequeria amplitud, 

1\ =0 Vi = j\Vbdf n (19.26) 

Cuando la placa pasa a traves de su position de equilibrio (figura 19.6 b), 
su velocidad es maxima y se tiene 

T 2 = jmvf n + 7,1(1)% = jmb 2 0% + \ 10% V 2 = 0 

o al recordar de la section 19.5 que Z = f mb 2 , 

T 2 = }(f inb 2 )0% V 2 = 0 (19.27) 

Al sustituir de (19.26) y (19.27) en + V 1 = T 2 + y al observar 
que la velocidad maxima 6 m es igual al producto 0 m (o n , se escribe 

\WhQ% = |(f tnb z )6%a>% (19.28) 

la cual produce o> 2 = 3g/5 b y 



como se obtuvo antes. 









PROBLEMA RESUELTO 19.4 



Determine el periodo de pequenas oscilaciones de un cilindro de radio r que 
rueda sin deslizarse dentro de una superficie curva de radio R. 


SOLUCION 



Posicion 1 
W 


Nivel de 
referencia 


Se denota por 0 el angulo que forma la linea OG con la vertical. Puesto que 
el cilindro rueda sin deslizarse, se puede aplicar el principio de la conserva¬ 
tion de la energia entre la posicion 1, donde 0 = 0 m , y la posicion 2, donde 
0 = 0 . 

Posicion 1 

Energia cinetica. Puesto que la velocidad del cilindro es cero, T 1 = 0. 
Energia potencial. A1 elegir el nivel de referencia como se muestra 
y denotar por W el peso del cilindro, se tiene 

Vi = Wh = W(R ~ r)( 1 - cos 0) 

A1 observar que para pequenas oscilaciones (1 — cos 0) = 2 sen 2 (0/2) ~ 
0 2 / 2 , se tiene 


O 



V 1 = W(R-r) — 

Posicion 2. Si se denota por 0 m la velocidad angular de la linea OG 
cuando el cilindro pasa por la posicion 2, y se observa que el punto C es el 
centra de rotation instantaneo del cilindro, se escribe 


V m = (R~ r) 0„ 
Energia cinetica 


v m R ~ r . 

= - = r o„ 


rp 1 —2 I It 2 


R — r\ z . 


Energia potencial 


= \m{R - rf0l + |(|mr 2 )| ] 0? 

= f m{R - rf0l 


V, = 0 


Conservacion de la energia 

t 1 + v 1 = t 2 + v 2 

3_ /n ..\2fl2 


0 „ 


0 + W(R - r)— = fm(R - r) J 0? n + 0 


Puesto que 0 m = co„0 m y W = mg, se escribe 
02 

mg(R -r)~Y = f m(R - r) z ((o n 0 m f 

2tt 


2 _ 1 

co n - 


3 R-r 


„ 3 R~r 

T „ = 2tt, / — - ◄ 
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RESOL UCION DE PROB LEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


En los problemas siguientes se pedira que utilice el principio de la consei-vacion de 
la energia para determinar el periodo o frecuencia natural del movimiento armoni- 
co simple de una particula o cuerpo rigido. Suponiendo que elige un angulo 0 para 
definir la posicion del sistema (con 6 = 0 en la posicion de equilibrio), lo cual se ha- 
ra en la mayoria de los problemas de esta leccion, se expresara que la energia total 
del sistema se conserva, T t + V i = T 2 + V 2 , entre la posicion 1 de desplazamiento 
maximo (0! = 0 in , di = 0) y la posicion 2 de velocidad maxima (0 2 = 0„„ 
0 2 = 0). Se tiene que T i y V 2 seran ambas cero, y que la ecuacion de la energia se 
reducira a Vi = T 2 , donde Vi y T 2 son las expresiones cuadraticas homogeneas en 
0, n y d m , respectivamente. Como, para un movimiento armonico simple, 0 m = 0 m a) n 
y al sustituir este producto en la ecuacion de la energia se obtendra, despues de sim- 
plificar, una ecuacion que es posible resolver para Una vez que se haya determi- 
nado la frecuencia circular natural gj„, puede obtenerse el periodo r„ y la frecuencia 
natural/„ de la vibration. 

Los pasos que se deben seguir son estos: 

1. Calcular la energia potencial Vi del sistema en su posicion de desplaza¬ 
miento maximo. Dibuje un bosquejo del sistema en su posicion de desplazamien¬ 
to maximo y exprese la energia potencial de todas las fuerzas implicadas (intemas, 
asi como externas) en terminos del desplazamiento maximo x m o 0 m . 

a) La energia potencial asociada con el peso W de un cuerpo es V g = W y , 

donde y es la elevation del centra de gravedad G del cuerpo sobre su posicion de 
equilibrio. Si el problema que se resuelve implica la oscilacion de un cuerpo rigido 
alrededor de un eje horizontal que pasa por el punto O localizado a una distancia b 
de G (figura 19.6), exprese y en terminos del angulo 0 que la linea del angulo OG 
forma con la vertical: y = b(l — cos 0). Pero, para pequenos valores de 0, es posible 
sustituir esta expresion con y = ^bd 2 [problema resuelto 19.4]. Por lo tanto, cuando 
0 alcanza su valor maximo 0 m , y para oscilaciones de pequena amplitud, es posible 
expresar V g como 

V g = \wb0 2 n 

Observe que si G se localiza sobre O en su posicion de equilibrio (y no debajo de O, 
como se ha supuesto), el desplazamiento vertical y sera negativo y debera aproxi- 
marse como y = —jb0 2 , el cual resultara en un valor negativo de V g . En ausencia de 
otras fuerzas, la posicion de equilibrio sera inestable, y el sistema no oscilara. (Vea- 
se, por ejemplo, el problema 19.91.) 

b) La energia potencial asociada con la fuerza eldstica ejercida por un 
resorte es V e = 2 /c.v: donde k es la constante del resorte y x es su deformation. En 
problemas que impliean la rotation de un cuerpo alrededor de un eje, por lo gene¬ 
ral se tendra x = u0, donde a es la distancia desde el eje de rotation hasta el punto 
del cuerpo donde el resorte esta conectado, y donde 0 es el angulo de rotation. Por 

( continua ) 
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lo tanto, cuando x alcanza su valor maximo x m y 9 llega a su valor maximo 9 m , es posi- 
ble expresar V e como 

V = Hr 2 = -l-n Z 9 2 

c) La energia potencial Vi del sistema en su posicion de desplazamiento 
maximo se obtiene sumando las diversas energias potenciales que se han calcula- 
do. Sera igual al producto de una constante y df n . 

2. Calcular la energia cinetica T. 2 del sistema en su posicion de velocidad 
maxima. Observe que esta posicion es tambien la posicion de equilibrio del sis- 
tema. 

a) Si el sistema esta compuesto por un solo cuerpo rigido, la energia cine¬ 
tica T 2 del sistema sera la suma de la energia cinetica asociada con el movimiento 
del centra de masa G del cuerpo y la energia cinetica asociada con la rotacion del 
cuerpo alrededor de G. Por lo tanto, se escribira 

r r _ 1 -2 , 17 2 

1 2 — 2 mv m + 2 Ia) rn 

Suponiendo que la posicion del cuerpo se ha definido mediante un angulo 6, expre- 
se v m y o) m en terminos de la razon de cambio 9 m de 9 cuando el cuerpo pase por 
su posicion de equilibrio. La energia cinetica del cuerpo se expresara entonces co- 
mo el producto de una constante y 9%. Advierta que si 9 mide la rotacion del cuer¬ 
po alrededor de su centra de masa, como fue el caso para la placa de la figura 19.6, 
entonces (o m = 9 m . En otros casos, sin embargo, la cinematica del movimiento debe 
utilizarse para derivar una relation entre a> m y 9 m [problema resuelto 19.4], 

b) Si el sistema esta compuesto de varios cuerpos rigidos, repita el calcu- 
lo anterior para cada uno de los cuerpos, utilizando la misma coordenada 9, y sume 
los resultados que se obtienen. 

3. Iguale la energia potencial Vi del sistema a su energia cinetica T 2 , 

Vr = T z 

y, recordando la primera de las ecuaciones (19.15), sustituya 9 m en el termino del la- 
do derecho por el producto de la amplitud 9 m y la frecuencia circular w„. Puesto que 
ambos terminos contienen ahora al factor 9f n , es posible cancelar este ultimo y la 
ecuacion resultante puede resolverse para la frecuencia circular 
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Problemas 


Todos los problemas deben resolverse usando el metodo de la section 19.6. 

Determine el periodo de pequenas oscilationes de una par- 
ticula pequena que se mueve sin friction dentro de una superficie cilindrica 
de radio R. 



Q 




V 


5 in. 


8 in. 


1 9 '0 Una esfera A de 14 oz. y una esfera C de 10 oz. se conectan a 
los extremos de una barra AC de masa insignificante que puede girar en un 
piano vertical alrededor de un eje en B. Determine el periodo de pequenas 
oscilationes de la barra. 

19.71 Un collarfn A de 1.8 kg esta unido a un resorte con constante 
de 800 N/m y puede deslizarse sin friction sobre una barra horizontal. Si el 
collarfn se mueve 70 mm hacia la izquierda desde su position de equilibrio 
y se suelta, determine la velocidad maxima y la aceleracion maxima del co¬ 
llarfn durante el movimiento resultante. 




-Qc 

Figura PI9.70 


'•1 


1 

C 

B 


1 

l 



1 2 

2 

B 



G l 


Figura PI 9.71 y PI9.72 

19.72 Un collarfn A de 3 lb esta unido a un resorte con constante de 
5 lb/in. y puede deslizarse sin friction sobre una barra horizontal. El colla- 
rfn esta en reposo cuando es golpeado con un rnazo y se le da una velocidad 
initial de 35 in./s. Determine la amplitud del movimiento resultante y la ace¬ 
leracion maxima del collarfn. 

19.73 Una barra uniforme AB puede girar en un piano vertical alre¬ 
dedor de un eje horizontal en C localizado a una distancia c sobre el centra 
de masa G de la barra. Para oscilaciones pequenas determine el valor de c 
para el cual la frecuencia del movimiento sera maxima. 

Un alambre homogeneo de longitud 21 se dobla en la forma 
mostrada y es capaz de girar alrededor de un pasador sin friction en B. Si se 
denota con t 0 el periodo de pequenas oscilaciones cuando (3 = 0, determine 
el angulo /3 para el cual el periodo de pequenas oscilaciones es 2r 0 . 


Figura PI9.73 



1247 




























1248 Vibraciones mecanicas 



14 in. 


Figura P19.75 



19.75 El borde interno de un volante de 85 lb se coloca sob re un filo 
de cuchillo, y se encuentra que el periodo de pequenas oscilaciones es de 
1.26 s. Determine el momenta de inercia centroidal del volante. 

19.76 Una biela esta soportada por el filo de un cuchillo en el punto 
A; se observa que el periodo de sus oscilaciones pequenas es de 1.03 s. Si 
la distancia r a es igual a 150 mm, determine el radio de giro centroidal de la 
biela. 

19.77 La barra ABC de masa total m esta doblada en la forma que se 
muestra y se sostiene en un piano vertical mediante un pasador en B y un 
resorte de constante k en C. Si al extremo C se le da un pequeno desplaza- 
miento y se suelta, determine la frecuencia del movimiento resultante en ter- 
minos de m, Lyk. 




Figura PI9.79 


Un cilindro uniforme de 15 lb puede rodar sin deslizarse sobre 
una rampa y esta conectado a un resorte AB como se muestra en la figura. 
Si el centra del cilindro se mueve 0.4 in. hacia abajo de la rampa y se suelta, 
determine a) el periodo de vibracion y b) la velocidad maxima del centra del 
cilindro. 



Dos barras uniformes, cada una de peso W = 1.2 lb y longitud 
l = 8 in., se sueldan entre si para formar el ensamble mostrado. Si la cons¬ 
tante de cada resorte es k = 0.6 lb/in. y a ese extremo A se le da un pequeno 
desplazamiento y se suelta, determine la frecuencia del movimiento resul¬ 
tante. 
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1 9.80 Una barra ligera AB de 8 kg y longitud 1 = 600 mm se conecta 
a dos collarines de masa insignificante. El collarin A se une a un resorte de 
constante k = 1.2 kN/m y puede deslizarse sobre una barra vertical, en tanto 
que el collarin B puede deslizarse libremente sobre una barra horizontal. Se 
sabe que el sistema esta en equilibrio y que 6 = 40°, si al collarin B se le da 
un pequeno desplazamiento y se suelta, determine el periodo de vibracion. 



B 

Figura PI 9.80 y PI9.81 


19.81 Una barra ligera AB de longitud l — 600 mm y masa insignifi¬ 
cante se conecta a dos collarines cada uno con masa de 8 kg. El collarin A 
se une a un resorte de constante k = 1.2 kN/m y puede deslizarse sobre una 
barra vertical, en tanto que el collarin B puede deslizarse libremente sobre 
una barra horizontal. Se sabe que el sistema esta en equilibrio y que 0 = 40°, 
si al collarin A se le da un pequeno desplazamiento y se suelta, determine el 
periodo de vibracion. 

19.82 Una barra ligera AB de 3 kg se atornilla a un disco uniforme de 
5 kg. Un resorte de constante igual a 280 N/m se conecta al disco y no esta 
deformado en la position que se muestra en la figura. Si al extremo B de la 
barra se le da un pequeno desplazamiento y luego se suelta, determine el 
periodo de vibracion del sistema. 



Una esfera A de 14 oz. y una esfera C de 10 oz. estan conecta- 
das a los extremos de una barra AC de 20 oz., la cual puede girar en un piano 
vertical alrededor de un eje en B. Determine el periodo de pequenas osci- 
laciones de la barra. 


—Qa 

5 in. 

—(d 

B 

8 in. 

-—<*c 

Figura PI 9.83 
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Vibraciones mecanicas 


19.84 Ties barras identicas estan conectadas de la manera que se 
muestra en la figura. Si b = f l, determine la frecuencia de las pequenas os- 
cilaciones del sistema. 



Figura PI 9.84 


1 9.85 Una barra AB de 800 g esta atornillada a un disco de 1.2 kg. Un 
resorte de constante k = 12 N/m esta unido al centra del disco en A y a la 
pared en C. Si el disco rueda sin deslizarse, determine el periodo de pe¬ 
quenas oscilaciones del sistema. 



19.86 y 19.8 Dos barras uniformes AB y CD. cada una de longitud 
l y masa m, estan conectadas a engranes en la forma que se indica. Si la masa 
del engrane C es in y la del engrane A es 4m, determine el periodo de pe¬ 
quenas oscilaciones del sistema. 




Figura P19.86 


Figura PI9.87 
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19.88 Una barra uniforme CD de 10 lb se suelda en C a una flecha 
de masa despreciable que se suelda a los centros de dos discos uniformes A 
y B de 20 lb. Si los dos discos ruedan sin deslizarse, determine el periodo de 
pequenas oscilaciones del sistema. 



Cuatro barras de la misma masa m e igual longitud l estan co- 
nectadas mediante los pasadores A, B, C y D y pueden moverse en un piano 
horizontal. Las barras estan unidas a cuatro resortes con la misma constante 
k y se encuentran en equilibrio en la position mostrada (6 = 45°). Deter¬ 
mine el periodo de vibration si a las esquinas A y C se les dan desplaza- 
mientos pequenos e iguales dirigidos desde una hacia la otra y se sueltan. 




19.90 La barra AB de 20 lb esta unida a los dos discos de 8 lb como 
se muestra en la figura. Si los discos ruedan sin deslizarse, determine la fre- 
cuencia de pequenas oscilaciones del sistema. 



Figura PI9.90 
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Figura PI 9.91 y PI 9.92 


19.! 1 Un pendulo invertido que consiste en una esfera de peso W y 
una barra rfgida ABC de longitud l y peso insignificante se sostiene mediante 
un pasador y una mensula en C. Un resorte de constante k se conecta a la 
barra en B y no esta deformado cuando la barra se encuentra en la position 
vertical mostrada. Determine a) la frecuencia de pequenas oscilaciones, b) 
el valor mmimo de a para el cual ocurriran las oscilaciones. 

Para el pendulo invertido del problema 19.91 y los valores da¬ 
dos de k, a y l, se observa que / = 1.5 Hz cuando W = 2 lb y que / = 0.8 
Hz cuando W = 4 lb. Determine el valor maximo de W para el cual ocurri¬ 
ran pequenas oscilaciones. 

19.93 Una barra uniforme de longitud L se sostiene mediante una 
junta de rotula en A y por medio de un alambre vertical CD. Obtenga una 
expresion para el periodo de oscilacion de la barra si al extremo B se le da 
un pequeno desplazamiento horizontal y luego se suelta. 


D - -r 

A 

- 

c 

h 

B I 


h y- 







Figura P19.93 


Una barra uniforme ABC de 2 kg se sostiene mediante un pa¬ 
sador en B y se conecta a un resorte en C. En A esta conectada al bloque 
DE de 2 kg que esta unido a un resorte y puede rodar sin friction. Si se sabe 
que cada resorte puede actual' bajo tension o compresion, determine la fre¬ 
cuencia de pequenas oscilaciones del sistema cuando la barra se gira un pe¬ 
queno angulo y luego se suelta. 



k = 50 N/m 



Figura P19.94 


19.95 Una barra uniforme ABC de 1.4 lb se sostiene mediante un pa¬ 
sador en B y se conecta a un resorte en A. En C esta conectada a un peso 
W de 3 lb que esta unido a un resorte. Si se sabe que cada resorte puede ac¬ 
tual' en tension o compresion, determine la frecuencia de pequenas oscila¬ 
ciones del sistema cuando al peso se le da un pequeno desplazamiento y 
luego se suelta. 


Figura P19.95 
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Dos barras uniformes AB y BC, cada una con masa m y longi- 
tud l, se articulan entre si en A y estan conectadas mediante pasadores a ro- 
dillos pequenos en B y C. Un resorte de constante k se encuentra unido a 
los pasadores en B y C, y se observa que el sistema esta en equilibrio cuando 
cada barra forma un angulo jS con la vertical. Determine el periodo de pe- 
queflas oscilaciones cuando al punto A se le da una pequena deflexion hacia 
abajo y se suelta. 

Cuando un cuerpo sumergido se mueve a traves de un fluido, 
las particulas del fluido fluyen alrededor del cuerpo y de ese modo adquie- 
ren energia cinetica. En el caso de una esfera que se mueve en un fluido 
ideal, la energia cinetica total adquirida por el fluido es \pVv 2 , donde p es la 
densidad de masa del fluido, V es el volumen de la esfera y v es la velocidad 
de esta misma. Considere un cascaron esferico hueco de 500 g y 80 mm de 
radio que se mantiene sumergido en un tanque de agua por medio de un re¬ 
sorte de constante igual a 500 N/m. a) Sin tomar en cuenta la friction del 
fluido, determine el periodo de vibration del cascaron cuando este se des- 
plaza verticalmente y luego se suelta. b) Resuelva el inciso a), sujaoniendo 
que el tanque se acelera hacia arriba a la razon constante de 8 m/s . 


19.7. Vibraciones forzadas 



Figura PI 9.96 



* 19 Una placa delgada de longitud 1 descansa sobre medio cilindro 
de radio r. Obtenga una expresion para el periodo de pequenas oscilacio¬ 
nes de la placa. 


Figura PI9.98 


19.7. VIBRACIONES FORZADAS 


Las vibraciones mas importantes desde el punto de vista de las aplica- 
ciones de ingenierfa son las vibraciones forzadas de un sistema. Estas 
ocurren cuando un sistema se sujeta a una fuerza periodica o cuando 
se le coneeta elasticamente a un soporte que tiene un movimiento al- 
ternante. 

Considere primero el caso de un cuerpo de masa m suspendido de 
un resorte y sujeto a una fuerza periodica P de magnitud P = P m sen 
cD/t, donde ayes la frecuencia circular de P y se conoce como frecuen- 
cia circular forzada del movimiento (figura 19.7). Esta fuerza puede 
ser una fuerza externa real aplieada al cuerpo o una fuerza centrffuga 
producida por la rotation de alguna parte desbalanceada del cuerpo 
(vea el problema resuelto 19.5). Denotando mediante % el desplaza- 
miento del cuerpo medido desde su position de equilibrio, se escribe 
la ecuacion de movimiento, 

+ |2F = rna: P m sen wf + W — k(8 est&tica + x) = mx 

Si se recuerda que W = k8 estitica se tiene 

mx + kx = P m sen toft (19.30) 



ma = mx 


Figura 19.7 
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Vibraciones mecanicas 



A continuation se considera el caso de un cuerpo de masa m sus- 
pendido de un resorte unido a un soporte movil cuyo desplazamiento 
8 es igual a 8 m sen (Oft (figura 19.8). Al medir el desplazamiento x del 
cuerpo desde la position de equilibrio estatico correspondiente a (Oft 
= 0, se encuentra que la elongation total del resorte en el tiempo t es 
^estatica + x — 8 m sen (Oft. La ecuacion de movimiento es entonces 

+12F = ma: W ~ fc(S est4tica + x - 8 m sen (o f t) = mx 

Como W = fcS est4tica se tiene 


mx + kx = k8 m sen a>ft (19.31) 

Notese que las ecuaciones (19.30) y (19.31) son de la misma forma y 
que una solution de la primera ecuacion satisfara a la segunda si se de- 
ja que P m = k8 m . 

Una ecuacion diferencial tal como (19.30) o (19.31), que posee un 
miembro del lado derecho diferente de cero, se dice que es no homoge- 
nea. Su solution general se obtiene al sumar una solution particular de 
la ecuacion dada a la solution general de la ecuacion homogenea corres¬ 
pondiente (con el miembro del lado derecho igual a cero). Una solucion 
particular de (19.30) o (19.31) puede obtenerse al tratar una solucion de 
la forma 


Figura 19.8 


ma = mx 


■^part X m Sen (Oft 


(19.32) 


Al sustituir x part por x en la ecuacion (19.30), se obtiene 
—m(OfX m sen (Oft + kx m sen (Oft = P m sen (Oft 


que puede resolverse para la amplitud, 



Fotografi'a 19.1 Un sismometro opera al medir 
la cantidad de energia necesaria para mantener 
una masa centrada en la caja en la presencia 
de una fuerte sacudida del suelo. 


' k — m(Of 

Puesto que, de acuerdo con la ecuacion (19.4), k/m = cof„ donde co n 
es la frecuencia circular natural del sistema, se escribe 


Pjk 

1 — ((Of/(O n ) 2 


(19.33) 


Al sustituir de (19.32) en (19.31), se obtiene de manera similar 




1 — {(Of/(O n Y 


(19.33') 


La ecuacion homogenea correspondiente a (19.30) o (19.31) es la 
ecuacion (19.2), que define la vibration libre del cuerpo. Su solucion 
general, denominada funcion complementaria, se encontro en la sec- 
cion 19.2: 


^comp 


= C | sen (o n t + C 2 cos (o„t 


(19.34) 
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Al sumar la solution particular (19.32) a la funcion complementary 
(19.34), se obtiene la .solution general de las ecuaciones (19.30) y (19.31): 


19.7. Vibraciones forzadas 


x = Ci sen u) n t + C 2 cos co n t + x m sen coft (19.35) 


Hay que observar que las vibraciones obtenidas consisten en dos 
vibraciones superpuestas. Los primeros dos terminos en la ecuacion 
(19.35) representan una vibration libre del sistema. La frecuencia de 
esta vibration es la frecuencia natural del sistema, la cual depende uni- 
camente de la constante k del resorte y la masa m del cuei'po, y las 
constantes C | y C 2 pueden determinate a partir de las condiciones ini- 
ciales. Esta vibration libre tambien se denomina como vibracion tran¬ 
sit oria, ya que en la practica real se ve amortiguada de inmediato por 
las fuerzas de friction (section 19.9). 

El ultimo termino en (19.35) representa la vibracion de estaclo es- 
table produeida y mantenida por la fuerza aplieada o por el movimien- 
to aplicado del apoyo o soporte. Su frecuencia es la frecuencia forza- 
da impuesta por esta fuerza o movimiento, y su amplitud x m , definida 
por (19.33) o (19.33'), depende de la razon de frecuencias (Of/a> n . La 
razon de la amplitud x m de la vibracion de estado estable a la deflexion 
estatiea P m /k causada por una fuerza P m , o a la amplitud §,„ de movi¬ 
miento del apoyo, se llama factor de amplificacidn. A partir de las ecua¬ 
ciones (19.33) y (19.33'), se obtiene 


Factor de amplificacion = p 

*- ml ft 



l 

1 — ((Of/w n f 


(19.36) 


En la figura 19.9 se ha graficado el factor de amplificacidn en funcion 
de la razon de frecuencia ay/ay,. Se advierte que cuando oy = ay,, la 
amplitud de la vibration forzada se vuelve infinita. Se dice que la fuer¬ 
za aplieada o el movimiento aplicado por el apoyo esta en resonancia 
con el sistema dado. En realidad, la amplitud de la vibracion perma- 
nece finita debido a fuerzas de amortiguamiento (section 19.9); sin em¬ 
bargo, una situation de este tipo debe evitarse, y la frecuencia forzada 
no debe elegirse demasiado cercana a la frecuencia natural del siste¬ 
ma. Tambien se pudo observar que para ay < ay, el coeficiente de sen 
<Oft en (19.35) es positivo, en tanto que para ay > ay, este coeficiente 
es negativo. En el primer caso la vibracion forzada esta en fuse con la 
fuerza aplieada o el movimiento aplicado por el apoyo, mientras que 
en el segundo caso esta a 180 °fuera defuse. 

Por ultimo, se advirtio que la veloeidad y la aceleracion en la vi¬ 
bracion de estado estable pueden obtenerse al diferenciar dos veces 
con respecto a t el ultimo termino de la ecuacion (19.35). Sus valores 
maximos se dan mediante expresiones similares a las de las ecuaciones 
(19.15) de la section 19.2, salvo que estas expresiones incluyen la ho- 
ra, la amplitud y la frecuencia circular de la vibracion forzada: 



V,n — X m (Of 


dm 


2 


(19.37) 










PROBLEMA RESUELTO 19.5 

Un motor de 350 lb se sostiene mediante cuatro resortes, cada uno con una 
constante de 750 lb/in. El desbalanceo del rotor es equivalente a un peso de 
1 oz ubicado a 6 in. del eje de rotation. Si el motor esta restringido a mo- 
verse verticalmente, determine a) la velocidad en rpm a la cual ocurrira la 
resonancia, b) la amplitud de la vibracion del motor a la velocidad de 1 200 
rpm. 



SOLUCION 


a) Velocidad de resonancia. La velocidad de resonancia es igual a 
la frecuencia circular natural co n (en rpm) de la vibracion libre del motor. La 
masa del motor y la constante equivalente de los resortes de soporte son 


350 lb 
32.2 ft/s 2 


10.87 lb • s 2 /ft 


k = 4(750 lb/in.) = 3000 lb/in. = 36000 lb/ft 


co 


n 




57.5 rad/s = 549 rpm 


Velocidad de resonancia = 549 rpm 4 


b) Amplitud de la vibracion a 1 200 rpm. La velocidad angular del 
motor y la masa del peso equivalente de 1 oz son 

to — 1 200 rpm = 125.7 rad/s 


m 


(1 oz) 


1 lb 1 
16 oz 32.2 ft/s 2 


= 0.001941 lb • s 2 /ft 


La magnitud de la fuerza centrffuga debida al desbalanceo del rotor es 
P m = ma n = mrco 2 = (0.001941 lb • s 2 /ft)(^ ft)(125.7 rad/s) 2 = 15.33 lb 
La deflexion estatica que provocarfa una carga constante P, n es 
P,„ 15.33 lb 


3000 lb/in. 


= 0.00511 in. 


La frecuencia circular forzada cof del movimiento es la velocidad angular del 
motor, 

Wf = co = 125.7 rad/s 

Al sustituir los valores de P m /k, u>f y o>„ en la ecuacion (19.33), se obtiene 
Pjk 0.00511 in. 


1 - ( co f /co,f 1 - (125.7/57.5) : 


2 = -0.001352 in. 


x rn = 0.001352 in. (fuera de fase) 4 

Nota. Como (Of > co n , la vibracion esta 180° fuera de fase con la fuer¬ 
za centrffuga debida al desbalanceo del rotor. Por ejemplo, cuando la masa 
desbalanceada esta directamente abajo del eje de rotation, la position del 
motor es x m = 0.001352 in. sobre la position de equilibrio. 
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RESOL UCION DE PROB LEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


Esta leccion se dedieo al analisis de las vibraciones forzadas de un sistema mecani- 
co. Estas vibraciones ocurren cuando el sistema se somete a una fuerza periodica P 
(figura 19.7), o cuando esta conectado elasticamente a un soporte que tiene un mo- 
viiniento alternante (figura 19.8). En el primer caso, el movimiento del sistema se 
define mediante la ecuacion diferencial 

mx + kx = P m sen ayf (19.30) 

donde el miembro del lado derecho representa la magnitud de la fuerza P en un ins- 
tante determinado. En el segundo caso, el movimiento se define mediante la ecua¬ 
cion diferencial 


mx + kx = k8 m sen oyf (19.31) 

donde el miembro del lado derecho es el produeto de la constante de resorte k y el des- 
plazamiento del soporte en un instante dado. El interes se concentrara solo en el mo¬ 
vimiento de estaclo estable del sistema, el cual se define mediante una solucidn particu¬ 
lar de estas ecuaciones, de la forma 

x part = x m sen coft (19.32) 


1. Si la vibracion forzada resulta de una fuerza periodica P, de amplitud P m 
y frecuencia circular ay, la amplitud de la vibracion es 


P„A 

1 — ((Of/(D n ) 2 


(19.33) 


donde co n es la frecuencia circular natural del sistema w„ = Vfc/m, y k es la cons¬ 
tante de resorte. Advierta que la frecuencia circular de la vibracion es ay y que la 
amplitud x m no depende de las condiciones iniciales. Para ay = oj„, el denominador 
en la ecuacion (19.33) es cero yx m es infinita (figura 19.9); se dice que la fuerza apli- 
cada P esta en resonancia con el sistema. Ademas, para ay < a)„, x m es positiva y las 
vibraciones estan enfase con P, mientras que, para ay > a)„, x, n es negativa y la vi¬ 
bracion esta fuera defase. 


a) En los problemas que siguen se pedira determinar uno de los parame- 

tros de la ecuacion (19.33) cuando se conocen los demas. Sugerimos que al resolver 
este problema se tenga siempre enfrente la figura 19.9. Por ejemplo, si se pide de¬ 
terminar la frecuencia a la cual la amplitud de una vibracion forzada tiene un valor 
determinado, pero no se sabe si la vibracion esta en o fuera de fase con respecto a 
la fuerza aplieada, en la figura 19.9 se observa que es posible que existan dos fre- 
cuencias que satisfagan este requerimiento, una que corresponde al valor positivo de 
x m y a una vibracion en fase con la fuerza aplieada, y la otra correspondiente a un 
valor negativo de x m y a una vibracion fuera de fase con la fuerza aplieada. 

( continua ) 
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b ) Una vez que se ha obtenido la amplitud x m del movimiento de una com- 
ponente del sistema eon la ecuacion (19.33), puede recurrirse a las ecuaciones (19.33) 
para determinar los valores maximos de la velocidad y la aceleracion de esa compo- 
nente: 

.v,,, ey a m x m a)f (19.37) 


c) Cuando lafuerza aplicada P se debe al desbalance del rotor de un mo¬ 
tor, su valor maximo es P m = mrwf , donde m es la masa del rotor, r es la distancia 
entre su centra de masa y el eje de rotation, y ay es igual a la velocidad o> angular 
del rotor expresada en rad/s [problema resuelto 19.5]. 


2. Si la vibracion forzada la provoca un movimiento armonico simple de un 
soporte, de amplitud 8 m y frecuencia circular ay, la amplitud de la vibracion es 




1 — (oy/w„) 


(19.33') 


donde w„ es la frecuencia circular natural del sistema, w n = vk/m. Tambien en es- 
te caso advierta que la frecuencia circular de la vibracion es ay y que la amplitud x m 
no depende de las condiciones iniciales. 


a) Asegurese de leer nuestros comentarios en los parrafos 1, la y lb, ya 
que estos se aplican igualmente bien a una vibracion provocada por el movimiento 
de un soporte. 

b) Si se especifica la aceleracion maxima a m del soporte, mas que su des- 
plazamiento maximo 8 m , recuerde que, ya que el movimiento del soporte es armo¬ 
nico simple, es posible utilizar la relation a m = S m wf para determinar 8 m ; el valor ob¬ 
tenido se sustituye entonces en la ecuacion (19.33'). 
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Problemas 


19.99 Un bloque de 50 kg se conecta a un resorte de constante k = 
20 kN/m y puede moverse sin friccion en una ranura vertical de la manera 
mostrada. Sobre el actua una fuerza periodica de magnitud P = P m sen (Oft, 
donde uy = 18 rad/s. Si la amplitud del movimiento es de 3 mm, determine 
el valor de P m . 

19 ! 00 Un collarfn de 9 lb puede deslizarse sobre una barra horizon¬ 
tal sin friccion y se conecta a un resorte de constante igual a 2.5 lb/in. Sobre 
el actua una fuerza periodica de magnitud P = P m sen Wft, donde P m = 3 
lb. Determine la amplitud del movimiento del collarfn si a) cof = 5 rad/s y 
b) (Of = 10 rad/s. 


P = P m sen tod 



Figura PI9.99 


P = P m se 

n (Oft 












Figura PI 9.100, PI 9.101 y P19.102 


19.101 Un collarfn de 9 lb puede deslizarse sobre una barra horizon¬ 
tal sin friccion y se conecta a un resorte de constante k. Sobre el actua una 
fuerza periodica de magnitud P = P m sen u>ft, donde P m = 2 lb y u>f = 5 
rad/s. Determine el valor de la constante de resorte k si se sabe que el mo¬ 
vimiento del collarfn tiene una amplitud de 6 in. y esta a) en fase con la fuerza 
aplicada, b) fuera de fase con la fuerza aplicada. 

19.102 Un collarfn de masa m que se desliza sobre una barra hori¬ 
zontal sin friccion se conecta a un resorte de constante k y sobre el actua una 
fuerza periodica de magnitud P = P m sen a>ft. Determine el intervalo de va- 
lores de u>f para el cual la amplitud de la vibracion excede tres veces la de¬ 
flexion estatica causada por una fuerza constante de magnitud P m , 

19.103 Un disco uniforme de 8 kg con radio de 200 mm esta soldado 
a una flecha vertical con un extremo fijo en B. El disco gira un angulo de 3° 
cuando se le aplica un par estatico con magnitud de 50 N • m. Si el disco se 
somete a un par de torsion con magnitud T = T, n sen u>ft, donde T m = 60 
N • m, determine el intervalo de valores de u>f para los cuales la amplitud de 
la vibracion es menor que el angulo de rotation causado por un par estatico 
de magnitud T m . 

19.104 Para el disco del problema 19.103, determine el intervalo de 
valores de a>f para los cuales la amplitud de la vibracion sera menor que 3.5°. 

19.105 Un bloque A de 8 kg se desliza en una ranura vertical sin fric¬ 
cion y se conecta a un soporte movil B mediante un resorte AB de constante 
k = 1.6 kN/m. Si el desplazamiento del soporte es 8 = S m sen (Oft, donde 
S m = 150 mm, determine el intervalo de valores de (Of para los cuales la am¬ 
plitud de la fuerza fluctuante que ejerce el resorte sobre el bloque es menor 
a 120 N. 



sen (Ort 


Figura PI9.103 y PI9.104 




S m sen (Oft 
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a) b) c) 

Figura P19.106 


19.106 La barra AB esta unida rfgidamente al bastidor de un motor 
que funciona a velocidad constante. Cuando un collarfn de masa rn se coloca 
sobre el resorte, se observa que este vibra con una amplitud de 15 mm. 
Cuando dos collarines, cada uno de masa m, se colocan sobre el resorte, se 
observa que la amplitud es de 18 mm. ^Que amplitud de vibration deberfa 
esperarse cuando se colocan tres collarines, cada uno de masa m, sobre el 
resorte? (Obtenga dos respuestas.) 

19.107 Una viga en voladizo AB soporta un bloque que provoca una 
deflexion estatica de 2 in. en B. Si se supone que el soporte en A experi- 
menta un desplazamiento periodico vertical 5 = 8 m sen u>jt donde 8 m = 0.5 
in., determine el intervalo de valores de (Of para los cuales la amplitud del 
movimiento del bloque sera menor que 1 in. Desprecie la masa de la viga y 
suponga que el bloque no sale de la misma. 


S = S m sen (Oft | 

c f - " 

Figura PI 9.107 





Figura P19.108 


19.108 Un motor de velocidad variable esta unido rfgidamente a una 
viga BC. Cuando la velocidad del motor es menor que 600 rpm o mayor que 
1 200 rpm, se observa que un pequeno objeto colocado en A permanece en 
contacto con la viga. Para velocidades entre 600 y 1 200 rpm se observa que 
el objeto “baila” e incluso pierde contacto con la viga. Determine la veloci¬ 
dad a la que ocurrira la resonancia. 


19.109 Un bloque A de 8 kg se desliza en una ranura vertical sin fric¬ 
tion y se conecta a un soporte movil B mediante un resorte AB de constante 
k = 120 N/m. Si se sabe que el desplazamiento del soporte es a = a m sen 
(Oft, donde a rn = 1.5 m/s 2 y (Of = 5 rad/s, determine a ) el desplazamiento 
maximo del bloque A y b) la amplitud de la fuerza fluctuante que ejerce el 
resorte sobre el bloque. 





a m sen Wft 


Figura PI9.109 


19.110 Una pelota de 0.8 lb se conecta a una paleta por medio de una 
cuerda elastica AB de constante k = 5 lb/ft. Si la paleta se mueve vertical- 
mente de acuerdo con la relation S = 8 m sen (Oft, donde 8 m — 8 in., deter¬ 
mine la frecuencia circular coj maxima permisible si la cuerda debe mante- 
nerse tensa. 
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19.111 Un pendulo simple de longitud / se suspende de un collarfn C, 
que es forzado a moverse de manera horizontal de acuerdo con la relation 
x c = 8 m sen u>ft. Determine el intervalo de valores de a>f para los cuales la 
amplitud del movimiento de la plomada es menor que 8 m . (Suponga que 8 m 
es pequeno comparado con la longitud 1 del pendulo.) 

19.112 La plomada de 1.2 kg de un pendulo simple de longitud l = 
600 mm se suspende de un collarfn C de 1.4 kg. El collarfn es obligado a 
moverse de acuerdo con la relation x c — 8 m sen u>ft, con una amplitud 8 m 
= 10 mm y una frecuencia ft = 0.5 Hz. Determine a) la amplitud del mo¬ 
vimiento de la plomada, b) la fuerza que debe aplicarse al collarfn C para 
mantener el movimiento. 

19.113 Un motor de masa M se sostiene mediante resortes con una 
constante de resorte equivalente k. El desbalance de su rotor es equivalente 
a una masa m ubicada a una distancia r del eje de rotation. Demuestre que 
cuando la velocidad angular del rotor es u>f, la amplitud x m del movimiento 
del motor es 


r(in/M)(a>f/w n ) 2 
1 - (ay/wj 2 


donde = Vfc/M. 

Cuando la velocidad rotational de un motor de 100 kg sopor- 
tado por resortes se incrementa, la amplitud de la vibration debida al des¬ 
balance de su rotor de 15 kg aumenta primero y luego disminuye. Se observa 
que cuando se alcanzan velocidades muy altas, la amplitud de la vibration se 
aproxima a 3.3 mm. Determine la distancia entre el centra de masa del ro¬ 
tor y su eje de rotation. ( Sugerencia: Utilice la formula que se obtuvo en el 
problema 19.113.) 

19.115 Un motor que pesa 400 lb se sostiene mediante resortes que 
tienen una constante total de 1 200 lb/in. El desbalance del rotor es equiva¬ 
lente a un peso de 1 oz. ubicada a 8 in. del eje de rotation. Determine el in¬ 
tervalo de valores pennisibles de la velocidad del motor si la amplitud de la 
vibration no debe superar 0.06 in. 

19.116 Conforme la velocidad rotational de un motor soportado por 
resortes aumenta de manera gradual desde 300 hasta 500 rpm, se observa 
que la amplitud de la vibration debida al desbalance de su rotor aumenta de 
manera continua desde 1.5 hasta 6 mm. Determine la velocidad a la cual ocu- 
rrira la resonancia. 

19.117 Un motor de 220 lb esta atornillado a una viga horizontal li- 
gera. El desbalance de su rotor es equivalente a un peso de 2 oz. ubicado a 
4 in. del eje de rotation. Si la resonancia ocurre cuando el motor tiene una 
velocidad de 400 rpm, determine la amplitud de la vibration de estado es- 
table a a) 800 qrm, b) 200 rpm, c) 425 rpm. 

19.118 Un motor de 180 kg esta atornillado a una viga horizontal li- 
gera. El desbalance de su rotor es equivalente a una masa de 28 g ubicada 
a 150 mm del eje de rotation, y la deformation estatica de la viga debida al 
peso del motor es de 12 mm. La amplitud de la vibration debida al desba¬ 
lance puede disminuirse agregando una placa a la base del motor. Si la am¬ 
plitud de la vibration debe ser menor a 60 /an, para velocidades del motor 
mayores que 300 rpm, determine el peso requerido de la placa. 


xc = S m sen (Oft 
/ 


C 



Figura PI9.111 y P.19.112 



Figura P19.117\ P.19.118 
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19,119 El desbalance del rotor de un motor de 400 lb es equivalente 
a un peso de 3 oz. localizado a 6 in. del eje de rotacion. A fin de limitar en 
0.2 lb la amplitud de la fuerza fluctuante ejercida sobre el cimiento cuando 
el motor opera a velocidades de 100 rpm o mayores, se debe colocar una al- 
mohadilla entre el motor y el cimiento. Determine a) la constante de resorte 
k maxima permisible para la almohadilla, b) la amplitud correspondiente de 
la fuerza fluctuante ejercida sobre el cimiento cuando el motor se opera a 
200 rpm. 

19.12C Un motor de 180 kg se sostiene mediante resortes de cons¬ 
tante total igual a 150 kN/m. El desbalance del rotor es equivalente a una 
masa de 28 g ubicada a 150 mm del eje de rotacion. Determine el intervalo 
de velocidades del motor para el cual la amplitud de la fuerza fluctuante ejer¬ 
cida sobre el cimiento es menor a 20 N. 


Figura PI9.119 



19.121 Un vibrometro que se utiliza para medir la amplitud de vi¬ 
braciones consiste en una caja que contiene un sistema masa-resorte con una 
frecuencia natural conocida de 120 Hz. La caja esta rfgidamente unida a la 
superficie que se mueve de acuerdo con la ecuacion y = S m sen cojt. Si la 
amplitud z m del movimiento de la masa relativo a la caja se utiliza como una 
medida de la amplitud S,„ de la vibracion de la superficie, determine a) el 
error porcentual cuando la frecuencia de la vibracion es de 600 Hz y b) la 
frecuencia a la cual el error es cero. 

19.122 Cierto acelerometro esta compuesto esencialmente por una 
caja que contiene un sistema masa-resorte con una frecuencia natural cono¬ 
cida de 2 200 Hz. La caja esta rfgidamente unida a una superficie que se 
mueve de acuerdo con la ecuacion y = S m sen (Oft. Si la amplitud z m del mo¬ 
vimiento de la masa relativa a la caja por un factor de escala co^ se utiliza 
como una medida de la aceleracion maxima a m = 8 m u>f de la superficie vi- 
brante, determine el error porcentual cuando la frecuencia de la vibracion 
es de 600 Hz. 


19.123 Las figuras (1) y (2) muestran como es posible utilizar resor¬ 
tes para soportar un bloque en dos situaciones diferentes. En la figura (1) 
los resortes ayudan a disminuir la amplitud de la fuerza fluctuante transmi- 
tida por el bloque al cimiento. En la figura (2) ayudan a disminuir la ampli¬ 
tud del desplazamiento fluctuante que transmite el cimiento al bloque. El 
cociente de la fuerza transmitida y la fuerza aplicada o el cociente entre el 
desplazamiento transmitido y el desplazamiento que se genera recibe el nom- 
bre de transmisibilidad. Obtenga una ecuacion para la transmisibilidad en 
cada situation. Indique su respuesta en terminos de la razon a>f/co n de la fre¬ 
cuencia Wf de la fuerza aplicada o el desplazamiento que se genera respecto 
a la frecuencia natural co n del sistema resorte-masa. Demuestre que para pro- 
vocar cualquier reduction en la transmisibilidad, el cociente u>f/u> n debe ser 
mayor que V2. 


P = P m sen (Oft 



(1) (2) 

Figura PI9.123 


















19.124 Un disco de 60 lb se conecta con una excentricidad e = 0.006 in. 
al punto medio de una flecha vertical AB que gira a una velocidad angular cons- 
tante u>f. Si se sabe que la constante de resorte k para el movimiento horizon¬ 
tal de un disco es de 40 000 lb/ft, determine a) la velocidad angular u>f en la 
cual ocurrira resonancia y b) la deflexion r de la flecha cuando u>f = 1 200 rpm. 

19.125 Un pequeno remolque y su carga tienen una masa total de 250 
kg. El remolque se sostiene por medio de dos resortes, cada uno de cons¬ 
tante igual a 10 kN/m, y se jala sobre un camino, cuya superficie puede apro- 
ximarse por medio de una curva senoidal con una amplitud de 40 mm y una 
longitud de onda de 5 m (esto es, la distancia entre crestas sucesivas es de 
5 m y la distancia vertical de cresta a seno es de 80 nun). Determine a) la 
velocidad a la cual ocurrira la resonancia y b) la amplitud de la vibration del 
remolque a una velocidad de 50 km/h. 



19.126 El bloque A puede moverse sin friction en la ranura como se 
muestra en la figura y sobre el actua una fuerza periodica vertical de magnitud 
P = P m sen (Oft. donde ay = 2 rad/s y P m = 20 N. Un resorte de constante k se 
conecta a la parte inferior del bloque A y a un bloque B de 22 kg. Determine 
a) el valor de la constante k que evitara una vibration de estado estable del blo¬ 
que A y b) la amplitud correspondiente de la vibration del bloque B. 
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Figura PI9.126 


VIBRACIONES AMORTIGUADAS 

*19.8. VIBRACIONES LIBRES AMORTIGUADAS 

Los sistemas vibratorios considerados en la primera parte de este ca- 
pitulo se supusieron libres de amortiguamiento. En realidad, todas las 
vibraciones se amortiguan en cierto grado gracias a las fuerzas de fric¬ 
tion. Estas fuerzas pueden deberse a friction seca o a friction de Cou¬ 
lomb, entre cuerpos rigidos, a friction flu id a, cuando un cuerpo rigido 
se mueve en un fluido, o & friction interna entre las moleculas de un 
cuerpo aparentemente elastico. 

Un tipo de amortiguamiento de interes especial es el amortigua¬ 
miento viscoso ocasionado por friction o rozamiento de un fluido a ve- 
locidades bajas y moderadas. El amortiguamiento viscoso se caracteriza 
por el hecho de que la fuerza de friction es directamente proportional 
y opuesta a la velocidad del cuerpo en movimiento. Como ejemplo, 
considerese de nuevo un cuerpo de masa m suspendido de un resorte 
de constante k, donde se supondra que el cuerpo esta conectado al em- 
bolo de un amortiguador (figura 19.10). La magnitud de la fuerza de 
friction que ejerce el fluido de los alrededores sobre el embolo es igual 
a cx, donde la constante c, expresada en N • s/m o lb • s/ft y que se co- 
noce como coeficiente de amortiguamiento viscoso, depende de las pro- 
piedades fisicas del fluido y de la construction del amortiguador. La 
ecuacion de movimiento es 

+ |2F = rna: W — k(8 est&tica + x) — cx = mx 























(19.38) 
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Cuando W = fcS estatica se escribe 



Figura 19.10 


rnx + cx + kx = 0 


Al sustituir x = e Xt en (19.38) y dividir entre e Xt se escribe la ecua¬ 
cion caracteristica 


mX 2 + cX + k = 0 


(19.39) 


y se obtienen las raices 



(19.40) 


Al definir el coeficiente de amortiguamiento critico c c , como el valor de 
c que hace que el radical en la ecuacion (19.40) se iguale a cero, se es¬ 
cribe 

\2 k l~k 

- = 0 c c = 2m — = 2mw n (19.41) 

/ >n V m 

donde a> n es la frecuencia circular natural del sistema en ausencia de 
amortiguamiento. Se pueden distinguir tres casos diferentes de amor¬ 
tiguamiento, dependiendo del valor del coeficiente c. 



1. Sobreamortiguamiento o amortiguamiento fuerte: c > c c . Las 
raices A, y A, de la ecuacion caracteristica (19.39) son reales 
y distintas, y la solution general de la ecuacion diferencial 
(19.38) es 

X = C ie Xlt + C 2 e x * (19.42) 

Esta solution corresponde a un movimiento no vibratorio. 
Puesto que A x y A 2 son ambas negativas, x tiende a cero cuan¬ 
do t aumenta de manera indefinida. Sin embargo, el sistema 
en realidad vuelve a su position de equilibrio despues de un 
tiempo finito. 

Amortiguamiento critico: c = c c . La ecuacion caracteristica tie- 
ne una doble raiz A = —c c /2m = — o>„, y la solution general 
de (19.38) es 

x = (C 1 + C z t)e~ u>nt (19.43) 

El movimiento que se obtiene es otra vez no vibratorio. Los 
sistemas crfticamente amortiguados son de especial interes en 
aplicaciones de ingenieria, pues vuelven a su position de equi¬ 
librio en el tiempo mas corto posible sin oscilacion. 

3. Subamortiguamiento o amortiguamiento debil: c < c c . Las rai¬ 
ces de la ecuacion (19.39) son complejas y conjugadas, y la so¬ 
lution general de (19.38) es de la forma 

x = e~ ( ' c,/2m ' )t (C, sen oj d t + C 2 cos co d t) (19.44) 



















donde u> d se define por la relation 
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2 _ 
U> d — 


k 

m 


c 

2m 


Al sustituir k/m = y recordar (19.41), se escribe 


u>d — 




(19.45) 


donde la constante c/c c se conoce como e\ factor de amortiguamiento. 
Aun cuando el movimiento en realidad no se repite a si mismo, la cons¬ 
tante a> d se conoce comunmente como la frecuencia circular de la vi¬ 
bration amortiguada. Una sustitucion similar a la que se utilizo en la 
section 19.2 permite escribir la solution general de la ecuacion (19.38) 
en la forma 


x = XqC S en (co d t + 4>) (19.46) 

El movimiento definido por la ecuacion (19.46) es vibratorio con 
amplitud decreciente (figura 19.11), y el intervalo de tiempo T d = 
2ttI u> d que separa dos puntos sucesivos donde la curva definida por la 
ecuacion (19.46) toca una de las curvas limite que se muestran en la 
figura 19.11 se conoce comunmente como el periodo de vibradon 
amortiguada. De acuerdo con la ecuacion (19.45), se observa que w d < 
a> n y, por ello, que r d es mas grande que el periodo de vibration t„ del 
sistema no amortiguado correspondiente. 



Figura 19.11 
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Si el sistema considerado en la section anterior esta sujeto a una fuer- 
za periodica P de magnitud P = P m sen ay#, la ecuacion de movimien- 
to se convierte en 



Fotografi'a 19.2 La suspension de automovil 
esta compuesta, en esencia, por un resorte y un 
amortiguador, el cual provocara que la carrocerla 
se someta a vibraciones forzadas amortiguadas 
cuando el vehlculo sea conducido sobre un 
camino disparejo. 


mx + cx + kx = P m sen ay# (19.47) 

La solution general de (19.47) se obtiene al sumar una solution par¬ 
ticular de (19.47) a la funcion complementary o solution general de la 
ecuacion homogenea (19.38). La funcion complementary esta dada por 
(19.42), (19.43) o (19.44), segun el tipo de amortiguamiento conside¬ 
rado. Esto representa un movimiento transitorio que finalmente se 
amortigua. 

El interes en esta section se centra en la vibration de estado esta- 
ble representada por una solution particular' de (19.47) de la forma 

Xpart = x rn sen (t Oft - cp) (19.48) 

Al sustituir x part en vez de x en (19.47), se obtiene 

—ma)fX m sen (ay# — cp) + ca)fX m cos (ay# — cp) + kx m sen (ary# — cp) 

= P m sen toft 


Al hacer ay# — cp sucesivamente igual a 0 y a 7 t/ 2, se escribe 


ctofX m = P m sen cp (19.49) 

(k ~ mtof) x m = P m cos cp (19.50) 

Al elevar al cuadrado ambos miembros de (19.49) y (19.50) y sumar, 
resulta 


[(k ~ mtof) 2 + (cay) 2 ] x 2 m = P 2 m (19.51) 

Al resolver (19.51) parax m y dividir (19.49) y (19.50) miembro a miem- 
bro, se obtiene, respectivamente, 



Fotografi'a 19.3 La camioneta experimenta 
vibracion forzada amortiguada en la prueba 
dinamica para vehiculos que se muestra en la 
fotografi'a. 


(k — mtof) 2 + ( ctof ) L 


Ctof 

tan cp = - - —5" (19.52) 

k — mtof 


De acuerdo con la ecuacion (19.4) de que k/m = or 2 , donde u> n es 
la frecuencia circular de la vibracion libre no amortiguada, y conforme 
a (19.41), de que 2mco n = c c , donde c c es el coeficiente de amortigua¬ 
miento critico del sistema, se escribe 


_ 1 

?Jk ~ ” V[1 - (oy/or,,) 2 ] 2 + [2(c/c c )(to f /to n )f 


(19.53) 



(19.54) 
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La formula (19.53) expresa el factor de amplificacion en funcion 
de la razon de frecuencias «y/o>„ y del factor de amortiguamiento c/c c . 
Es posible usarla para determinar la amplitud de la vibracion de esta- 
do estable produeida por una fuerza aplieada de magnitud P = P rn sen 
< Oft o por el movimiento de apoyo aplicado 8 = 8, n sen Wft. La formu¬ 
la (19.54) define en terminos de los mismos parametros la diferencia 
defase q> entre la fuerza aplieada o el movimiento del apoyo aplicado 
y la vibracion de estado estable resultante del sistema amortiguado. El 
factor de amplificacion se ha graficado en funcion de la razon de fre¬ 
cuencias en la figura 19.12 para diferentes valores del factor de amor¬ 
tiguamiento. Se observa que la amplitud de una vibracion forzada puede 
mantenerse pequena al elegir un alto coeficiente de amortiguamiento 
viscoso c o al mantener alejadas las frecuencias natural y forzada. 



Figura 19.12 


*19.10. ANALOGIAS ELECTRICAS 

Los circuitos electricos oscilantes se caracterizan por ecuaciones dife- 
renciales del mismo tipo que las que se obtienen en las secciones pre- 
cedentes. Por lo tanto, su analisis es similar al de un sistema mecani- 
co, y los resultados que se obtienen para un sistema vibratorio dado 
pueden extenderse de inmediato al circuito equivalente. De manera 
inversa, cualquier resultado obtenido para un circuito electrico se apli- 
cara tambien al sistema mecanico correspondiente. 
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Figura 19.13 


Considere un circuito electrico compuesto por un inductor de in- 
ductancia L, un resistor de resistencia R y un capacitor de capacitan- 
cia C conectado en serie con una fuente de voltaje alterno E = E m sen 
Wft (figura 19.13). De la teoria elemental de circuitos + se sabe que si i 
denota la corriente en el circuito y q la carga electrica en el capacitor, 
la caida de potencial es L(di/dt) a traves del inductor, Ri a traves del 
resistor y q/C a traves del capacitor. Al expresar que la suma algebrai- 
ca del voltaje aplicado y de las caidas de potencial alrededor del cir¬ 
cuito cerrado es cero, se escribe 


di q 

sen (Oft — L—jj — Ri — — =0 


C 


(19.55) 


Al reordenar los terminos y recordar que en cualquier instante la co¬ 
rriente i es igual a la razon de cambio q de la carga q, se tiene 


Lq + Rq + q = E m sen (Oft (19.56) 


Se verifica que la ecuacion (19.56), que define las oscilaciones del cir¬ 
cuito electrico de la figura 19.13, es del mismo tipo que la ecuacion 
(19.47), la cual caracteriza las vibraciones forzadas amortiguadas del 
sistema mecanico de la figura 19.10. Al comparar las dos ecuaciones, 
es posible construir una tabla de las expresiones mecanicas y electricas 
analogas. 


Tabla 19.2. Caracterfsticas de un sistema mecanico 
y de sus analogi'as electricas 


Sistema mecanico 

Circuito electrico 

m Masa 

L Inductancia 

c Coeficiente de amortiguamiento 

R Resistencia 

viscoso 

1/C Reciproco de la 

k Constante de resorte 

capacitancia 

x Desplazamiento 

q Carga 

v Velocidad 

i Corriente 

P Fuerza aplicada 

E Voltaje aplicado 


Vease C. R. Paul, S. A. Nasar y L. E. Unnewehr, Introduction to Electrical Engi¬ 
neering, 2a. ed., McGraw-Hill, Nueva York, 1992. 
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obtuvieron en las secciones anteriores para diversos sistemas mecanicos 
a sus analogos eleetricos. Por ejemplo, la amplitud i m de la corriente en 
el circuito de la figura 19.13 se obtiene al notar que corresponde al va¬ 
lor maximo v m de la velocidad en el sistema mecanico analogo. De acuer- 
do con la primera de las ecuaciones (19.37), v m = x m (Of, si se sustituye 
x m de la ecuacion (19.52) y se reemplazan las constantes del sistema me- 
canico con expresiones electricas correspondientes, se tiene 


i 


m 





+ (Rcof)" 


hn 


E 


m 




1 \ 2 



(19.57) 


El radical en la expresion anterior se conoce como impeclancia del cir¬ 
cuito electrico. 

La analogia entre sistemas y circuitos eleetricos se cumple tanto 
para oscilaciones transitorias como para oscilaciones de estado estable. 
Las oscilaciones del circuito que se muestra en la figura 19.14, por 
ejemplo, son analogas a las vibraciones libres amortiguadas del sistema 
de la figura 19.10. En cuanto a lo que se refiere a condiciones inicia- 
les, debe advertirse que sera del circuito S cuando la carga en el capa¬ 
citor es q = c/o es equivalente a liberar la masa del sistema mecanico 
sin velocidad inicial desde la position x = x 0 . Se debe observar tam- 
bien que si una bateria de voltaje eonstante E se introduce en el cir¬ 
cuito electrico de la figura 19.14, el cierre del interruptor S sera equi- 
valente a aplicar en forma repentina una fuerza de magnitud eonstante 
P a la masa del sistema mecanico de la figura 19.10. 

El analisis anterior serfa de valor cuestionable si el unico resulta- 
do fuera hacer posible que los estudiantes de mecanica analizaran cir¬ 
cuitos eleetricos sin aprender los elementos de la teorfa de circuitos. 
Se espera que este analisis sirva, en cambio, de motivation para que 
los estudiantes apliquen en la solution de problemas de vibraciones 
mecanicas las tecnicas matematicas que quizas aprendieron en los ul- 
timos cursos de teorfa de circuitos. Sin embargo, el valor principal del 
concepto de la analogia electrica reside en su aplicacion en metodos 
experimentales para la determination de las caractensticas de un siste¬ 
ma mecanico determinado. De hecho, un circuito electrico se constru- 
ye con mayor facilidad que un modelo mecanico, y el hecho de que 
sus caractensticas puedan modificarse al variar la inductancia, la resis- 
tencia o la capacidad de sus diferentes componentes hace que el uso 
de la analogia electrica resulte particularmente conveniente. 


R 



Figura 19.14 
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P = P m sen Wft 

Figura 19.15 


Figura 19.16 


C 1 i?! 



Para determinar la analogfa electrica de un sistema mecanico de- 
terminado, hay que central' la atencion en cada masa en movimiento del 
sistema y obsei'var que resortes, amortiguadores o fuerzas externas se 
le aplican directamente. Despues es posible construir un circuito elec- 
trico equivalente para duplicar cada una de las unidades mecanicas de- 
finidas de esa forma; los diferentes circuitos que se obtienen de ese mo- 
do formaran en conjunto el circuito deseado. Considerese, por ejemplo, 
el sistema mecanico de la figura 19.15. Se observa que sobre la masa 
rn | actuan dos resortes de constantes k \ y k 2 y dos amortiguadores ca- 
racterizados por los coeficientes de amortiguamiento viscoso C\ y c 2 . El 
circuito electrico debe incluir consecuentemente un lazo consistente en 
un inductor de inductancia L, proporcional a mi, de dos capacitores de 
capacitancia Ci y C 2 inversamente proporcionales a ki y k 2 , respectiva- 
mente, y de dos resistores de resistencia II i y R 2 , proporcionales de for¬ 
ma respectiva a c 1 y c 2 . Puesto que sobre la masa m 2 actua el resorte k 2 
y el amortiguador c 2 , asi como la fuerza P = P m sen tOft , el circuito de¬ 
be incluir tambien un lazo que contenga al capacitor C 2 , al resistor R 2 , 
al nuevo inductor L 2 y a la fuente de voltaje E = E m sen wft (fi¬ 
gura 19.16). 

Para confirmar que el sistema mecanico de la figura 19.15 y el cir¬ 
cuito electrico de la figura 19.16 satisfacen en realidad las mismas ecua- 
ciones diferenciales, se deduciran primero las ecuaciones de movimien¬ 
to para mi y m 2 . Al denotar, respectivamente, por x 1 y x 2 los despla- 
zamientos de mi y m 2 de sus posiciones de equilibrio, se observa que 
la elongation del resorte ki (medida desde la position de equilibrio) es 
igual a xi, en tanto que la elongation del resorte k 2 es igual al despla- 
zamiento relativo x 2 — x, de m 2 con respecto a Por lo tanto, las 
ecuaciones de movimiento para m 1 y m 2 son 


miXi + ci±i + c 2 (x i - x 2 ) + kiXi + k 2 (xi - x 2 ) = 0 (19.58) 


m 2 x 2 + c 2 (x 2 - Xi) + k 2 (x 2 - xi) = P m sen w f t (19.59) 


Considere ahora el circuito electrico de la figura 19.16; se denota, res¬ 
pectivamente, por ij e i 2 la corriente en el primero y el segundo lazos, 
y por qi y q 2 las integrates fi 2 dt e Ji 2 dt. Al notar que la carga en el 
capacitor Ci es q 1; mientras que la carga en C 2 es qi — q 2 , se expresa 
que la suma de las diferencias de potential en cada lazo es cero y se 
obtienen las siguientes ecuaciones 

L{q i + Rfo + R 2 (c h ~q 2 )+ jr + r = 0 (19.60) 


q i - q 2 

L 2 q 2 + R 2 (q 2 ~ qq) + T, = E m sen w f t (19.61) 

^2 

Es facil verificar que las ecuaciones (19.60) y (19.61) se reducen a 
(19.58) y (19.59), respectivamente, cuando se efectuan las sustitucio- 
nes indieadas en la tabla 19.2. 

















RESOL UCION DE PROB LEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


En esta lection se formulo un modelo mas realista de un sistema vibratorio al incluir 
el efeeto del amortiguamiento viscoso provocado por la friction fluida. El amortigua- 
miento viscoso se represento en la figura 19.10 mediante la fuerza ejercida sobre el 
cuerpo en movimiento por un embolo que se mueve en el interior de un amortigua- 
dor. Esta fuerza es igual en magnitud a cx, donde la constante c, expresada en N • s/m 
o lb • s/ft, se conoce como coeficiente de amortiguamiento viscoso. Tengase presente 
que es necesario utilizar la misma convention de signos para x, x y x. 


1. Vibraciones libres amortiguadas. Se encontro que la ecuacion diferencial 
que define este movimiento es 

rnx + cx + kx = 0 (19.38) 

Para obtener la solution de esta ecuacion, calcule el coeficiente de amortiguamiento 
crftico c c utilizando la formula 

c c = 2 mS/k/m = 2 mw n (19.41) 

donde o>„ es la frecuencia circular natural del sistema no amortiguado. 

a) Si c > c c (sobreamortiguamiento), la solution de la ecuacion (19.38) es 

x = Cie Alt + (19.42) 


donde 



(19.40) 


y donde las constantes Ci y C 2 pueden determinarse a partir de condiciones inicia- 
les x(0) y i'(0). Esta solution corresponde a un movimiento no vibratorio. 

b) Si c = c c (amortiguamiento critico), la solution de la ecuacion (19.38) es 

x = (C x + C4)e~'°" t (19.43) 

que corresponde tambien a un movimiento no vibratorio. 

c) Si c < c c (subamortiguamiento), la solution de la ecuacion (19.38) es 

x = x 0 e - ^ 2m)t sen (<n f ; t + f) (19.46) 


donde 



(19.45) 


y donde x 0 y <f> pueden determinarse a partir de las condiciones iniciales x(0) y x(0). 
Esta solution corresponde a oscilaciones de amplitud decreciente y de periodo r f/ = 
277 /coj (figura 19.11). 

(i continua ) 
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2. Vibraciones forzadas amortiguadas. Estas vibraciones ocurren cuando un 
sistema con amortiguamiento viscoso se somete a una fuerza periodica P de magni- 
tud P = P m sen a>ft o cuando esta elasticamente conectado a un apoyo con un mo- 
vimiento alternative 8 = 8 m sen u>ft. En el primer caso el movimiento se define me- 
diante la ecuacion diferencial 


mx + cx + kx = P m sen u>ft (19.47) 

y en el segundo caso mediante una ecuacion similar que se obtiene al reemplazar P m 
con k8 m . Solo interesa el movimiento de estado estable del sistema, el cual se defi¬ 
ne mediante una solution particular de estas ecuaciones, de la forma 

* P art = sen (t o f t - <p) (19.48) 

donde 


P ’n/ k V[1 - (C0f/+ [2(C/C c )(c0 f /C0 n )] 2 


(19.53) 


y 

2 (c/c c )((Of/w n ) 

tan <p = — (19.54) 

1 - (t Of/Mj 


La expresion dada en la ecuacion (19.53) se conoce como factor de amplification y 
se ha graficado en funcion de la razon de frecuencias (Of/(o n en la figura 19.12 para 
valores diferentes del factor de amortiguamiento c/c c . En los problemas que siguen 
es posible que se le pida determinar uno de los parametros de las ecuaciones (19.53) 
y (19.54) cuando se conocen los demas. 
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Problemas 


19.127 Demuestre que en el caso de sobreamortiguamiento (c > c c ) 
un cuerpo nunca pasa por su posicion de equilibrio O a) si se suelta sin ve- 
locidad inicial desde una posicion arbitraria, o b) si empieza desde O con una 
velocidad inicial arbitraria. 

19.128 Demuestre que en el caso de sobreamortiguamiento (c > c c ), 
un cuerpo que se suelta desde una posicion arbitraria con una velocidad 
inicial arbitraria no puede pasar mas de una vez por su posicion de equili¬ 
brio. 


19 29 En el caso de subamortiguamiento, los desplazamientos x 2 , 
x 3 , que se muestran en la figura 19.11 pueden suponerse iguales a los des¬ 
plazamientos maximos. Demuestre que la razon de dos desplazamientos ma- 
ximos sucesivos x n y x n +i es constante y que el logaritmo natural de este co- 
ciente, denominado decremento logaritmico, es 


In 


2tt(c/c c ) 

Vl - (c/cf 


19.130 En la practica muchas veces es dificil determinar el decre¬ 
mento logaritmico de un sistema con subamortiguamiento como el definido 
en el problema 19.129 mediante dos desplazamientos maximos sucesivos. De¬ 
muestre que el decremento logaritmico puede tambien expresarse como (1/k) 
In(x„/x n+ fc), donde k es el numero de ciclos entre lecturas de desplazamiento 
maximo. 

19.131 En un sistema con subamortiguamiento (c < c c ), el periodo de 
vibracion se define comunmente como el intervalo de tiempo tj = Ztt/cqj 
correspondiente a dos puntos sucesivos donde la curva desplazamiento- 
tiempo toca una de las curvas llmite que se muestran en la figura 19.11. 
Demuestre que el intervalo de tiempo a) entre un desplazamiento positivo 
maximo y el siguiente desplazamiento negativo es b) entre dos despla¬ 
zamientos cero sucesivos es c) entre un desplazamiento maximo positivo 
y el siguiente desplazamiento cero es mayor que 

19.132 El bloque mostrado se baja 1.2 in. desde su posicion de equi¬ 
librio y se suelta. Si se sabe que despues de 10 ciclos el desplazamiento ma¬ 
ximo del bloque es 0.5 in., determine a) el factor de amortiguamiento c/c c , 
b) el valor del coeficiente de amortiguamiento viscoso. ( Sugerencia: Vea los 
problemas 19.129 y 19.130.) 



Figura PI9.132 
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19.133 Un vagon de ferrocarril cargado que pesa 30 000 lb rueda a 
una velocidad constante v 0 cuando se acopla con un sistema de resorte y 
amortiguador (figura 1). La curva de desplazamiento contra tiernpo regis- 
trada para el vagon de ferrocarril despues del acoplamiento es corno se mues- 
tra en la figura 2. Determine a) la constante de amortiguamiento, b) la cons¬ 
tante de resorte. ( Sugerencia: Utilice la definition de decremento logarftmico 
dada en el problema 19.129.) 




Figura PI9.133 


Un bloque de 4 kg se deja caer desde una altura de 800 mm 
sobre un bloque B de 9 kg que esta en reposo. El bloque B esta soportado 
por un resorte de constante k = 1 500 N/m y se encuentra unido a un amor¬ 
tiguador con coeficiente c = 230 N • s/m. Si se sabe que no hay rebote, de¬ 
termine la maxima distancia que se moveran los bloques despues del im- 
pacto. 



19.135 Retome el problema 19.134, y ahora suponga que el amorti¬ 
guador tiene un coeficiente c = 300 N • s/m. 

19.1 36 El barril de un canon de campana pesa 1 500 lb y regresa a la 
position de disparo despues de retroceder mediante un recuperador de cons¬ 
tante c = 1 100 lb • s/ft. Determine a) la constante k que debe utilizarse para 
que el recuperador regrese el barril a la position de disparo en el tiempo 
mas corto posible sin ninguna oscilacion, b) el tiempo necesario para que el 
barril retroceda dos tercios del trayecto desde su position de retroceso rna- 
ximo hasta la position de disparo. 
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19.137 Una barra uniforme de masa m se sostiene por medio de un 
pasador en A y un resorte de constante k en B y se conecta en D a un amor- 
tiguador de coeficiente de amortiguamiento c. Determine en terminos de m, 
k y c, para pequenas oscilaciones, a) la ecuacion diferencial de movimiento, 
b) el coeficiente de amortiguamiento crftico c c . 



Una barra uniforme de 4 lb se sostiene mediante un pasador 
en O y un resorte en A y se conecta a un amortiguador en B. Determine a) 
la ecuacion diferencial de movimiento para pequenas oscilaciones, b) el an- 
gulo que formara la barra con la horizontal 5 s despues de que el extremo B 
se empuja 0.9 in. hacia abajo y se suelta. 



Un elemento de maquina de 1 100 lb se sostiene mediante dos 
resortes, cada uno de constante igual a 3 000 lb/ft. Una fuerza periodica de 
30 lb de amplitud se aplica al elemento con una frecuencia de 2.8 Hz. Si el 
coeficiente de amortiguamiento es de 110 lb • s/ft, determine la amplitud de 
la vibracion de estado estable del elemento. 


19.140 En el problema 19.139, determine el valor requerido de la 
constante de cada resorte si la amplitud de la vibracion de estado estable es 
0.05 in. 


19.141 Enel caso de la vibracion forzada de un sistema, determine el 
intervalo de valores del factor de amortiguamiento dc c para el cual el factor 
de amplification decrecera siempre y cuando aumente la razon de frecuen- 
cias u>fl(o n . 


19.142 Demuestre que para un pequeno valor del factor de amorti¬ 
guamiento c/c c , la amplitud maxima de una vibracion forzada ocurre cuando 
cof ~ co n y que el valor correspondiente del factor de amplification es -|(c/c c ). 
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19.143 Un motor de 50 kg se atornilla directamente a una viga hori¬ 
zontal ligera que tiene una deflexion estatica de 6 mm debido al peso del 
motor. El desbalance del rotor es equivalente a una masa de 100 g ubicada 
a 75 mm del eje de rotacion. Si la amplitud de la vibracion del motor es de 
0.8 mm a una velocidad de 400 rpm, determine a) el factor de amortigua- 
miento c/c c , b) el coeficiente de amortiguamiento c. 


Figura P19.143 



19.144 Un motor de 15 kg se sostiene mediante cuatro resortes, cada 
uno de constante igual a 45 kN/m. El desbalance del motor es equivalente a 
una masa de 20 g ubicada a 125 mm del eje de rotacion. Si el motor esta res- 
tringido a un movimiento vertical, determine la amplitud de la vibracion del 
estado estable del motor a una velocidad de 1 500 rpm, suponiendo a) que 
no se presenta amortiguamiento, b ) que el factor de amortiguamiento dc c es 
igual a 1.3. 

19.145 Un motor de 100 kg se sostiene por medio de cuatro resortes, 
cada uno de constante igual a 90 kN/m, y se conecta al suelo mediante un 
amortiguador que tiene un coeficiente de amortiguamiento c = 6 500 
N • s/m. El motor esta restringido a moverse verticalmente, y se observa que 
la amplitud de su movimiento es de 2.1 mm a una velocidad de 1 200 rpm. 
Si la masa del rotor es de 15 kg, determine la distancia entre el centra de 
masa del rotor y el eje de la flecha. 


Figura P19.44 y P19.145 



Figura PI 9.46 


146 Un excitador de masas excentricas con contragiro, el cual con- 
siste en dos masas giratorias de 400 g que describen circulos de 150 mm de 
radio a la misma velocidad pero en sentidos opuestos, se coloca sobre un ele- 
mento de maquina para inducir una vibracion de estado estable al elemento 
y determinar algunas de sus caracterfsticas dinamicas. A una velocidad de 
1 200 rpm, un estroboscopio muestra que las masas excentricas estan exac- 
tamente debajo de sus respectivos ejes de rotacion y que el elemento esta 
pasando por su posicion de equilibrio estatico. Si la amplitud del movimiento 
del elemento a esa velocidad es de 15 mm y la masa total del sistema es de 
140 kg, determine a) la constante de resorte k combinada, b) el factor de 
amortiguamiento c/c c . 

19.147 En la figura se muestra el modelo simplificado de una lava- 
dora. Un bulto de ropa mojada forma una masa mj, de 10 kg dentro de la 
maquina y ocasiona un desbalance giratorio. La masa giratoria es de 20 kg 
(incluyendo a nih) y el radio e de la canasta de la lavadora es de 25 cm. Si la 
lavadora tiene una constante de resorte equivalente a k = 1 000 N/m y una 
razon de amortiguamiento £ = dc c = 0.05 y durante el ciclo de giro el tam- 
bor rota a 250 rpm, determine la amplitud del movimiento y la magnitud de 
la fuerza transmitida a los lados de la lavadora. 


Soporte 
sin friccion 



Figura P19.147 
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Un elemento de maquina se sostiene mediante resortes y se 
conecta a un amortiguador como se muestra. Demuestre que si se aplica una 
fuerza periodica P = P m sen coyt al elemento, la amplitud de la fuerza fluc- 
tuante transmitida a la base es 


F = P 

m L rr 


J 


tl 


1 + [2(c/c c )(fa>y/(ri„)] 2 _ 

(co f /co n ff + [2(c/c c ){co f /(o n )f 


Un elemento de maquina de 200 lb sostenido por cuatro re¬ 
sortes, cada uno de constante k = 12 lb/ft, esta sujeto a una fuerza periodica 
de 0.8 Hz de frecuencia y 20 lb de amplitud. Determine la amplitud de la 
fuerza fluctuante transmitida a la base si a) un amortiguador con un coefi- 
ciente de amortiguamiento c = 25 lb • s/ft se conecta a la maquina y al suelo, 
b) se quita el amortiguador. 

* 19.150 Para una vibration de estado estable con amortiguamiento 
bajo la action de una fuerza armonica, demuestre que la energia mecanica 
que el amortiguador disipa por ciclo es E = t tcx^mj, donde c es el coeficiente 
de amortiguamiento, x m es la amplitud del movimiento y a>f es la frecuencia 
circular de la fuerza armonica. 


* 19.151 La suspension de un automovil puede aproximarse mediante 
el sistema simplificado resorte-amortiguador que se muestra. a) Escriba la 
ecuacion deferential que define al desplazamiento vertical de la masa m 
cuando el sistema se mueve a una velocidad v sobre un camino con una sec- 
cion transversal senoidal de amplitud S m y longitud de onda L. b) Derive una 
expresion para la amplitud del desplazamiento vertical de la masa m. 



Figura PI9.152 


* 19.152 Dos bloques Ay B, cada uno de masa m, estan soportados 
como se muestra mediante tres resortes de la misma constante k. Los bloques 
Ay B se conectan mediante un amortiguador y el bloque B esta unido al suelo 
utilizando dos amortiguadores, cada uno de ellos con el mismo coeficiente de 
amortiguamiento c. El bloque A esta sometido a una fuerza de magnitud P = 
P m sen (Oft. Escriba las ecuaciones diferenciales que definen los desplaza- 
mientos x A y x B de los dos bloques desde sus posiciones de equilibrio. 

19.153 Exprese en terminos de L, C y E el intervalo de valores de la 
resistencia R para los cuales ocurriran oscilaciones en el circuito mostrado 
cuando se cierra el interruptor S. 


P = P m sen (Oft 



Figura P19.148y P19.49 



-- L 

Figura PI9.151 


R 



E 

Figura PI9.153 
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Considere el circuito del problema 19.153 cuando se retira el 
capacitor C. Si el interruptor S se cierra en el tiempo t = 0, determine a) el 
valor final de la corriente en el circuito, b) el tiempo t en el cual la corriente 
habra llegado a (1 - 1/e) veces su valor final. (El valor deseado de t se co- 
noce como la constante de tiempo del circuito.) 

19.155 y 19 5 Trace el analogo electrico del sistema mecanico que 
se muestra. (. Sugerencia: Trace los circuitos correspondientes a los cuerpos 
libres my A.) 



19.157 y 19.158 Escriba las ecuaciones diferenciales que definen a) 
los desplazamientos de la masa m y del punto A, b) las cargas en los capaci- 
tores del analogo electrico. 






▼ P = P m sen cat 

Figura PI 9.156 y PI9.158 













R EPASO Y RESUME N 
DEL CAPITULO 19 


Este capftulo se dedico al estudio de las vibraciones mecanicas, es- 
to es, al analisis de movimiento de partfculas y cuerpos rigidos que 
oscilan en torno a una posicion de equilibrio. En la primera parte 
del capftulo [secciones 19.2 a 19.7] se consideraron vibraciones sin 
amortiguamiento, mientras que en la segunda parte se trataron las 
vibraciones amortiguadas [secciones 19.8 a 19.10]. 


En la section 19.2 se consideraron las vibraciones libres de una 
particula, esto es, el movimiento de una partfcula P sujeta a una 
fuerza restauradora proporcional al desplazamiento de la partfcula 
—como la fuerza ejercida por un resorte—. Si el desplazamiento x 
de la partfcula P se mide desde su posicion de equilibrio O (figura 
19.17), la resultante F de las fuerzas que actuan sob re P (incluyen- 
do su peso) tiene una magnitud kx y esta dirigida a O. Al aplicar la 
segunda ley de Newton F = ma y al recordar que a = x, se escribe 
la ecuacion diferencial 


mx + kx = 0 (19.2) 

o, con of, = k/m, 

x + colx = 0 (19.6) 



Vibraciones libres de una particula 


Figura 19.17 
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Vibraciones mecanicas 


El movimiento definido por esta ecuacion recibe el nombre de mo¬ 
vimiento armonico simple. 

La solucion de la ecuacion (19.6), que representa el desplaza- 
miento de la particula P, se expreso como 

x = x m sen (w,/ + 4>) (19.10) 

donde x m = amplitud de la vibracion 

ft)„ = Vfc/m = frecuencia circular natural 
4> = angulo de fase 

El periodo de vibracion (esto es, el tiempo requerido para un ciclo 
completo) y su frecuencia natural (esto es, el numero de ciclos por 
segundo) se expresaron como 

2j7T 

Periodo = r„ =- (19.13) 

1 ft) n 

Frecuencia natural =f n = = „ (19.14) 

T n -‘Tl 

La velocidad y aceleracion de la particula se obtuvieron al diferen- 
ciar la ecuacion (19.10), y se encontro que los valores maximos son 

V'ni x m (o n a m x m w n (19.15) 

Puesto que todos los parametros anteriores dependen de manera 
directa de la frecuencia circular natural w n y, por ello, el cociente 
k/m, resulta esencial en cualquier problema dado calcular el valor 
de la constante k; esto puede realizarse determinando la relacion 
entre la fuerza restauradora y el desplazamiento correspondiente 
de la particula [problema resuelto 19.1]. 

Tambien se demostro que el movimiento oscilatorio de la par¬ 
ticula P puede representarse mediante la proyeccion sobre el eje x 
del movimiento de un punto Q que describe un circulo auxiliar de 
radio x m con la velocidad angular oj„ (figura 19.18). Los valores ins- 
tantaneos de la velocidad y la aceleracion de P se obtienen enton- 
ces proyectando sobre el eje x los vectores v m y a,„ que represen- 
tan, respectivamente, la velocidad y la aceleracion de Q. 








Si bien el movimiento de un pendulo simple no es verdadera- 
mente un movimiento armonico simple, las formulas dadas antes 
pueden utilizarse con cof, = g/l para calcular el periodo y la frecuen- 
cia natural de las pequenas oscilaciones de un pendulo simple [sec- 
cion 19.31]. Las oscilaciones de gran amplitud de un pendulo sim¬ 
ple se analizaron en la section 19.4. 

Repaso y resumen del capitulo 19 ^ 281 

Pendulo simple 

Las vibraciones litres de un cuerpo rigido se analizan eligiendo 
una variable apropiada, con una distancia x o un angulo 0, para de- 
finir las posiciones del cuerpo, dibujando una ecuacion de diagra- 
mas de cuerpo libre para expresar la equivalencia de las fuerzas ex- 
ternas y efectivas, y escribiendo una ecuacion que relaciona la 
variable elegida y su segunda derivada [seccion 19.5]. Si la ecuacion 
que se obtiene es de la forma 

x + mix = 0 o 0 + a) 2 n G = 0 (19.21) 

Vibraciones libres de un cuerpo rigido 

la vibration considerada es un movimiento armonico simple y su pe¬ 
riodo y frecuencia natural se obtienen identificando ay y sustituyen- 
do su valor en las ecuaciones (19.13) y (19.14) [problemas resueltos 
19.2 y 19.3]. 


El principio de conservacion de la energia puede utilizarse co- 
mo un metodo alternative para la determination del periodo y fre¬ 
cuencia natural del movimiento armonico simple de una partfcula 
o cuerpo rigido [seccion 19.6], Eligiendo de nuevo una variable 
apropiada, como 0, para definlr la position del sistema, se expresa 
que la energia total del sistema se conserva, Tj + Vi = T 2 + V 2 , 
entre la position de desplazamiento maximo (0 1 = d m ) y la position 
de velocidad maxima (0 2 = 8 m ). Si el movimiento considerado es 
armonico simple, los dos miembros de la ecuacion obtenida consis- 
te en expresiones cuadraticas homogeneas en 0„, y 0 m , respectiva- 
mente. f Sustituyendo 0„, = 0,„oy en esta ecuacion, podemos sacar 
como factor 6% y resolver para la frecuencia circular ay [problema 
resuelto 19.4]. 

Empleo del principio de la conservacion de 
la energia 

En la seccion 19.7 se consideraron las vibraciones forzadas de 
un sistema mecanico. Esas vibraciones ocurren cuando el sistema se 
somete a una fuerza periodica (figura 19.19) o cuando esta conec- 
tado elasticamente a un apoyo que tiene un movimiento alternante 
(figura 19.20). Denotando por ay la frecuencia circular forzada, se 
encontro que en el primer caso, el movimiento del sisterna se defi- 
nio por medio de la ecuacion diferencial 

mx + kx = P m sen ay t (19.30) 

y que en el segundo caso se definio mediante la ecuacion diferencial 

mx + kx = k8 m sen ayt (19.31) 

La solution general de estas ecuaciones se obtuvo al sumar una so¬ 
lution particular de la forma 

Xpart = *rn sen (Oft (19.32) 

Vibraciones forzadas 

' Si el movimiento considerado solo puede aproximarse por medio de un movi¬ 
miento armonico simple, como para las pequenas oscilaciones de un cuerpo bajo la 
action de la gravedad, la energia potential debe aproximarse mediante una expre- 
sion cuadratica en 0,„. 
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S m sen coft 


Vibraciones libres amortiguadas 



Equilibrio 


a 


T 

P = P m sen (Oft 

Figura 19.19 



Figura 19.20 


a la solution general de la ecuacion homogenea correspondiente. La 
solution particular (19.32) representa una vibration de estado esta- 
ble del sistema, mientras que la solucion de la ecuacion homogenea 
representa una vibration libre transitoria que por lo general puede 
ignorarse. 

Al dividir la amplitud x m de la vibracion de estado estable por 
Pjk en el caso de una fuerza periodica, o por 8 m en el caso de un 
apoyo oscilante, se define el factor de amplification de la vibracion 
y se encuentra que 


Factor de amplification 


Pjk 



1 

1 - ((Of/co n ) z 


(19.36) 


De acuerdo con la ecuacion (19.36), la amplitud x, n de la vibracion 
forzada se vuelve infinite cuando ay = w n , esto es cuando la fre- 
cuencia forzada es igual a la frecuencia natural del sistema. Se dice 
en ese caso que la fuerza aplicada o el movimiento del apoyo apli- 
cado estan en resonancia con el sistema [problema resuelto 19.5]. 
En realidad la amplitud de la vibracion se muestra finita, debido a 
las fuerzas amortiguadas. 


En la ultima parte del capitulo se consideraron las vibraciones 
amortiguadas de un sistema mecanico. Primero se analizaron las vi- 
braciones libres amortiguadas de un sistema con amortiguamiento 
viscoso [seccion 19.8]. Se encontro que el movimiento de un siste¬ 
ma de este tipo se definio mediante la ecuacion diferencial 


mx + cx + kx = 0 


(19.38) 
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donde c es una constante llamada el coeficiente de amortiguamiento 
viscoso. Al definir el coeficiente de amortiguamiento critico c c como 


c c = 



(19.41) 


donde (o n es la frecuencia circular natural del sistema en ausencia de 
amortiguamiento, se distinguieron tres casos de amortiguamiento di- 
ferentes, a saber, (1) sobreamortiguamiento, cuando c > c c ; (2) amor¬ 
tiguamiento critico, cuando c = c c ,y (3) subamortiguamiento, cuan¬ 
do c < c c . En los primeros dos casos, cuando el sistema se perturba 
tiende a recobrar su position de equilibrio sin ninguna oscilacion. 
En el tercer caso, el movimiento es vibratorio con amplitud decre- 
ciente. 


En la section 19.9 se consideraron las vibraciones forzadas 
amortiguadas de un sistema mecanico. Estas vibraciones ocurren 
cuando un sistema con amortiguamiento viscoso esta sujeto a una 
fuerza periodica P de magnitud P = P m sen ayt o cuando se conec- 
ta elasticamente a un apoyo con un movimiento alternante 8 = 8 m 
sen Wft. En el primer caso, el movimiento del sistema se definio me- 
diante la ecuacion diferencial 


mx + cx + kx = P m sen ayt (19.47) 

y en el segundo caso por medio de una ecuacion similar que se ob- 
tuvo al sustituir P m de k8 m en (19.47). 

La vibracion de estaclo estable del sistema se representa me- 
diante una solution particular de la ecuacion (19.47) de la forma 

Xpart = X rn sen “ <?) (19.48) 

Al dividir la amplitud x„, de la vibracion de estado estable entre P m /k 
en el caso de una fuerza periodica, o por 8 m en el caso de un apo¬ 
yo oscilante, se obtuvo la siguiente expresion para el factor de am¬ 
plification 


m 

Pjk 


donde w,, 

c c 

c/c c 


(19.53) 


V[1 - (w f /co n ff + mc/ccXwf/cojf 

= y/k/m = frecuencia circular natural del sistema no 
amortiguado 

= 2mco n = coeficiente de amortiguamiento critico 
= factor de amortiguamiento 


Tambien se encontro que la diferencia defuse tp entre la fuerza o el 
movimiento del apoyo aplicados y la vibracion resultante de estado 
estable del sistema amortiguado se defima por medio de la relation 


tan <p 


2(c/c c )(fty/ftj„) 
1 — (ay/ a),f 


(19.54) 


El capitulo finalizo con un analisis de analogies electricas [sec¬ 
tion 19.10], en el cual se demostro que las vibraciones de los siste- 
mas mecanicos y las oscilaciones de los circuitos electricos estan 
definidas por las mismas ecuaciones diferenciales. Las analogias 
electricas de sistemas mecanicos pueden entonces utilizarse para es- 
tudiar o predecir el comportamiento de estos sistemas. 


Vibraciones forzadas amortiguadas 


Analogias electricas 






Problemas de repaso 


1 Una placa delgada y cuadrada de lado a puede oscilar alrede- 
dor de un eje AB localizado a una distancia b de su centra de masa G. a) 
Determine el periodo de pequenas oscilaciones si it = -|a. b ) Determine un 
segundo valor de b para el cual el periodo de pequenas oscilaciones es el 
mismo que el que se encontro en el inciso a). 



Figura PI9.159 


19.160 Un electroiman de 150 kg se encuentra en reposo y sostiene 
100 kg de pedacerfa de acero cuando se corta la corriente y el acero se cae. 
Si el cable y la grua de soporte tienen una rigidez equivalente a un resorte 
con constante igual a 200 kN/m, determine a) la frecuencia, la amplitud y la 
velocidad maxima del movimiento resultante, b) la tension minima que ocu- 
rrira en el cable durante el movimiento, c) la velocidad del iman 0.03 s des¬ 
pues de cortar la corriente. 




Figura PI9.160 


19.161 Los discos Ay B pesan 30 y 12 lb, respectivamente, y un pe- 
queno bloque C esta unido al borde del disco B. Si se supone que no ocu- 
rre deslizamiento entre los discos, determine el periodo de pequenas oscila¬ 
ciones del sistema. 
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19.162 Se observa un periodo de 6.00 s para las oscilaciones angula- 
res de un rotor de giroscopio de 4 oz. suspendido de un alambre como se 
muestra en la figura. Si se sabe que al suspender una esfera de acero con 
1.25 in. de diametro en la misma forma se obtiene un periodo de 3.80 s, de¬ 
termine el radio de giro centroidal del rotor. (Peso especifico del acero = 
490 lb/ft 3 .) 

19.163 Un bloque B de 1.5 kg esta conectado mediante una cuerda a 
un bloque A de 2 kg, el cual esta suspendido de un resorte con constante 
igual a 3 kN/m. Si el sistema se encuentra en reposo al cortar la cuerda, de¬ 
termine a) la frecuencia, la amplitud y la velocidad maxima del movimiento 
resultante, b ) la tension minima que ocurrira en el resorte durante el movi¬ 
miento, c) la velocidad del bloque A 0.3 s despues de cortar la cuerda. 



Figura PI 9.163 


Dos barras, cada una con masa m y longitud L, se sueldan en- 
tre si para formal' el ensamble mostrado. Determine a) la distancia b para la 
cual la frecuencia de pequenas oscilaciones del ensamble es maxima, b) la 
frecuencia maxima correspondiente. 


Li | . U 

2 2 


A 

fe\l 




c_ 

c 


L 


L 



Figura PI9.162 


Bl 

Figura P19.164 
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19.165 Conforme la velocidad de giro de un motor soportado por re- 
sortes se incrementa lentamente de 200 a 500 rpm, se observa que la am- 
plitud de la vibracion debida al desbalance del rotor disminuye de manera 
estable de 8 a 2.5 mm. Determine a) la velocidad a la cual ocurrira la reso- 
nancia, b) la amplitud de la vibracion de estado estable a una velocidad de 
100 rpm. 

19.166 El compresor mostrado tiene una masa de 250 kg y opera a 
2 000 rpm. Con esta condition de operation ocurre una vibracion indesea- 
ble cuando el compresor esta unido directamente al suelo. Para reducir la 
vibracion del piso de concreto que descansa sobre suelo de arcilla, se pro¬ 
pone aislar el compresor al montarlo sobre un bloque cuadrado de concreto 
separado del resto del piso como se muestra en la figura. La densidad del 
concreto es de 2 400 kg/m 3 y se ha encontrado que la constante de resorte 
para el suelo es 80 X 10 6 N/m. La geometria del compresor conduce a ele- 
gir un bloque de 1.5 m por 1.5 m. Determine la profundidad h que reducira 
la fuerza transmitida al suelo en 75%. 



Figura PI 9.166 



19.167 Ya sea que se utilice un pendulo simple o uno compuesto para 
determinar experimentalmente la aceleracion de la gravedad g, siempre se 
presentan dificultades. En el caso del pendulo simple, la cuerda en realidad 
si tiene peso, mientras que en el caso del pendulo compuesto es dificil esta- 
blecer la localization exacta del centra de masa. En el caso de un pendulo 
compuesto, la dificultad se puede eliminar empleando un pendulo reversi¬ 
ble o Kater. Dos filos de cuchillo Ay B se colocan de manera que claramente 
no esten a la misma distancia del centra de masa G, y se mide la distancia / 
con gran precision. Despues se ajusta la position de un contrapeso D de ma¬ 
nera que el periodo de oscilacion t sea el mismo con cualquier filo de cu¬ 
chillo que se use. Demuestre que el periodo t obtenido es igual al de un 
pendulo simple verdadero de longitud l y que g = 
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19.168 Un motor de 400 kg soportado por cuatro resortes, cada uno 
de constante igual a 150 kN/m, esta restringido a moverse verticalmente. Si 
el desbalance del motor es equivalente a una masa de 23 g ubicada a una 
distancia de 100 mm del eje de rotation, determine para una velocidad de 
800 qnn a ) la amplitud de la fuerza lluctuante transmitida al cimiento, b ) la 
amplitud del movimiento vertical del motor. 



Figura PI9.168 


Retome el problema 19.168, y aliora suponga que se introduce 
un amortiguador de constante c = 6 500 N • s/m entre el motor y el suelo. 

19.170 Una pequena pelota de masa m unida al punto medio de una 
cuerda elastica muy estirada de longitud l puede deslizarse sobre un piano 
horizontal. A la pelota se le da un pequeno deslizamiento en una direction 
perpendicular a la cuerda y se suelta. Si se supone que la tension T en la 
cuerda permanece constante, a) escriba la ecuacion deferential del movi¬ 
miento de la pelota, b) determine el periodo de vibration. 


T 


p q> '' 



2 1 2 




T 


Figura PI 9.170 























Problemas de computadora 


19.Cl A1 expandir el integrando de la ecuacion (19.19) en una serie 
de potencias pares de sen <fi para despues integral', se puede demostrar que 
el periodo de un pendulo simple de longitud I puede aproximarse mediante 
la expresion 


T 


n 



/I X 3 
V2 X 4 


+ 


(\ X 3 X 5\ 2 
\2 X 4 X 6/ + 


donde c = sen \0 m y 0 m es la amplitud de las oscilaciones. Utilice software 
para calcular la suma de la serie entre corchetes, usando de manera sucesiva 
los terminos 1, 2, 4, 8 y 16, para valores de 6 m desde 30 hasta 120° con in- 
crementos de 30°. 


19.C2 La ecuacion fuerza-deflexion para una clase de resortes no li- 
neales fijos en un extremo es F = 5x Vn donde F es la magnitud, expresada 
en newtons, de la fuerza aplicada en el otro extremo del resorte y x es la de¬ 
flexion expresada en metros. Si un bloque de masa rn se suspende del re¬ 
sorte y se le da un pequeno desplazamiento hacia abajo a partir de su posi¬ 
tion de equilibrio, utilice software para calcular y graficar la frecuencia de 
vibration del bloque para valores de m igual a 0.2, 0.6 y 1.0 kg y para valo¬ 
res de n de 1 a 2. Suponga que la pendiente de la curva fuerza-deformacion 
en el punto correspondiente a F = mg puede utilizarse como una constante 
de resorte equivalente. 


P = P m sen Wft 



Figura P19.C3 


19.C3 Un elemento de maquina sostenido por resortes y conectado a 
un amortiguador se sornete a una fuerza periodica de magnitud P = P m sen 
(Oft. La transmisibilidad T m del sistema se define como la razon F m /P m del 
valor maxi mo F m de la fuerza periodica fluctuante transmitida a la base so- 
bre el valor maximo P m de la fuerza periodica aplicada al elemento de ma¬ 
quina. Utilice software para calcular y graficar el valor de T m para razones 
de frecuencias (Oj/(o n iguales a 0.8, 1.4 y 2.0 y para factores de amortigua- 
miento c/c c iguales a 0, 1 y 2. ( Sugerencia: Utilice la formula dada en el pro- 
blema 19.148.) 

19.C4 Un motor de 15 kg se sostiene mediante cuatro resortes, cada 
uno con constante de 60 kN/m. El desbalance del motor es equivalente a 
una masa de 20 g localizada a 125 mm del eje de rotation. Si el motor esta 
restringido a moverse verticalmente, use software para calcular y graficar la 
amplitud de la vibration y la maxima aceleracion del motor para velocidades 
del motor de 1 000 a 2 500 rpm. 
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19.C5 Retome el problema 19.C4, y ahora suponga que se ha conec- 
tado un amortiguador con coeficiente de amortiguamiento c = 2.5 kN • s/m 
a la base del motor y al suelo. 

Un pequeno remolque y su carga tienen una masa total de 250 
kg. El remolque se sostiene por medio de dos resortes, cada uno de cons- 
tante igual a 10 kN/m, y se jala sobre un camino, cuya superficie puede apro- 
ximarse por medio de una curva senoidal con una amplitud de 40 mm y una 
longitud de onda de 5 m (esto es, la distancia entre crestas sucesivas es de 5 
m y la distancia vertical de cresta a seno es de 80 mm), a) Si se desprecia la 
masa de las ruedas y se supone que estas permanecen en contacto con el 
suelo, use software para calcular y graficar la amplitud de la vibracion y la 
aceleracion vertical maxima del remolque para velocidades de 10 a 80 km/h. 
b) Determine el intervalo de valores de la velocidad del remolque para los 
cuales las ruedas perderan contacto con el suelo. 











Algunas definiciones y propiedades 
utiles del algebra vectorial 


En los capitulos 2 y 3 de Mecdnica vectorial para ingenieros: estdtica 
se estudiaron de manera amplia las siguientes definiciones y propieda¬ 
des del algebra vectorial. Aquf se resumen por conveniencia para el 
lector, haciendo referenda a las secciones apropiadas del volumen de 
Estdtica. Los numeros de ecuacion y de ilustracion son los que se usa- 
ron en la presentation original. 

A.1. SUMA DE VECTORES (SECCIONES 2.3 Y 2.4) 

Los vectores se definen como expresiones matemdticas que poseen mag- 
nitud y direction, las cuales se suman de acuerdo con la ley del para- 
lelogramo. Asi, la suma de los vectores P y Q se obtiene uniendo los 
dos vectores en el mismo punto A y construyendo un paralelogramo, 
utilizando P y Q como dos de los lados de este (figura A.2). La diago¬ 
nal que pasa por A representa la suma de los vectores P y Q, y esta su¬ 
ma se denota por medio de P + Q. La suma vectorial es asociativa y 
conmutativa. 



Figura A.1 

El vector negativo de un vector dado P se define como el vector 
que tiene la misma magnitud P y la direction opuesta a la de P (figura 
A.1); el negativo del vector P se denota por —P. Claramente, resulta 

P + (-P) = 0 
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Algunas definiciones y propiedades 
utiles del algebra vectorial 


y 


i i 

j 



Figura A.4 


A.2. PRODUCTO DE UN ESCALAR Y UN VECTOR 
(SECCION 2.4) 

El producto kP de un escalar k y un vector P se define como un vec¬ 
tor que tiene la misma direction que P (si k es positiva), o una direc¬ 
tion opuesta a la de P (si k es negativa), y una magnitud igual al pro¬ 
ducto de la magnitud de P y el valor absoluto de k (figura A.3). 



A.3. VECTORES UNITARIOS, DESCOMPOSICION 
DE UN VECTOR EN COMPONENTES RECTANGULARES 
(SECCIONES 2.7 Y 2.12) 

Los vectores i, j y k, denominados vectores unitarios, se definen como 
vectores de magnitud 1, dirigidos, respectivamente, a lo largo de los 
ejes x, y yz (figura A.4). 



Figura A.5 

Al denotar por F x , F y y F z las componentes escalares del vector F, 
se tiene (figura A.5) 

F = F x i + F y j + F z k (2.20) 

En el caso particular de un vector unitario A dirigido a lo largo de 
la linea que forman los angulos Q x , 6 y y 0- con los ejes de coordenadas, 
se tiene 

A = cos d x i + cos 0 y j + cos 0-k (2.22) 

A.4. PRODUCTO VECTORIAL DE DOS VECTORES 
(SECCIONES 3.4 Y 3.5) 

El producto vectorial, o producto cruz, de dos vectores P y Q se defi¬ 
ne como el vector 


V = P X Q 
















que satisface las siguientes condiciones: 

La linea de action de V es perpendicular al piano que contie- 
ne a P y Q (figura A.6). 

2. La magnitud de V es el producto de la magnitud de P y Q y 
del seno del angulo 6 formado por P y Q (cuya medida siem- 
pre sera 180° o menos); de tal modo se tiene 

V = PQ sen d (3.1) 

3. La direction de V se obtiene de la regia cle la mano derecha. 
Cierre su mano derecha y sostengala de manera que sus de- 
dos se curven en el mismo sentido que la rotation del angulo 
0 que lleva al vector P en linea con el vector Q; su pulgar in- 
dicara en ese caso la direction del vector V (figura A.6 b). Hay 
que observar que si P y Q no tienen un punto de aplicacion 
contain, deben redibujarse primero a partir del mismo punto. 
Los tres vectores P, Q y V —tornados en ese orden— se dice 
que forman una triada derecha. 

Los productos vectoriales son distributives pero no conmutativos. 
Con lo que se tiene 

Q X P = -(P X Q) (3.4) 

Productos vectoriales de vectores unitarios. Se deduce de 
la definition del producto vectorial de dos vectores que 

iXi = 0 j Xi= -k k X i = j 

i X j = k j X j = 0 k X j = —i (3.7) 

i X k = - j j X k = i k X k = 0 

Componentes rectangulares del producto vectorial. Al des- 
componer los vectores P y Q en componentes rectangulares, se obtie- 
nen las siguientes expresiones para los componentes de su producto 
vectorial V: 


V x = P,jQ z ~ P z Qy 
Vy = PA - PA 
V Z - P x Qy - PyQx 
En forma de determinante, se tiene 


V = P X Q = 


i j k 

P X P,J P.7 

Qx Qy Qz 


(3.9) 


(3.10) 


A.5. MOMENTO DE UNA FUERZA ALREDEDOR 
DE UN PUNTO (SECCIONES 3.6 Y 3.8) 


El momenta de una fuerza F (o, de manera mas general, de un vector 
F) alrededor de un punto O se define como el producto vectorial 

M 0 = r X F (3.11) 


donde r denota al vector de posicion del punto de aplicacion A de F 
(figura A.7a). 

De acuerdo con la definition del producto vectorial de dos vecto¬ 
res dada en la section A.4, el momenta M 0 debe ser perpendicular al 
piano que contiene a O y la fuerza F. Su magnitud es igual a 


M 0 = rF sen 6 = Fd 
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a) 



b) 


(3.12) 


Figura A.7 
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donde d es la distancia perpendicular desde O hasta la linea de accion 
de F, y su sentido se define por medio del sentido de rotacion que lle- 
varia al vector ren linea con el vector F; esta rotacion debe apreciar- 
la un observador ubieado en la punta de M 0 contraria al sentido de las 
manecillas del reloj. Otra forma de definir el sentido de M 0 la propor- 
ciona la variation de la regia de la mano derecha: se cierra la mano de- 
recha y se sostiene de manera que los dedos se curven en el sentido 
de rotacion que F impartirfa a un cuerpo rigido alrededor de un eje fi- 
jo dirigido a lo largo de la linea de accion de M 0 ; el pulgar indicara el 
sentido del momento M 0 (figura A.7b). 

Componentes rectangulares del momento de una fuerza. 

Denotando por x, y y z las coordenadas del punto de aplicacion A de 
F, se obtienen las siguientes expresiones para las componentes del mo¬ 
mento M 0 de F: 


11 \ \j F z *sFy 

My Z F x .V 

M z x Fy ij F x 

En forma de determinante, se tiene 


M 0 = r X F 



(3.18) 


(3.19) 


Para calcular el momento M B alrededor de un punto arbitrario B de 
una fuerza F aplicada en A, se debe utilizar el vector r A / B = r A — r B di- 
bujado desde B hasta A en lugar del vector r. Se escribe 


M b = r A/B X F = (r A - r B ) X F (3.20) 


o, utilizar la forma de determinante, 


M b 


> j k 

*a/b IJa/b %a/b 
Fx Fy F z 


donde x A / B , y A / B , ~ A / B son las componentes del vector r A/B : 


(3.21) 


Xa/B — X A Xb Ua/B — IJa IJb Za/B — Za Zb 



Figura A.8 


A.6. PRODUCTO ESCALAR DE DOS VECTORES 
(SECCION 3.9) 

El producto escalar, o producto punto, de dos vectores P yQ se defi¬ 
ne como el producto de las magnitudes de P y Q del coseno del angu- 
lo 0 formado por P y Q (figura A.8). El producto escalar de P y Q se 
denota mediante P • Q. Se escribe 

P • Q = PQ cos d (3.24) 

Los productos escalares son conmutativos y distributives. 

Productos escalares de vectores unitarios. Se sigue de la 
definition de producto escalar de dos vectores que 


j 'j = 1 

j ■ k = 0 


i • i = 1 
i * j = 0 


k-k = 1 
k • i = 0 


(3.29) 






Producto escalar expresado en terminos de componentes 
rectangulares. Al descomponer los vectores P y Q en componen¬ 
tes rectangulares, se obtiene 

P • Q = PxQx + PyQy + PzQz (3-30) 

Angulo formado por dos vectores. Se deduce de (3.24) y 
(3.29) que 


cos 0 


PQ 

PQ 


PxQx + PyQy + PzQz 

PQ 


(3.32) 


Proyeccion de un vector sobre un eje determinado. La pro¬ 
yeccion de un vector P sobre el eje OL definido por el vector unitario 
A (figura A.9) es 

P OL = OA = P • A (3.36) 
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A.7. TRIPLE PRODUCTO MIXTO DE TRES VECTORES 
(SECCION 3.10) 

El triple producto mixto de tres vectores S, P y Q se define como la 
expresion escalar 

S'(PXQ) (3.38) 

obtenido al formar el producto escalar de S con el producto vectorial de 
P y Q. Los triples produetos mixtos son invariantes bajo permutaciones 
circulares, pero cambian de signo bajo cualquier otra permutation: 

S • (P x Q) = P . (Q x S) = Q • (S x P) 

= -S • (Q X P) = -P • (S X Q) = -Q • (P X S) (3.39) 


Triple producto mixto expresado en terminos de compo¬ 
nentes rectangulares. El triple producto mixto de S, P y Q puede 
expresarse en la forma de un determinante 


S • (P X Q) = 


3’x Sy S z 

Px Py P; 
Qx Qy Qz 


(3.41) 


El triple producto mixto S ■ (P x Q) mide el volumen del paralelepfpe- 
do que tiene los vectores S, P y Q de lados (figura A. 10). 


A.8. MOMENTOS DE UNA FUERZA ALREDEDOR 
DE UN EJE DADO (SECCION 3.11) 

El momenta Mol de una fuerza F (o, de manera mas general, de un 
vector F) alrededor de un eje OL se define como la proyeccion OC so¬ 
bre el eje OL del momenta M 0 de F alrededor de O (figura A.ll). Al 
denotar por A el vector unitario a lo largo de OL, resulta 

(3.42) 




M ol = A ■ M 0 = A • (r X F) 
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o, en forma de determinante, 


Mol ~ 


K \ X z 

X IJ z 

F x F y F z 


(3.43) 


donde X x , X tJ , X. = cosenos directores del eje OL 

x, y, z = coordenadas del punto de aplicacion de F 
F x , F lJ? F z = componentes de la fuerza F 

Los momentos de la fuerza F alrededor de tres ejes de coordena¬ 
das se dan mediante las expresiones (3.18) obtenidas antes para las 
componentes rectangulares del momenta M 0 de F alrededor de O: 


M x = yF, - zF y 

M y =zF x -xF z (3.18) 

M z = xF y - yF x 



Figura A.12 


De manera general, el momenta de una fuerza F aplicada en A al¬ 
rededor de un eje que no pasa por el origen se obtiene eligiendo un pun¬ 
to arbitrario B sobre el eje (figura A.12) y determinando la proyeccion 
sobre el eje BL del momenta M B de F alrededor de B. Se escribe 

M bl = X ■ M b = X • (r A/B X F) (3.45) 

donde r A/B = r A — r B representa al vector dibujado desde B hasta A. 
Al expresar M BL en la formula de un determinante, se tiene 


donde X x , X (/ , X z 


M bl — 



yA/B 


x z 

~A/B 

F z 


cosenos directores del eje BL 


(3.46) 


S-'A/B — -''-'a Xb, yA/B — IJa IJb, %a/b — Z A Z B 
F x , Fy, F z = componentes de la fuerza F 

Debe notarse que el resultado que se obtuvo es independiente de la 
election del punto B sobre el eje dado; el mismo resultado se habrfa 
obtenido si el punto C se hubiera elegido en lugar de B. 
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MOMENTOS DE INERCIA DE MASAS 


B.l. MOMENTO DE INERCIA DE UNA MASA 

Considerese una pequena masa Am montada sobre una barra de masa 
insignificante que puede girar libremente alrededor de un eje AA' 
(figura B.la). Si se aplica un par al sistema, la barra y la masa, supues- 
tas inicialmente en reposo, empezaran a girar alrededor de AA'. Los 
detalles de este movimiento se estudian despues en dinamica. Por 
ahora solo se quiere indicar que el tiempo requerido para que el siste¬ 
ma alcance una velocidad de rotation determinada es proporcional a la 
masa Am y al cuadrado de la distancia r. Por lo tanto, el producto r 2 Am 
proporciona una medida de la inercia del sistema, esto es, una medida 
de la resistencia que el sistema ofrece cuando se intenta ponerlo en 
movimiento. Por esta razon, el producto r 2 Am recibe el nombre de 
momento de inercia de la masa Am con respecto al eje AA'. 



b) 


c) 


a) 


Figura B.l 


Considerese ahora un cuerpo de masa m que girara alrededor de 
un eje AA' (figura B.lb). Al dividir el cuerpo en elementos de masa 
Ami, Am 2 , etc., se encuentra que la resistencia del cuerpo que se va a 
girar se mide por la suma rf Am, + r| Am 2 + •••. Esta suma define el 
momento de inercia del cuerpo con respecto al eje AA'. Al aumentar 
el numero de elementos, se encuentra que el momento de inercia es 
igual, en el lhnite, a la integral 



(B.l) 
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El radio de giro k del cuerpo con respecto al eje AA’se define me- 
diante la relation 


I = k 2 m 


o 



(B.2) 


El radio de giro k representa, en consecuencia, la distancia a la cual la 
masa completa del cuerpo debe concentrarse si el momento de iner¬ 
cia con respecto a AA' va a permanecer sin cambio (figura B.lc). Ya 
sea que conserve su forma original (figura B.lfo) o si se eoncentra co- 
mo se muestra en la figura B.lc, la masa m reactionary de la misma 
manera a una rotation, o giro, alrededor de AA'. 

Si se utilizan unidades del SI, el radio de giro k se expresa en 
metros y la masa m en kilogramos y, por ello, la unidad que se emplea 
para el momento de inercia de una masa es kg • m 2 . Si se utilizan uni¬ 
dades de uso comun en Estados Unidos, el radio de giro se expresa en 
pies y la masa en slugs (esto es, lb • s 2 /ft) y, por ello, la unidad derivada 
que se utiliza para el momento de inercia de una masa es lb • ft • s 2 . f 

El momento de inercia de un cuerpo con respecto a un eje de coor- 
denadas puede expresarse con facilidad en terminos de las coordenadas 
x,y y z del elemento de masa dm (figura B.2). Al advertir, por ejemplo, 
que el cuadrado de la distancia r desde el elemento dm hasta el eje y 
es z 2 + x 2 , se expresa el momento de inercia del cuerpo con respecto al 
eje y como 

I y = J r 2 dm = J (z 2 + x 2 ) dm 


Es posible obtener expresiones similares para los momentos de inercia 
con respecto a los ejes x y z. Se escribe 



4 = J 

f (y 2 + z 2 ) dm 

** = 1 

f (z 2 + x 2 ) dm 

L ~ = \ 

f (x 2 + ?/) dm 


f Debe tenerse presente cuando se convierte el momento de inercia de una masa de 
unidades de uso comun en Estados Unidos a unidades del SI que la unidad fundamental 
libra utilizada en la unidad derivada lb • ft ■ s 2 es una unidad de fuerza (no de masa) y debe, 
por lo tanto, convertirse en newtons. Se tiene 

1 lb • ft ■ s 2 = (4.45 N)(0.3048 m)(l s) 2 = 1.356 N • m • s 2 
o, puesto que 1 N = 1 kg • m/s 2 , 

1 lb • ft • s 2 = 1.356 kg ■ m 2 



Fotografia B.1 Como estudiara en su curso de 
dinamica, el comportamiento rotacional del cigue- 
nal que se muestra depende de su momento de 
inercia de masa con respecto a su eje de rota- 
cion. 
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B.2. TEOREMA DE EJES PARALELOS 



A' 



Figura B.4 


Considerese un cuerpo de masa m. Sea Oxyz un sistema de coordena- 
das rectangulares cuyo origen esta en el punto arbitrario O, y Gx'y’z' 
un sistema de ejes centroidales paralelos, esto es, un sistema cuyo ori¬ 
gen esta en el centra de gravedad G del cuerpo 1 y cuyos ejes y' y z' 
son paralelos a los ejes x, y y z, respectivamente (figura 13.3). Denotan- 
do con x, y y z las coordenadas de G con respecto a Oxyz, se escriben 
las siguientes relaciones entre las coordenadas x, y yz de elemento dm 
con respecto a Oxyz y sus coordenadas x', y' y z' con respecto a los ejes 
centroidales Gx'y’z'-. 

x = x' + x y = y' + y z = z' + z (B.4) 

Con referenda a las ecuaciones (B.3), es posible expresar el momenta 
de inercia del cuerpo con respecto al eje x de la forma siguiente: 

/, = f (y 2 + z 2 ) dm = j[(y' + yf + (z' + z) 2 } dm 

= J (y ' 2 + z' 2 ) dm +2 y J y' dm + 2z J z' dm + (y 2 + z 2 ) J dm 

La primera integral en esta expresion representa el momento de iner¬ 
cia 4' del cuerpo con respecto al eje centroidal x'; la segunda y tercera 
integrates representan el primer momento del cuerpo con respecto a 
los pianos z'x' y x'y', respectivamente, y, puesto que ambos pianos con- 
tienen G, las dos integrales son cero; la ultima integral es igual a la masa 
total m del cueipo. Por lo tanto, se escribe, 

4 = 4' + m(y 2 + z 2 ) (B.5) 

y, de manera similar, 

ly = Iy> + m(z 2 + x 2 ) 4 = 4' A m{x 2 + y 2 ) (B.5 1 ) 

De la figura B.3 se ve facilmente que la suma z 2 + x 2 representa 
el cuadrado de la distancia OB, entre los ejes y y y'. De manera simi¬ 
lar, y 2 + z 2 y x 2 + y 2 representan los cuadrados de la distancia entre 
los ejes xyx'y los ejes zyz', respectivamente. Al denotar por d la dis¬ 
tancia entre un eje arbitrario AA' y el eje centroidal paralelo BB' (fi¬ 
gura B.4), se puede, en eonsecuencia, escribir la siguiente relation ge¬ 
neral entre el momento de inercia I del cuerpo con respecto a AA' y 
su momento de inercia J con respecto a B B': 

1 = 1 + md 2 (B.6) 

Al expresar los momentos de inercia en terminos de los radios de giro 
correspondientes, tambien se puede escribir 

k 2 = k 2 + d 2 (B.7) 

donde kyk representan los radios de giro del cueipo alrededor de AA' 
y BB', respectivamente. 


f Observe que el termino centroidal se usa aquf para definir el centra de gravedad G del 
cuerpo, aunque G no coincida con el centroide del volumen del cuerpo. 










B.3. MOMENTOS DE INERCIA DE PLACAS DELGADAS Momentos de inercia de placas 

delgadas 

Considere una placa delgada de espesor uniforme t, hecha de un mate¬ 
rial homogeneo de densidad p (densidad = masa por unidad de volu- 
men). El momenta de inercia de masa de la placa con respecto a un eje 
AA' contenido en el piano de la placa (figura B.5 a) es 

W, masa = J r 2 dm 
Puesto que dm = pt dA, se escribe 

IaA', masa = Pt j r 2 dA 

Pero r representa la distancia del elemento de area dA al eje AA’; la 



Figura B.5 




integral por lo tanto es igual al momenta de inercia del area de la placa 
con respecto a AA'. Se tiene 

IaA', masa P ^ f/VV, area (B.8) 

De manera similar, para un eje B B' que esta contenido en el piano de 
la placa y es perpendicular a AA' (figura 13.5 b), se tiene 

IbB', masa = P^BB', area (B-9) 

Si se considera ahora el eje CC' que es perpendicular a la placa y 
pasa por el punto de intersection C de AA' y BB' (figura B.5c), se es¬ 
cribe 


fee, masa ~ Ptfc, area (B.10) 

donde J c es el momenta polar de inercia del area de la placa con res¬ 
pecto al punto C. 

Al recordar la relation J c = l A/ y + I BB ’ que existe entre los mo¬ 
mentos polar y rectangular de inercia de un area, se escribe la siguiente 
relation entre los momentos de inercia de masa de una placa delgada: 

fee' = Iaa' + Ibb' (B-ll) 
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cll x = -(-r 2 dm 

dly = dly' + x 2, dm = Qr 2 + x 2 \lm 

dl z = dL' + x 2 dm = (I r 2 + x^\dm 

Figura B.8 Determinacion del momenta 
de inercia de un cuerpo de revolucion. 


Placa rectangular. En el caso de una placa rectangular de la- 
dos a y b (figura B.6), se obtienen los siguientes momentos de inercia 
de masa con respecto a los ejes que pasan por el centra de gravedad 
de la placa 

1AA' , masa P^AA', area P^( 1 ja 3 b) 

IbB', masa = P^BB’, area = Ptij^db ) 

Al observar que el producto pabt es igual a la masa m de la placa, se 
escriben los momentos de inercia de masa de una placa rectangular 
delgada del modo siguiente: 

W = l2 m a 2 Ibb’ = i jmb 2 (B.12) 

Icc = Iaa' + Ibb 1 = j^mia 2 + b (B.13) 

Placa circular, En el caso de una placa circular, o disco, de ra¬ 
dio r (figura B.7), se escribe 

IaA', masa PtlAA', area pti^TTf ) 

Al observar que el producto pirr 2 t es igual a la masa m de la placa y que 
7 aa' = Ibb’, se escriben los momentos de inercia de masa de una placa 
circular de la manera siguiente: 

Iaa’ = Ibb - = \mr 2 (B.14) 

Icc = Iaa’ + Ibb 1 = 2 mi ' 2 (B.15) 

B.4. DETERMINACION DEL MOMENTO DE INERCIA DE UN 
CUERPO TRIDIMENSIONAL MEDIANTE INTEGRACION 

El momenta de inercia de un cuerpo tridimensional se obtiene eva- 
luando la integral I = f r 2 dm. Si el cuerpo esta hecho de material 
homogeneo de densidad p, el elemento de masa dm es igual a pdV y se 
puede escribir I = p f r 2 dV. Esta integral depende solo de la forma del 
cuerpo. De tal modo, para calcular el momenta de inercia de un cuer¬ 
po tridimensional, por lo general es necesario efectuar una integration 
triple, o al menos doble. 

Sin embargo, si el cuerpo posee dos pianos de simetrfa, es posible 
determinar el momenta de inercia del cuerpo con una sola integration 
al elegir como elemento de masa dm una placa delgada que es per¬ 
pendicular a los pianos de simetrfa. En el caso de cuerpos de revolu¬ 
cion, por ejemplo, el elemento de masa serfa un disco delgado (figura 
B.8). Utilizando la formula (B.15), el momenta de inercia con respecto 
al eje de revolucion se puede expresar como se indica en la figura B.8. 
Su momenta de inercia con respecto a cada uno de los otros dos ejes 
de coordenadas se obtiene utilizando la formula (B.14) y el teorema de 
ejes paralelos. La integration de la expresion obtenida produce el mo¬ 
menta de inercia deseado del cuerpo. 

B.5. MOMENTOS DE INERCIA DE CUERPOS COMPUESTOS 

Los momentos de inercia de unas cuantas formas comunes se muestran 
en la figura B.9. Para un cuerpo consistente en varias de estas formas 
simples, el momenta de inercia del cuerpo con respecto a un eje dado 
puede obtenerse calculando primero los momentos de inercia de sus 
partes componentes alrededor del eje deseado y despues sumandolos 
en conjunto. Como sucedio con las areas, el radio de giro de un cuerpo 
compuesto no puede obtenerse sumando los radios de giro de sus par¬ 
tes componentes. 
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Figura B.9 Momentos de inercia de masa de formas geometricas comunes. 























PROBLEMA RESUELTO B.1 

Determine el momenta de inertia de una barra ligera de longitud L y masa 
m con respecto a un eje que es perpendicular a la barra y pasa por un extre- 
mo de la misma. 


<J 



SOLUCION 

Al elegir el elemento diferencial de masa que se muestra, se escribe 


II 


c r L ^ 

r ^ 

f X 2 dm = [ x 2 ~^dx = 

m x 

J Jo L 

L 3 




PROBLEMA RESUELTO B.2 

Para el prisma rectangular homogeneo que se muestra, determine el momen¬ 
ta de inertia con respecto al eje z. 


SOLUCION 



Se elige como elemento diferencial de masa la placa delgada que se muestra; 
de tal modo 

dm = pbc dx 

Refiriendose a la section B.3, se encuentra que el momenta de inertia del 
elemento con respecto al eje z' es 

dl z ■ = jzb 2 dm 

Al aplicar el teorema de los ejes paralelos o teorema de Steiner, se obtiene el 
momenta de inercia de masa de la placa con respecto al eje z. 

dl z = dl z ' + x 2 dm = -j \b 2 dm + x 2 dm = (j^b 2 + x 2 ) pbc dx 

Si se integra desde r = Oax = a, se obtiene 


L = 


J dl z = J (~&b 2 + x 2 ) pbc dx = pabc(j^b 2 + \a 2 


Puesto que la masa total del prisma es m = pabc, se puede escribir 

I z = m(-j^b 2 + \a 2 ) L = jjmdrf + b 2 ) 4 

Hay que observar que si el prisma es delgado, b es pequena comparada con 
a, y la expresion para I z se reduce a 3 -mxti, que es el resultado que se obtuvo 
en el problema resuelto B.l cuando L = a. 
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PROBLEMA RESUELTO B.3 

Determine el momenta de inercia de un cono circular recto con respecto a 
a) su eje longitudinal, b) un eje que pasa por el apice del cono y perpendicu¬ 
lar a su eje longitudinal, c) un eje que pasa por el centroide del cono y per¬ 
pendicular a su eje longitudinal. 


dx 


SOLUCION 

Se elige el elemento differencial de masa que se muestra. 


r = a~r dm = pirr 2 dx = piry^x 2 dx 


a) Momentos de inercia I x . Utilizando la expresion que se obtuvo 
en la seccion B .3 para un disco delgado, se calcula el momenta de inercia de 
masa del elemento differencial con respecto al eje x. 

dL- = -5-r 2 dm = a--\ (pir^-x 2 dx\ = ipir—r-x 4 dx 


2' mu 21 “ ^ I |f ,7T /jZ X ax j 2P 77 j^ } 

Al integral' desde x = 0 hasta x = h, se obtiene 

r rh 4 4 7 5 

r _ f Jr _ 1 « 4 7 _i £_!}__ 4, 

I x J dl x J 0 2 j ^4 % dx 2 j ^4 ^ 10 P'RQ' h 

Puesto que la masa total del cono es m = j^pTra 2 h, se puede escribir 


T 1 4; _ 3 2/1 27 \ 3 2 

Ix - ToP 77 ® ll ~ To® ( 3 P 77 ® - To” 1 ® 


Ix = To” 7 ® 


fo) Momenta de inercia Se usa el mismo elemento diferencial. 
Aplicando el teorema de ejes paralelos y utilizando la expresion que se de- 
dujo en la seccion B.3 para un disco delgado, se escribe 

dly = dly’ + x 2 dm = \r 2 dm + x 2 dm = (jr 2 + x 2 ) dm 

Al sustituir las expresiones para r y dm en la ecuacion, se obtiene 

dl 'j = (4 F x2 + %2 )(p ot F x2 dx ) = p7T ¥(w + l ) xA dx 

r rh „2 / 2 v 2 / 2 

f 7r I a a \ 4 7 a a 

!y = }dly = I P 77 ^^ + 1]X ^ + 1 

Al introducir la masa total del cono to, se reescribe Z„ como sigue: 

ly = f ({® 2 + h 2 )\pjra 2 h I y = fm( jr / 2 + h 2 ) ◄ 




c) Momenta de inercia Iy -. Se aplica el teorema de ejes paralelos y 
se escribe 


'y = V 

Al resolver para I y » y recordar que x = jh t se tiene 


-/ 

4 a 

12 


V = I y ~ m? = fm(*T + fe 2 ) - 


— 20 m (^ 2 + 
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PROBLEMA RESUELTO B.4 



Una pieza de acero forjado esta compuesta por un prisma rectangular de 6 X 
2 X 2 in. y dos cilindros de 2 in. de diametro y 3 in. de largo como se rnues- 
tra. Determine los momentos de inertia de la pieza forzada con respecto a los 
ejes coordenados si se sabe que el peso esperffico del acero es de 490 lb/ft 3 . 


SOLUCION 



Calculo de masas 
Prisma 


V = (2 in.)(2 in.)(6 in.) = 24 in 3 
lft \ 3 


W = (24 in 3 )(490 lb/ft 3 ) 
6.81 lb 


12 in. 


= 6.81 lb 


32.2 ft/s 2 


= 0.211 lb • s 2 /ft 


Cada cilindro 


V = 77(1 in.) z (3 in.) = 9.42 in 3 

W = (9.42 in 3 )(490 lb/ft 3 /= 2.67 lb 
y 12 in. J 

m = 7) " 9 = 0.0829 lb • s 2 /ft 

32.2 ft/s 2 


Momentos de inereia. Los momentos de inertia de cada componente 
se calculan a partir de la figura B.9, utilizando el teorema de ejes paralelos 
cuando es necesario. Hay que observar que las longitudes se expresan en 
pies. 

Prisma 

I X = I Z = ^(0.211 lb • s 2 /ft)[M ft) 2 + (^ ft) 2 ] = 4.88 X 10' 3 lb • ft • s 2 
I tJ = £<0.211 lb • s 2 /ft)[(£ ft) 2 + (£ ft) 2 ] = 0.977 X 10~ 3 lb • ft • s 2 

Cada cilindro 

l x = \ma 2 + my 2 = |(0.0829 lb • s 2 /ft)(£ ft) 2 + (0.0829 lb • s 2 /ft)(£ ft) 2 
= 2.59 X 10" 3 lb • ft -V 

l y = £m(3a 2 + L 2 ) + mi 2 = £(0.0829 lb • s 2 /ft)[3(£ft) 2 + (£ ft) 2 ] 

+ (0.0829 lb • s 2 /ft)(f ft) 2 = 4.17 X 1()" 3 lb • ft • s 2 
I- = £m(3a 2 + L 2 ) + m(x z + Tj 2 ) = £(0.0829 lb • s 2 /ft)[3(£ ft) 2 + (£ ft) 2 ] 
+ (0.0829 lb • s 2 /ft)[(f ft) 2 + (£ ft) 2 ] = 6.48 X 10" 3 lb : ft • s 2 

Cuerpo complete. A1 sumar los valores obtenidos, 

l x = 4.88 X 10~ 3 + 2(2.59 X 10~ 3 ) 7 V = 10.06 X 10 3 lb • ft • s 2 ◄ 
l y = 0.977 X 10~ 3 + 2(4.17 X 10 -3 ) 

I z = 4.88 X 10~ 3 + 2(6.48 X 10~ 3 ) I z = 17.84 X 10 3 lb • ft • s 2 ◄ 
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PROBLEMA RESUELTO B.5 


Una delgada placa de acero que mide 4 mm de espesor se corta y dobla para 
formal' la parte de la maquina que se muestra. Si la densidad del acero es de 
7 850 kg/m 3 , determine los momentos de inertia de la parte de la maquina 
con respecto a los ejes de coordenadas. 


SOLUCION 

Se observa que la parte de la maquina se compone de una placa circular y de 
una placa rectangular de la cual se removio una placa circular. 

Calculo de masas. Placa semicircular 

Vx = hrr 2 t = {tt( 0.08 m) 2 (0.004 m) = 40.21 X 10~ 6 m 3 

m, = pVj = (7.85 X 10 3 kg/m 3 )(40.21 X 10~ 6 m 3 ) = 0.3156 kg 

Placa rectangular 

V 2 = (0.200 m)(0.160 m)(0.004 m) = 128 X 10~ 6 m 3 
m 2 = pV 2 = (7.85 X 10 3 kg/m 3 )(128 X 10“ 6 m 3 ) = 1.005 kg 

Placa circular 

V 3 = ira 2 f = tt( 0.050 m) 2 (0.004 m) = 31.42 X 10~ 6 m 3 
m 3 = P V 3 = (7.85 X 10 3 kg/m 3 )(31.42 X 10~ 6 m 3 ) = 0.2466 kg 

Momentos de inercia. Utilizando el metodo que se presento en la 
section B.3, se calculan los momentos de inercia de cada componente. 

Placa semicircular. De la figura B.9, se observa que para una placa 
circular de rnasa m y radio r 

T 1 2 T T 1 _2 

4 - v nr 4 - 4 - jm.iT 

Debido a la simetria, se advierte que para una placa semicircular 

4 = M"ir 2 ) l y = 4 = M™" 2 ) 

Puesto que la rnasa de la placa semicircular es ?n 1 = \m, se tiene 

I x = |m,r 2 = f(0.3156 kg)(0.08 m) 2 = 1.010 X 10 -3 kg • m 2 
4 = 4 = = \ mi r 2 = {(0.3156 kg)(0.08 m) 2 = 0.505 X 10 -3 kg • m 2 

Placa rectangular 

4 = i{m 2 c 2 = -{-(1.005 kg)(0.16 m) 2 = 2.144 X 10 -3 kg • m 2 
4 = \m 2 b 2 = {(1.005 kg)(0.2 m) 2 = 13.400 X 10~ 3 kg • m 2 
4 = 4 + 4 = (2.144 + 13.400)(10 -3 ) = 15.544 X 10' 3 kg • m 2 
Placa circular 

4 = \m 3 a 2 = {(0.2466 kg)(0.05 m) 2 = 0.154 X 10~ 3 kg • m 2 
4 = \m 3 a 2 + m 3 d 2 

= {(0.2466 kg)(0.05 m) 2 + (0.2466 kg)(0.1 m) 2 = 2.774 X 10~ 3 kg • m 2 
4 = {m 3 a 2 + m 3 d 2 = {(0.2466 kg)(0.05 m) 2 + (0.2466 kg)(0.1 m) 2 
= 2.620 X 10^ 3 kg • m 2 

Parte de maquina completa 

4 = (1.010 + 2.144 - 0.154)(10 -3 ) kg • m 2 4 = 3.00 X 10 ’’ kg ■ nr ◄ 

4 = (0.505 + 15.544 - 2.774)(10 -3 ) kg • m 2 l y = 13.28 X 10" 3 kg • m 2 ◄ 

4 = (0.505 + 13.400 - 2.620)(10 -3 ) kg • m 2 I - 11.29 X 10 kg ■ in 2 ◄ 
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RESOL UCION DE PROB LEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


En esta lection se introdujo el momento de inertia de masa y el radio de giro de un 
cuerpo tridimensional con respecto a un eje dado [ecuaciones (B.l) y (B.2)]. Tam- 
bien se dedujo un teorema de ejes paralelos para usarlo con momentos de inercia de 
masa y se estudio el calculo de momentos de inercia de masa de placas delgadas y 
cuerpos tridimensionales. 

1. Calculo de momentos de inercia de masa. El momento de inercia de masa I 
de un cuerpo con respecto a un eje dado puede calcularse de manera directa a par- 
tir de la definition dada en la ecuacion (B.l) para formas simples [problema resuelto 
B.l], Sin embargo, en la mayorfa de los casos es necesario dividir el cuerpo en pla¬ 
cas delgadas, calcular el momento de inercia de una placa caracterfstica con respecto 
a un eje dado —utilizando el teorema de los ejes paralelos si es necesario— e inte- 
grar la expresion obtenida. 

2. Aplicacion del teorema de los ejes paralelos. En la section B.2 se obtuvo el 
teorema de los ejes paralelos para momentos de inercia de masa 

1 = 1 + md 2 (B.6) 

que establece que el momento de inercia I de un cuerpo de masa m con respecto a 
un eje dado es igual a la suma de los momentos de inercia I de ese cuerpo con res¬ 
pecto al eje centroidal paralelo y el producto md 2 , donde d es la distancia entre los 
dos ejes. Cuando el momento de inercia de un cuerpo tridimensional se calcula con 
respecto a uno de los ejes de coordenadas, d 2 puede sustituirse por la suma de los cua- 
drados de las distancias medidas a lo largo de los otros dos ejes de coordenadas [ecua¬ 
ciones (B.5) y (B.5')]. 

3. Evitar errores relacionados con las unidades. Para evitar errores, es esen- 
cial que exista consistencia en el uso de las unidades. De tal modo, todas las longi¬ 
tudes deben expresarse en metros o pies, segun sea apropiado, y en problemas en 
los que se utilicen unidades de uso comun en Estados Unidos, las masas deben in- 
dicarse en lb ■ s 2 /ft. Ademas, se recomienda ampliamente que se incluyan unidades 
cuando se efectuen los calculos [problemas resueltos (B.4) y (B.5)]. 

4. Calculo del momento de inercia de masa de placas delgadas. Se demostro 
en la section B.3 que el momento de inercia de masa de una placa delgada con res¬ 
pecto a un eje dado puede obtenerse multiplicando el momento de inercia corres- 
pondiente del area de la placa por la densidad p y por el espesor t de la misma [ecua¬ 
ciones (B.8) a (B.10)]. Hay que observar que como el eje CC’ en la figura B.5c es 
perpendicular a la placa. Ice, masa se asocia con el momento de inercia polar J c 4rea . 

En lugar de calcular de manera directa el momento de inercia de una placa del¬ 
gada con respecto a un eje especificado, en ocasiones resulta conveniente calcular 

( continue) 
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primero su momenta de inercia con respecto a un eje paralelo al eje especificado y 
despues aplicar el teorema de los ejes paralelos. Ademas, para determinar el mo¬ 
menta de inercia de una placa delgada con respecto a un eje perpendicular a la placa, 
es posible determinar primero sus momentos de inercia con respecto a dos ejes per- 
pendiculares en un piano y luego utilizar la ecuacion (B.ll). Por ultimo, hay que 
recordar que la masa de una placa de area A, espesor t y densidad p es m = ptA. 

5. Obtencion del momento de inercia de un cuerpo mediante una sola in¬ 
tegration directa En la seccion B.4 se analizo y se ilustro en los problemas re- 
sueltos B.2 y B.3 como es posible utilizar una sola integration para calcular el mo¬ 
mento de inercia de un cuerpo que puede dividirse en una serie de placas delgadas 
y paralelas. Para estos casos, a menudo es necesario expresar la masa del cuerpo 
en terminos de la densidad y las dimensiones del mismo. Suponiendo que se ha di- 
vidido, como en los problemas resueltos, en placas delgadas perpendiculares al eje 
x, resultara necesario expresar las dimensiones de cada placa como funciones de la 
variable x. 

a) En el caso especial de un cuerpo de revolucion, la placa elemental es un 
disco delgado y deben utilizarse las ecuaciones que se dan en la figura B.8 para de¬ 
terminar los momentos de inercia del cuerpo [problema resuelto B.3]. 

b) En el caso general, cuando el cuerpo no es de revolucion, el elemento 
diferencial no es un disco, sino una placa delgada de una forma diferente, y no es 
posible utilizar las ecuaciones de la figura B.8. Hay que observar, por ejemplo, el 
problema resuelto B.2, donde el elemento era una placa rectangular delgada. Para 
configuraciones mas complejas, se puede utilizar una o mas de las siguientes ecua¬ 
ciones, las cuales se basan en las ecuaciones (B.5) y (B.5') de la seccion B.2. 

dl x = dl x ' + (y% + Zgj) dm 
dl y = dly r + (z% + x|) dm 
dl z = dl z ’ + (xf; + t/ei ) dm 

donde las primas denotan los ejes centroidales de cada placa elemental, y x e i, y e i y z e i 
representan las coordenadas de su centroide. Los momentos de inercia centroidales de 
la placa se determinan de la manera que se describio antes para una placa delgada: con 
referencia en la figura 9.12, calcule los momentos de inercia correspondientes del area 
de la placa y multiplique el resultado por la densidad p y el espesor t de la misma. 
Ademas, suponiendo que el cuerpo se ha dividido en placas delgadas perpendiculares 
al eje x, recuerde que es posible obtener dl x • sumando (//„- y dL’ en lugar de hacer el 
calculo de manera directa. Por ultimo, utilizando la geometrfa del cuerpo, se puede 
expresar el resultado obtenido en terminos de una sola variable x e integrar en x. 

6. Calculo del momento de inercia de un cuerpo compuesto. Como se esta- 
blecio en la seccion B.5, el momento de inercia de un cuerpo compuesto con res¬ 
pecto a un eje especificado es igual a la suma de los momentos de sus componentes 
con respecto a ese eje. Los problemas resueltos B.4 y B.5 ilustran el metodo de so¬ 
lution apropiado. Tambien se debe recordar que el momento de inercia de un com- 
ponente sera negativo solo si el componente se remueve (como en el caso de un agu- 
jero). 

Aunque los problemas del cueipo compuesto en esta leccion son relativamente 
directos, se tendra que trabajar con cuidado para evitar errores de calculo. Ademas, 
si alguno de los momentos de inercia necesarios no se indica en la figura B.9, se ten¬ 
dra que deducir sus formulas utilizando las tecnicas de esta leccion. 
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Problemas 



B.1 En la figura se muestra un cuarto de anillo con masa m que fue 
cortado de una placa uniforme delgada. Si r t = §r 2 , determine su momenta 
de inercia de masa con respecto a a) el eje AA' y b) el eje centroidal CC' 
que es perpendicular al piano que contiene al cuarto de anillo. 

B.2 En la figura se muestra una placa delgada y semiellptica con una 
masa m. Determine su momenta de inercia de masa con respecto a a) el eje 
centroidal BB' y b) el eje centroidal CC' que es perpendicular a la placa. 



B.3 En la figura se muestra un anillo eliptico que fue cortado de una 
placa uniforme delgada. Si la masa del anillo se denota con m, determine su 
momenta de inercia con respecto a a) el eje centroidal BB' y b) el eje cen¬ 
troidal CC' que es perpendicular al piano que contiene al anillo. 




B.4 En la figura se muestra un componente de maquina que fue cor¬ 
tado de una placa uniforme delgada. Si la masa del componente se denota 
con m, determine su momenta de inercia de masa con respecto a a) el eje 
BB' y b ) el eje centroidal CC' que es perpendicular al piano que contiene 
al componente. 
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Problemas 1311 


El rombo mostrado en la figura tiene una masa m y fue cortado 
de una placa delgada uniforme. Determine el momenta de inercia de masa 
del rombo con respecto a a) el eje x, b) el eje y. 

El rombo mostrado en la figura tiene una masa m y fue cortado 
de una placa delgada uniforme. Si los ejes AA' y BB' son paralelos al eje 3 
y descansan en un piano paralelo al piano zx y adernas se encuentran a una 
distancia a sobre este, determine el momenta de inercia de masa del rombo 
con respecto a a) el eje AA', b) el eje BB'. 

Para la placa delgada de forma trapezoidal y masa m mostrada en 
la figura, determine su momenta de inercia de masa con respecto a a) el eje 
x y b) el eje y. 



Figura PB.7 y PB.8 



Para la placa delgada de forma trapezoidal y masa m mostrada en 
la figura, determine su momento de inercia de masa con respecto a a ) el eje 
centroidal CC' que es perpendicular a la placa y b) el eje AA' que es para¬ 
lelo al eje x y se encuentra a una distancia de 1.5a desde la placa. 

B.9 Al rotar la enjuta parabolica mostrada con respecto al eje x se 
forma un solido homogeneo de revolution con masa m. Utilice integration 
directa para expresar, en terminos de m y b, el momento de inercia del so¬ 
lido con respecto al eje x. 

B.10 Determine por integration directa el momento de inercia de 
masa con respecto al eje 3 del cilindro circular recto que se muestra en la fi¬ 
gura. Suponga que el cilindro tiene densidad uniforme y una masa m. 




Figura PB.10 
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B.11 El area mostrada en la figura se rota con respecto al eje x para 
formar un solido homogeneo de revolution con masa m. Determine por in¬ 
tegration directa el momento de masa de inercia del solido con respecto a 
a) el eje x y b) el eje y. Exprese las respuestas en terminos de m y a. 

B.12 Suponga que el tetraedro que se muestra en la figura tiene una 
densidad uniforme y una masa m. Determine por integration directa su mo¬ 
mento de inercia de masa con respecto al eje x. 



Figura PB.12 y PB.13 


B.13 Suponga que el tetraedro que se muestra en la figura tiene una 
densidad uniforme y una masa m. Determine por integration directa su mo¬ 
mento de inercia de masa con respecto al eje ij. 

Suponga que el semielipsoide mostrado en la figura tiene una 
densidad uniforme y una masa m. Determine por integration directa su mo¬ 
mento de inercia de masa con respecto al eje z. 




*B Un alambre delgado de acero se dobla en la forma mostrada en 
la figura. Si se representa con m' la masa por unidad de longitud del alam¬ 
bre, determine por integration directa su momento de inercia de masa con 
respecto a cada uno de los ejes coordenados. 


Figura PB.15 
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En la figura se muestra una placa delgada con forma triangular 
y rnasa m, la cual esta soldada a un bloque a lo largo de su base AB. Si se 
sabe que la placa forma un angulo 9 con el eje ij, determine por integration 
directa el momenta de inertia de rnasa de la placa con respecto a a) el eje 
x, b) el eje y y c) el eje 2 . 

En la figura se muestra la section transversal de una polea mol- 
deada para banda plana. Determine su momenta de inertia de rnasa y el ra¬ 
dio de giro con respecto al eje AA'. (El peso especifico del laton es 0.306 
lb/in. 3 , y el del policarbonato de fibra reforzada es 0.0433 lb/in. 3 ) 


Policarbonato 



b- 0.475 in.—4 


--0.875 in.- 

Figura PB.17 


En la figura se muestra la section transversal de un rodillo mo- 
vil. Determine su momenta de inertia y su radio de giro de rnasa con res¬ 
pecto al eje AA'. (La densidad del bronce es de 8 580 kg/m 3 , la del alumi- 
nio es de 2 770 kg/m 3 y la del neopreno es de 1 250 kg/m 3 .) 




— 19.5 mm — 

Figura PB.18 


B.19 Dadas las dimensiones y la rnasa m del cascaron conico delgado 
que se muestra en la figura, determine el momenta de inercia y el radio de 
giro del cascaron con respecto al eje x. ( Sugerencia : Considere que el casca¬ 
ron se formo al remover un cono con una base circular de radio a de un cono 
con una base circular de radio a + t. En las expresiones resultantes, no tome 
en cuenta los terminos que contengan t 2 , t 3 etc. No olvide tomar en cuenta 
la diferencia en las alturas de los dos conos.) 



Figura PB.19 
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Momentos de inercia de masas 



Figura PB.20 


B.20 Una portion de una barra larga de acero de 8 in. de largo y 1.50 
in. de diametro se gira para formar la section conica que se muestra. Si el 
proceso de giro reduce el momenta de inercia de la barra con respecto al eje 
x en 20 por ciento, determine la altura h del cono. 

B.21 El componente de maquina de acero que se muestra se formo 
maquinando un hemisferio en la base de un cono truncado. Si la densidad 
del acero es de 7 850 kg/m 3 , determine el momenta de inercia de masa de 
la componente con respecto al eje y. 




B.22 Luego de un periodo de uso, se desgasto una de las cuchillas de 
un desmenuzador y termino en la forma mostrada, con un peso de 0.4 lb. 
Si los momentos de inercia de la cuchilla con respecto a los ejes AA' y BB' 
son 0.6 X 10 3 lb • ft • s 2 y 1.26 X 10' 3 lb ■ ft • s , respectivamente, deter¬ 
mine a) la ubicacion del eje centroidal GG ', b) el radio de giro con respecto 
al eje GG'. 

B.23 Las copas y los brazos de un anemometro se fabrica con un ma¬ 
terial de densidad p. Si el momento de inercia de un cascaron hemisferico 
delgado de masa rn y espesor t con respecto a su eje centroidal GG' es 
5mo 2 /12, determine a) el momento de inercia del anemometro con respecto 
al eje AA ', b) la razon de a sobre l para la cual el momento de inercia cen¬ 
troidal de las copas es igual a 1 por ciento del momento de inercia de las co¬ 
pas con respecto al eje AA'. 



Figura PB.23 
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B.24 Un agujero cuadrado centrado se extiende de un lado al otro del 
componente de maquina de aluminio que se muestra. Determine a) el va¬ 
lor de a para el cual la masa del momenta de inertia del componente con 
respecto al eje AA', que biseca la superfrcie superior del agujero, es ma¬ 
xima, b) los valores correspondientes del momenta de inertia de masa y el 
radio de giro con respecto al eje AA'. (La densidad del aluminio es de 2 800 
kg/m 3 .) 



B.25 Una pieza de 0.1 in. de espesor de hoja metalica se corta y se 
dobla para formar el componente de maquina mostrado. Si el peso espeti- 
fico del acero es de 0.284 lb/in. 3 , determine el momenta de inertia del com¬ 
ponente con respecto a cada uno de los ejes coordenados. 



B.26 Una pieza de 3 mm de espesor de hoja metalica se corta y se 
dobla para formar el componente de maquina mostrado. Si la densidad del 
acero es 7 850 kg/m 3 , determine el momenta de inertia del componente con 
respecto a cada uno de los ejes coordenados. 



B.27 La cubierta de un dispositivo electronico se forma de una hoja 
de aluminio de 2 mm de espesor. Determine el momenta de inertia de masa 
de la cubierta con respecto a cada uno de los ejes coordenados. (La densi¬ 
dad del aluminio es de 2 770 kg/m 3 .) 


Figura PB.27 




48 mm 


x 
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B.28 Un anclaje de estructuras se forma con acero galvanizado de 
2 mm de espesor. Determine el momenta de inercia de masa del anclaje con 
respecto a cada uno de los ejes coordenados. (La densidad del acero galva¬ 
nizado es de 7 530 kg/m 3 .) 


y 



Fig ura PB.28 


B.29 Una pieza de hoja de acero de 2 mm de espesor se corta y se 
dobla para formar el componente de maquina mostrado. Si la densidad del 
acero es igual a 7 850 kg/m 3 , determine el momenta de inercia del compo¬ 
nente con respecto a cada uno de los ejes coordenados. 


y 



*B.30 La pieza de escurridor de techo que se muestra se forma a par- 
tir de hoja de cobre que tiene un espesor de 0.032 in. Si el peso especifico 
del cobre es de 558 lb/ft 3 , determine el momenta de inercia del escurridor 
con respecto a cada uno de los ejes coordenados. 

y 



Figura PB.30 









Problemas 1317 


El elemento de maquina que se muestra en la figura esta fabri- 
cado con acero. Determine el momenta de inercia de masa del ensamble con 
respecto a a) el eje x, b) el eje y, c) el eje z. (El peso especifico del acero es 
de 0.284 lb/in. 3 ) 



Determine el momenta de inercia de masa del elemento de ma¬ 
quina de acero que se muestra en la figura con respecto al eje y. (La densi- 
dad del acero es de 7 850 kg/m 3 .) 

Determine el momenta de inercia de masa del elemento de ma¬ 
quina de acero que se muestra en la figura con respecto al eje z. (La densi- 
dad del acero es de 7 850 kg/m 3 .) 



200 mm 


Figura PB.32 y PB.33 


B.34 Una pieza fundida de aluminio tiene la forma que se indica. Si 
el peso especifico del aluminio es igual a 0.100 lb/in. 3 , determine el momenta 
de inercia de la pieza fundida con respecto al eje z. 
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E Determine el momenta de inercia del elemento de maquina de 
acero que se muestra en la figura con respecto a) el eje x, b) el eje y, c) el 
eje z. (El peso especifico del acero es de 490 lb/ft 3 .) 



B.36 Un alambre de aluminio con una masa por unidad de longitud 
de 0.049 kg/m se ernplea para formar el circulo y los elementos rectos de la 
figura mostrada. Determine el momenta de inercia de masa del ensamble 
con respecto a cada uno de los ejes coordenados. 



B.37 La figura que se muestra esta fonnada con alambre de acero de 
3 mm de diametro. Si la densidad del acero es de 7 850 kg/m 3 , determine el 
momento de inercia de masa del alambre con respecto a cada uno de los ejes 
coordenados. 



Figura PB.37 
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B.38 Un alambre homogeneo con un peso por unidad de longitud de 
0.041 lb/ft se usa para formar la figura mostrada. Determine el momento de 
inertia del alambre con respecto a cada uno de los ejes coordenados. 



Figura PB.38 


*B.6. MOMENTO DE INERCIA DE UN CUERPO RESPECTO 
A UN EJE ARBITRARIO QUE PASA POR O. PRODUCTOS 
DE INERCIA 

En esta section se vera como determinar el momento de inercia de un 
cuerpo respecto a un eje arbitrario OL que pasa por el origen (figura 
B.10) si sus momentos de inercia en relation con los tres ejes coorde¬ 
nados, asi como con otras cantidades que se definiran mas adelante, ya 
fueron determinados. 

El momento de inercia I 0 l del cuerpo respecto a OL es igual a 
/ p 2 dm, donde p denota la distancia perpendicular desde el elemento 
de masa dm liasta el eje OL. Si se denota mediante A. el vector unitario 
a lo largo de OL y con r el vector de position del elemento dm, se 
observa que la distancia perpendicular p es igual a r sen 0, lo cual 
representa la magnitud del producto vectorial A X r. Por lo tanto, se 
escribe 

Iol = J p 2 dm = J |A X r| 2 dm (B. 16 ) 

Al expresar ]A X r| 2 en terminos de las componentes reetangulares del 
producto vectorial, se tiene 

Iol = J [(A x y ~ A yx) 2 + (A^z — A-y) 2 + (A-x — A_ v z) 2 ] dm 

donde las componentes A x , A (/ y A- del vector unitario A representan los 
cosenos directores del eje OL y las componentes x, y y z de r repre¬ 
sentan las eoordenadas del elemento de masa dm. Al desarrollar los ter¬ 
minos cuadraticos y reagrupar los terminos, se escribe 

Iol = A_f J ( y 2 + z 2 ) dm + Ajj J (z 2 + x 2 ) dm + A x J (x 2 + y 2 ) dm 
— 2A V A tJ I xy dm — 2A y A z yz dm — 2A-A* I zx dm (B.17) 


B.6. Momento de inercia de un cuerpo 
respecto a un eje arbitrario que pasa por O. 

Productos de inercia. 



Figura B.10 
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Momentos de inercia de masas 


Si se recurre a las ecuaciones (B.3), se advierte que las primeras 
tres integrates en (B.17) representan, respectivamente, los momentos 
de inercia I x , I y e I z del cuerpo con respecto a los ejes de coordena- 
das. Las ultimas tres integrates en (B.17), que implican productos de 
coordenadas, se denominan los productos de inercia del cuei'po con 
respecto a los ejes xy y, los ejes y y z, y los ejes 3 y x de manera res- 
pectiva. Se escribe 


Ixy J 

f xy dm I yz = J 

II 

•-H 

g 

f zx dm 


Si se reescribe la ecuacion (B.17) en terminos de las integrates defini- 
das en las ecuaciones (B.3) y (B.18), se tiene 


Iol = I*Af + Iy\y + LA? - 2I xy k x k y - 2I yz k y k z - 2 I zx k z k x (B.19) 

Hay que obsei'var que la definicion de los productos de inercia de 
una masa determinada en las ecuaciones (B.18) es una extension de la 
definicion del produeto de inercia de un area (section 9.8). Los pro¬ 
ductos de inercia de masa se reducen a cero bajo las mismas condi- 
ciones de simetna que los productos de inercia de areas, y el teorema 
de los ejes paralelos para productos de inercia de masa se expresan me- 
diante relaciones similares a la forma que se obtuvo para el produeto 
de inercia de un area. Al sustituir las expresiones para x, y y z dadas 
en las ecuaciones (B.4) y en las ecuaciones (B.18), se encuentra que 

I xy = I x y + rrixy 

lyz = ly'z' + niyz (B.20) 

I zx = I z ' x ' + nizx 


donde x, yy z son las coordenadas del centra de gravedad G del cuer- 
po e I x ' y ', l y ’ z ' e L' x ' denotan los productos de inercia del cuei'po con 
respecto a los ejes centroidales x ', y' y z' (figura B.3). 


*B.7. ELIPSOIDE DE INERCIA. EJES PRINCIPALES 
DE INERCIA 



Figura B.11 


Supongase que el momenta de inercia del cuerpo que se considero en 
la section anterior se ha determinado con respecto a un gran numero 
de ejes OL que pasan por el punto fijo O y que un punto Q se ha gra- 
ficado sobre cada eje OL a una distancia OQ = 1 /V I OL desde O. El 
lugar geometrico de los puntos () obtenido de esa manera forma una 
superficie (figura B. 11). La ecuacion de esa superficie se obtiene al sus¬ 
tituir 1 /(OQ) 2 en vez de I 0 l en (B.19) y multiplicar despues a ambos 
lados de la ecuacion por (OQ) 2 . Al obsei'var que 

(OQ) A x = x (OQ) k y = y (OQ)k z = z 

donde x, y y z denotan las coordenadas rectangulares de (), se escribe 

I x x 2 + I y y 2 + I z z 2 - 2 I xy xy - 2 l yz yz - 2I zx zx = 1 (B.21) 

La ecuacion que se obtiene es la ecuacion de una superficie cuadrati- 
ca. Puesto que el momenta de inercia I 0 l es diferente de cero para 
cada eje OL, ningun punto Q puede estar a una distancia infinita de O. 
De tal modo, la superficie cuadratica que se obtiene es una elipsoide. 








Esta elipsoide, que define el momenta de inercia del cuerpo con res- 
pecto a cualquier eje que pasa por O, se conoce como la elipsoide de 
inercia del cuerpo en O. 

Hay que observar que si se rotan los ejes en la figura B.ll, cam- 
bian los coeficientes de la ecuacion que define la elipsoide, ya que son 
iguales a los momentos y productos de inercia del cuerpo con respecto 
a los ejes de coordenadas rotados. Sin embargo, la elipsoide misma per- 
manece sin cambio, pues su forma solo depende de la distribucion de 
masa en el cuerpo dado. Supongase que se eligen como ejes de coor¬ 
denadas los ejes principales x', y' y z' de la elipsoide de inercia (figura 
B.12). Se sabe que la ecuacion de la elipsoide con respecto a estos ejes 
de coordenadas es de la forma 

I x *' 2 + I lf ij ' 2 + L’Z' 2 = 1 (B.22) 

que no contiene ningun producto de las coordenadas. Al comparar las 
ecuaciones (B.21) y (B.22), se puede observar que los productos de 
inercia del cuerpo con respecto a los ejes x',y' yz' deben ser cero. Los 
ejes x', y' yz' se eonocen como los ejes principales de inercia del cuer¬ 
po en O, y los coeficientes I x ', ly e I-/ se denominan momentos princi¬ 
pales de inercia del cueipo O. Hay que observar que, dado un cuerpo 
de forma arbitraria y un punto O, siempre es posible encontrar ejes que 
son los ejes principales de inercia del cuerpo en O, esto es, ejes con res¬ 
pecto a los cuales los productos de inercia del cueipo son cero. De 
hecho, cualquiera que sea la forma del cueipo, los momentos y pro¬ 
ductos de inercia del mismo con respecto a los ejes x,y yz que pasan 
por O definiran una elipsoide, y este tendra ejes principales que, por 
definition, son los ejes principales de inercia del cuerpo en O. 

Si los ejes principales de inercia x', y' y z' se usan como ejes de 
coordenadas, la expresion que se obtiene en la ecuacion (B.19) para el 
momenta de inercia de un cueipo con respecto a un eje arbitrario que 
pasa por O se reduce a 

Iol = 4'Af- + V 4 + I.-A2- (B.23) 

La determination de los ejes principales de inercia de un cuerpo 
de forma arbitraria es algo complieada y se analizara en la siguiente 
section. Sin embargo, hay muchos casos en los que los ejes pueden vi- 
sualizarse de inmediato. Considere, por ejemplo, el eono homogeneo 
de base eliptica que se muestra en la figura B.13; este cono posee dos 
pianos perpendieulares de simetrfa OAA' y OBB' mutuamente per- 
pendiculares. De la definition (B.18) se puede observar que si los pia¬ 
nos x'y' y y'z' se eligen para que coineidan con los dos pianos de si¬ 
metrfa, todos los productos de inercia son cero. Los ejes x', y' y z' 
elegidos de ese modo son, en consecuencia, los ejes principales de iner¬ 
cia del cono en O. En el caso del tetraedro regular y homogeneo OABC 
que se muestra en la figura B.14, la linea que une la esquina O con el 
centra D de la cara opuesta es un eje principal de inercia en O, y cual¬ 
quier linea que pasa por O perpendicular a OD tambien es un eje prin¬ 
cipal de inercia en O. Esta propiedad es patente si observamos que al 
girar el tetraedro 120 grados alrededor de OD no cambia su forma y 
su distribucion de masa. Se concluye que la elipsoide de inercia en O 
tambien permanece sin cambio bajo esta rotation. Por lo tanto, la elip¬ 
soide es un cuerpo de revolution cuyo eje de revolution es OD, y la 
linea OD, asi como cualquier linea perpendicular que pase por O, de- 
be ser un eje principal de la elipsoide. 


B.7. Elipsoide de inercia. Ejes principales 
de inercia 




C 



Figura B.14 
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Momentos de inercia de masas 


*B.8. DETERMINACION DE LOS EJES PRINCIPALES Y DE LOS 
MOMENTOS PRINCIPALES DE INERCIA DE UN CUERPO DE 
FORMA ARBITRARIA 


El metodo de analisis que se describe en esta section debe utilizarse 
cuando el cuerpo bajo consideration no tenga ninguna propiedad de 
simetrfa evidente. 

Considerese la elipsoide de inercia del cuerpo en un punto dado 
O (figura B.15); sea r el radio vector de un punto P sobre la superfi- 
cie de la elipsoide y sea n el vector unitario a lo largo de la normal a 
esa superficie en P. Se observa que los unicos puntos donde r y n son 
colineales son los puntos Pi, P 2 y P?„ donde los ejes principales inter- 
secan la portion visible de la superficie de la elipsoide y los puntos co- 
rrespondientes sobre el otro lado de la elipsoide. 



Figura B.15 


Si se recuerda del calculo que la direction de la normal a una su¬ 
perficie de ecuacion/(x, y,z) = 0 en el punto P(x, y, z ) se define me- 
diante el gradiente V/ de la funcion / para obtener los puntos donde 
los ejes principales intersecan la superficie de la elipsoide de inercia, 
se debe, por lo tanto, escribir que r y V/ son colineales, 

V/=(2K)r (B.24) 


donde K es una constante, r = xi + yj + zk. y 


v /=f i + 


df . df 

j + k 

dlj J dx 


Al recordar la ecuacion (B.21) se puede observar que la funcion/(x, y, z) 
correspondiente a la elipsoide de inercia es 

fix, IJ, z ) = I x x 2 + I y y 2 + I z z 2 - 2I xy xy - 2 I yz yz ~ 2 I zx zx - 1 

Al sustituir r y Vf en la ecuacion (B.24) e igualar los coeficientes de los 
vectores unitarios, se escribe 


4 ^ ^xy y Izx % Kx 

Ixy % ly y lyz % Ky 

Izx x Iy Z y + l z z K.z 


(B.25) 






Al dividir cada termino por la distancia r de O a P, se obtienen ecua- 
ciones similares que incluyen los cosenos directores A x , A y y A z : 

I , A I / j ,, Z—jA- 

-I xy K + 44/ ~ 4-4 = /a 7 (B.26) 

-Z zx A x - Zy.Ay + Z_A_ = KX Z 

La transposition de los miembros del lado derecho conduce a las si- 
guientes ecuaciones lineales homogeneas: 

(4 ~ K)K ~ Z X A ~ 4A = 0 

-IxyK + C Iy - K) A y - I lJZ K = 0 (B.27) 

-4A - lyKy + (4 - K)K = 0 

Para que este sistema de ecuaciones tenga una solution diferente de 
A x = A y = A-. = 0, su discriminante debe ser cero: 


lx - K -Ixy 
_ T J l( 

l xy L y 

~Lr 


~lzx 

~lyz 

I Z ~K 


= 0 


Al expandir este determinante y cambiar signos, se escribe 


(B.28) 


K 3 - (4 + Iy + 4)K 2 + (44 + 44 + 44 - 4 - 4 - 4)K 

“ (444 - 4-4 - 44 - 44 - 244,4c) = 0 (B.29) 

Esta es una ecuacion cubica en ZC, la cual produce tres raices reales y 
positivas K 1; K z y ZC 3 . 

Para obtener los cosenos directores del eje principal correspon- 
diente a la raiz Ki, se sustituye Ki por K en las ecuaciones (B.27). Pues- 
to que estas ecuaciones ahora son linealmente dependientes, solo dos 
de ellas pueden utilizarse de determinar A,, A y y A z . Sin embargo, es 
posible obtener una ecuacion adicional al recordar en la seccion 2.12 
que los cosenos directores deben satisfacer la relation 


K + K + A 2 = 1 


(B.30) 


Al repetir este procedimiento con K 2 y K : >„ se obtienen los cosenos di¬ 
rectores de los otros dos ejes principales. 

Ahora se mostrara que las raices Ki, K z y K 3 de la ecuacion (B.29) 
son los momentos principales de inertia del cuerpo dado. Se sustituye 
la raiz Kj para K en las ecuaciones (B.26), y para A v , A (/ y A z los valo- 
res correspondientes (A*)]., (A y )! y (A z )! de los cosenos directores; se 
satisfaran tres ecuaciones. Se multiplica ahora por (AA, (A,^ y (A z ) 1; 
respectivamente, cada termino en la primera, segunda y tercera ecua¬ 
ciones y se suman las ecuaciones obtenidas mediante este procedimien¬ 
to. Se escribe 


B.8. Determinacion de los ejes principales 1323 
y de los momentos principales de inercia 
de un cuerpo de forma arbitraria 


I x (K)i + 4 A y )f + 1% A z )f - 2I xy (A x )i(Ay) 1 

- 2Iy Z (Ay) 1 (A z )i - 2I zx (A z )i(A x ) 1 = KA( AJ? + (A y )f + (A z )?] 

Considerando la ecuacion (B.19), se puede observar que el miembro 
del lado izquierdo de esta ecuacion representa el momento de inercia 
del cuerpo con respecto al eje principal correspondiente a K t : este es 
consecuentemente el momento principal de inercia correspondiente a 
esa raiz. Por otro lado, de acuerdo con la ecuacion (B.30), se advierte 
que el miembro del lado derecho se reduce a Ki. De tal manera la pro- 
pia K es el momento principal de inercia. Se puede demostrar de la 
misma manera que K 2 y K 3 son los otros dos momentos principales de 
inercia del cuerpo. 




PROBLEMA RESUELTO B.6 



Considerese un prisma rectangular de masa m y lados a, b, c. Determine a) 
los momentos y productos de inertia del prisma con respecto a los ejes de 
coordenadas que se muestra, b) su momenta de inertia con respecto a la dia¬ 
gonal OB. 

SOLUCION 

a) Momentos y productos de inercia con respecto a los ejes de 
coordenadas. Momentos de inercia. Al introducir los ejes centroidales 
x', y' y z', con respecto a los cuales los momentos de inercia se dan en la fi- 
gura B.9, se aplica el teorema de los ejes paralelos: 



I x — l x ' + m{y 2 + z 2 ) — I 2 aiilr + c 2 ) + m(\b 2 + jc 2 ) 

I x = \m(b 2 + c 2 ) 4 

De modo similar, Z (/ = 4 in(c 2 + a 2 ) I- = 4- m(a 2 + 1> 2 ) 4 

Productos de inercia. Debido a la simetna, los productos de inercia 
con respecto a los ejes centroidales x', y’ y z' son cero, y estos ejes son ejes 
principales de inercia. Al utilizar el teorema de los ejes paralelos, se tiene 

l xy = I x ' y ’ + nixy = 0 + m(^a)(^b) 

De modo similar, I yz = \rnbc l zx = \ mca 4 

b ) Momenta de inercia con respecto a OB. De acuerdo con la 
ecuacion (B.19): 


Inn = I.K 


hK 


Z-A: 


” 2Z xy \ x \j — 2Z, / -A, / A- — 2L X \ Z \ X 




donde los cosenos directores de OB son 


OH a 

A* ~ cos OB ~ ( a 2 + b 2 + c 2 ) 1/2 




Solucion alternativa. El momento de inercia I_ OB se puede obtener 
directamente de los momentos principales de inercia !,•. I,y e L/, ya que la 
linea OB pasa por el centroide O'. Puesto que los ejes x', y' y z' son ejes 
principales de inercia, se utiliza la ecuacion (B.23) para escribir 


Iob — h'K + Z,/A„ + I-’ A- 


A x 1 x t/ ,x y 

1 


^(b z + c z )a 2 + rj|( C 2 + a 2 )b 2 + a 2 + b 2 )c 2 

a 2 b 2 + b 2 c 2 + c 2 a 2 


In r 


. 
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PROBLEMA RESUELTO B.7 


Si a = 3c y b = 2c para el prisma rectangular del problema resuelto B.6, de¬ 
termine a) los momentos principals de inertia en el origen O, b ) los ejes 
principals de inercia en O. 


SOLUCION 


a) Momentos principales de inercia en el origen O. Al sustituir 
a = 3c y b = 2c en la solution del problema resuelto B.6, se tiene 


T 2 

4 - 3 me 

T _ 3 2 

I xy - 2 me 


T _ 10 2 
l y = ymc 

l yz = jfflC 


4 

4x 


3 
3^ 

4 


S 2 
-JUC 

2 

me 


Al sustituir los valores de los momentos y productos de inercia en la ecua¬ 
cion (B.29) y agrupando terminos, se encuentra 

ix3 / 28 2\ix2 , / 3 479 2 4 \tx 589 3 6 _ n 

A — (-3-me c )A —gj-jn c = 0 


Luego se resuelve para las rafces de esta ecuacion; del analisis de la section 
B.18, se concluye que estas rafces son los momentos principales del cuerpo 
en el origen. 

Ai = 0.568867mc 2 K 2 = 4.20885j7tc 2 K 3 = 4.55562mc 2 

Kj = 0.569j?ic 2 K 2 = 4.21 me 2 K 3 = 4.56mc 2 ◄ 


b) Ejes principales de inercia en O. Para determinar la direction 
de un eje principal de inercia, se sustituye primero el valor correspondiente 
de K en dos de las ecuaciones (B.27); las ecuaciones resultantes junto con la 
ecuacion (B.30) constituyen un sistema de tres ecuaciones del cual es posi- 
ble determinar los cosenos directores de los ejes principales correspondien- 
tes. De tal modo, para el primer momento principal de inercia Ki se tiene: 


(| - 0.568867) mc 2 {\ x )i - ^mc z (^ y )i ~ = 0 

—f mc 2 (A x ) 1 + (f - 0.568867) mc z (\ y ) 1 - \mc z {\ z ) 3 = 0 

(A x )f + (A y )f + (A_)f = 1 

Al resolver, se obtiene 

(A x ) 1 = 0.836600 (A^j = 0.496001 (A z ), = 0.232557 

Los angulos que el primer eje principal de inercia forma con los ejes de coor- 
denadas son entonces 


(0 x )i = 33.2° (e y )! = 60.3° (0.)! = 76.6° ◄ 

Utilizando el mismo conjunto de ecuaciones de manera sucesiva con K 2 y K 3 , 
se encuentra que los angulos asociados con el segundo y tercer momentos 
principales de inercia en el origen son, respectivamente. 


y 


(9 X ) 2 = 57.8° (0„) 2 = 146.6° (0 a ) 2 = 98.0° 


(0 X ) 3 = 82.8° (0„) 3 = 76.1° (0 Z ) 3 = 164.3° 
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RESOL UCION DE PROB LEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


En esta leccion se definieron los productos de inertia de masa I xy , I, /z e I zx de un 
cuerpo y se mostro la forma en la que se determinan los momentos de inercia de ese 
cuerpo con respecto a un eje arbitrario que pasa por el origen O. Se aprendio tam- 
bien como determinar en el origen O los ejes principals de inertia de un cuerpo y 
los momentos principales de inertia correspondientes. 

1. Determination de los productos de inertia de masa de un cuerpo com- 

puesto. Los productos de inercia de masa de un cuerpo compuesto con respecto 
a los ejes de coordenadas pueden expresarse como las sumas de los productos de 
inercias de sus partes componentes con respecto a esos ejes. Para cada parte com- 
ponente, podemos utilizar el teorema de los ejes paralelos y escribir las ecuaciones 
(B.20) 


Ixy=Ixy+mxy I yz = I y > z > + myz I zx = I zV + mzx 

donde las primas denotan los ejes centroidales de cada parte componente y donde 
x,yyz representan las coordenadas de su centra de gravedad. Hay que tener pre¬ 
sente que el producto de inercia de masa puede ser positivo, negativo o cero, y ase- 
gurarse de tomar en cuenta los signos de x, y y z. 

a) De las propiedades de simetria de una parte componente, es posible de- 
ducir que dos o los tres productos centroidales de inercia son cero. Por ejemplo, es 
posible verificar que para una placa delgada paralela al piano xy, un alambre que se 
encuentre en un piano paralelo al piano xy, un cuerpo con el piano de simetria para- 
lelo abplano xy, y un cuerpo de simetria paralelo al eje z los productos de inercia de 
masa I y ' z ' e I z v son cero. 

Para placas rectangulares, circulares o semicirculares con ejes de simetria para¬ 
lelos a los ejes de coordenadas; alambres rectos paralelos al eje de coordenadas; alam- 
bres circulares y semicirculares con ejes de simetria paralelos a los ejes de coorde¬ 
nadas y primas rectangulares con ejes de simetria paralelos a los ejes de coordenadas, 
los productos de inercia /7 x y, Iy'z' e h'x' son todos cero. 

b) Los productos de inertia de masa que son diferentes de cero pueden 
calcularse a partir de las ecuaciones (B.18). Si bien, en general, se requiere una in¬ 
tegration triple para determinar un producto de inercia de masa, es posible recurrir 
a una sola integration si es factible dividir el cuerpo dado en una serie de placas del- 
gadas paralelas. Los calculos en ese caso son similares a los que se analizaron en la 
leccion anterior correspondiente a momentos de inercia. 

2. Calculo del momento de inertia de un cuerpo con respecto a un eje ar¬ 
bitrario OL. En la section B.6 se obtuvo una expresion para el momento de iner¬ 
cia I OL , la cual se da en la ecuacion (B.19). Antes de calcular I OL se debe determi- 

( continua) 
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nar primero los momentos y productos de inercia de masa del cuerpo con respecto 
a los ejes de coordenadas dados, asi como los cosenos direetores del vector unitario 
A a lo largo de OL. 

3. Calculo de los momentos principales de inercia de un cuerpo y determi- 
nacion de sus ejes principales de inercia. En la section B.7 se vio que siempre 
es posible encontrar una orientation de los ejes de coordenadas, para lo cual los pro¬ 
ductos de inercia de masa sean cero. Estos ejes se conocen como los ejes principales 
de inercia y los momentos de inercia correspondientes como los momentos princi¬ 
pales de inercia del cuerpo. En muchos casos, los ejes principales de inercia de un 
cuerpo se determinan a partir de sus propiedades de simetria. El procedimiento re- 
querido para determinar los momentos principales y los ejes principales de un cuerpo 
sin ninguna propiedad de simetria evidente se estudiaron en la section B.8 y se ilus- 
traron en el problema resuelto B.7. Consiste en los siguientes pasos: 

a) Desarrollo del determinante en la ecuacion (B.28) y solucion de la 
ecuacion ciibica resultante. La solucion puede obtenerse mediante ensayo y error 
o, de preferencia, con el auxilio de una calculadora cientifica avanzada o mediante el 
software de computadora adecuado. Las raices K u K z y K 3 de esta ecuacion son los 
momentos principales de inercia del cuerpo. 

b) Para determinar la direccion de los ejes principales correspondientes 

a K 2 se sustituye este valor para K en dos de las ecuaciones (B.27) y se resuelven 
junto con la ecuacion (B.30) para los cosenos direetores del eje principal correspon- 
diente a K v 

c) Repetir este procedimiento con K 2 y K 3 para determinar las direcciones de 
los otros dos ejes principales. Como verification de los calculos, es posible verificar 
que el producto escalar de cualesquiera dos de los veetores unitarios a lo largo de los 
tres ejes obtenidos es cero y, en consecuencia, que estos ejes son perpendiculares en- 
tre si. 

d) Cuando un momento principal de inercia es aproximadamente igual a 
un momento de inercia con respecto a un eje de coordenadas, los valores cal- 
culados de los cosenos direetores correspondientes seran muy sensibles al numero 
de cifras significativas utilizadas en los calculos. Para este caso se sugiere expresar las 
respuestas intermedias en terminos de seis o siete cifras significativas para evitar posi- 
bles errores. 
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Problemas 



£ Determine los productos de inercia I xy , I lJZ e I zx del elemento 
de maquina de acero que se muestra. (El peso especifico del acero es de 
490 lb/ft 3 .) 

B.40 Determine los productos de inercia I xy , l yz e I zx del elemento 
de maquina de acero que se muestra. (El peso especifico del acero es de 
0.284 lb/in. 3 .) 



B.41 y B. 1 Determine los productos de inercia de masa I xy , I yz e I zx 
del componente de maquina de aluminio fundido que se muestra. (La den- 
sidad del aluminio es de 2 700 kg/m 3 .) 
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Problemas 1329 


B.43 a B.45 Una section de lamina de acero de 3 mm de espesor se 
corta y se dobla para forrnar el componente de maquina mostrado. Si la den- 
sidad del acero es de 7 860 kg/m 3 , determine los productos de inercia de 
masa I xy , l yz e I zx del componente. 


y 



Figura PB.43 



x 



B.46 Una section de lamina de acero con 0.08 in. de espesor se corta 
y se dobla para forrnar el componente de maquina mostrado. Si el peso es- 
pedfico del acero es de 490 lb/ft 3 , determine los productos de inercia de 
masa I xtJ , l yz e I zx del componente. 



Figura PB.46 

















Momentos de inercia de masas 


B.47 y B.48 Se usa alambre de laton con un peso w por unidad de 
longitud para formal' la figura que se ilustra. Determine los productos de 
inercia l xy , l lJZ e I zx de la figura de alambre. 




B.49 La figura mostrada se forma con alambre de aluminio de 0.075 
in. de diametro. Si el peso especifico del aluminio es igual a 0.10 lb/in. 3 , de¬ 
termine los productos de inercia I xlJ , l lJZ e l zx de la figura de alambre. 





B.50 Un alambre delgado de aluminio de diametro uniforme se uti- 
liza para formal' la figura que se muestra. Si se denota con in' la masa por 
unidad de longitud del alambre, determine los productos de inercia I xy , I lJZ 
e I zx de la figura de alambre. 

B 51 Complete la deduction de las ecuaciones (B.20), las cuales ex- 
presan el teorema de ejes paralelos para productos de inercia de masa. 

B.52 Para el tetraedro homogeneo de masa m que se muestra, a) de¬ 
termine mediante integration directa el producto de inercia I zx , b) deduzca 
I, <z e I xy de los resultados que se obtuvieron en el inciso a). 


Figura PB.52 






















Problemas 1331 


B.53 El cilindro circular homogeneo que se muestra tiene una masa 
m. Determine el momenta de inercia del cilindro con respecto a la linea que 
une el origen O y el punto A que se localiza sobre el perimetro de la super- 
ficie superior del cilindro. 

B.54 El cono circular homogeneo que se muestra tiene una masa m. 
Determine el momenta de inercia del cono con respecto a la linea que une 
el origen O y el punto A. 



En el elemento de maquina que se muestra del problema B.31, 
determine su momenta de inercia con respecto a la linea que une el origen 
O y el punto A. 

Determine el momenta de inercia del elemento de maquina de 
acero de los problemas B.35 y B.39 con respecto al eje que pasa por el ori¬ 
gen y que forma angulos iguales con los ejes x, ij y z. 

La placa delgada y doblada que se muestra tiene densidad uni¬ 
forme y peso W. Determine su momenta de inercia de masa con respecto a 
la linea que une el origen O y el punto A. 


y 



x 


Figura PB.53 




B.58 Una pieza de lamina metalica de espesor t y densidad p se corta 
y se dobla para formal' la pieza mostrada. Determine su momenta de iner¬ 
cia de masa con respecto a la linea que une los puntos Ay B. 

Determine el momenta de inercia de masa de los componentes 
de maquina de los problemas B.26 y B.45 con respecto al eje que pasa por 
el origen caracterizado por el vector unitario A = (—41 + 8 j + k)/9. 

B.60 a B.62 Para la figura de alambre del problema indicado, deter¬ 
mine el momenta de inercia de masa de la figura con respecto al eje que 
pasa por el origen y que esta caracterizado por el vector unitario A = (—3i 
- 6j + 2k)/7. 

B.60 Problema B.38. 

B.61 Problema B.37. 

B.62 Problema B.36. 
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Figura PB.65 


Para el prisma rectangular que se muestra, determine los valo- 
res de los cocientes b/a y da de manera que el elipsoide de inercia del prisma 
sea una esfera cuando se calcule a) en el punto A, b) en el punto B. 

B.64 Para el cono circular recto de problema resuelto B.3, determine 
el valor de la razon a/h para el cual el elipsoide de inercia de cono es una 
esfera cuando se calcula a) en el apice del cono, b) en el centra de la base 
del cono. 

B.65 Para el cilindro circular homogeneo que se muestra, de radio a 
y longitud L, determine el valor de la razon a/L para la cual el elipsoide de 
inercia del cilindro es una esfera cuando se calcula a) en el centroide del ci¬ 
lindro, b) en el punto A. 

B.66 Dado un cuerpo arbitrario y tres ejes rectangulares x, y y z de- 
muestre que el momenta de inercia del cuerpo con respecto a cualesquiera 
de los tres ejes no puede ser mayor que la suma de los momentos de iner¬ 
cia del cuerpo con respecto a los otros dos ejes. Esto es, demuestre que se 
satisface la desigualdad I x ^ Z„ + I z y las dos desigualdades similares. Ade- 
mas, demuestre que I y s \l x si el cueipo es un solido de revolucion homo- 
genea, donde x es el eje de revolucion y y es el eje transversal. 

B.67 Considere un cubo de masa m y lado a. a) Demuestre que el 
elipsoide de inercia en el centra del cubo es una esfera, y utilice esta pro- 
piedad para determinar el momenta de inercia del cubo con respecto a una 
de sus diagonales. b) Demuestre que el elipsoide de inercia en una de las es- 
quinas del cubo es un elipsoide de revolucion y determine los momentos 
principales del cubo en ese punto. 



B.68 Dado un cueipo homogeneo de masa m y forma arbitraria y tres 
ejes rectangulares x, y y z con origen en O, demuestre que la suma I x + I y 
+ I- de los momentos de inercia del cueipo no puede ser menor que la suma 
similar calculada para una esfera de la misma masa y el mismo material cen- 
trada en O. Ademas, utilizando los resultados del problema B.66, demuestre 
que si el cuerpo es un solido de revolucion, donde x es el eje de revolucion, 
su momenta de inercia l y alrededor de un eje transversal y no puede ser mas 
pequeno que 3ma 2 /10, donde a es el radio de la esfera de la misma masa y 
el mismo material. 

>9 El cilindro circular homogeneo que se muestra tiene una 
masa m y el diametro OB de su superficie superior forma angulos de 45° 
con los ejes x y z. a) Determine los momentos principales de inercia del 
cilindro en el origen O. b) Calcule los angulos que forman los ejes prin¬ 
cipales de inercia en O con los ejes coordenados. c) Trace el cilindro y 
muestre la orientation de los ejes principales de inercia relativa a los ejes 
x,yyz. 


*B.70 a *B.74 Para la componente descrita en el problema indicado, 
determine a ) los momentos principales de inercia en el origen, b) los ejes 
principales de inercia en el origen. Dibuje el cuerpo e indique la orientation 
de los ejes principales de inercia relativa a los ejes x, y y z. 

*B.70 Problema B.55. 

*B.71 Problemas B.35 y B.39. 

*B.72 Problema B.57. 

*B.73 Problema B.58. 

*B.74 Problemas B.38 y B.60. 














REPASO Y RESUMEN 
DEL APENDICE B 


La segunda mitad del capftulo se dedieo a la determination de mo- 
mentos de inertia de masas, los cuales se encuentran en dinamica 
en problemas que impliean la rotation de un cuerpo rigido alrede- 
dor de un eje. El momenta de inercia de masa de un cuerpo con 
respecto a un eje AA' (figura B.16) se definio como 

I = f r 2 dm (B.l) 

donde r es la distancia desde AA 1 al elemento de masa [seccion B.l], 
El radio de giro del cuerpo se definio como 



Los momentos de inercia de un cuerpo con respecto a los ejes de 
coordenadas se expresaron como 

I x = j ( 1 / + z 2 ) dm 

Iy = J (z 2 + x 2 ) dm (B.3) 

4 = / (a 2 + y 2 ) dm 

Se ha visto que el teorema de los ejes paralelos o teorema de 
Steiner se aplica tambien a momentos de inercia de masa [seccion 
B.2], De tal modo, el momenta de inercia I del cuerpo con respecto 
a un eje arbitrario AA' (figura B.17) puede expresarse como 

1 = 1 + md 2 (B. 6 ) 


A' 



Momentos de inercia de masas 



Figura B.16 


Teorema de los ejes paralelos 
o teorema de Steiner 


B 

Figura B.17 
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1 334 Momentos de inercia de masas - 

donde I es el momenta de inercia del cuerpo con respecto al eje 

centroidal BB' que es paralelo al eje AA', m es la masa del cuerpo 
y cl es la distancia entre los dos ejes. 

Momentos de inercia de placas delgadas Los momentos de inercia de placas delgadas pueden obtenerse 

con facilidad a partir de los momentos de inercia de sus areas [sec- 
cion B.3]. Se encontro que para una placa rectangular los momen¬ 
tos de inercia con respecto a los ejes que se muestran (figura B.18) 
son 

W = Jz ma2 1 bb' = 1 2 m b 2 (B.12) 

Ice = Iaa' + Ibb’ = 12 m (a 2 + b 2 ) (B.13) 




mientras que para una placa circular (figura B.19) son 

W = Ibb' = \rnr 2 (B.14) 

Icc = Iaa - + I BB ' = hnr 2 (B.15) 

Cuando un cuerpo posee clos pianos cle simetria suele ser posi- 
ble utilizar una sola integration para determinar su momenta de 
inercia con respecto a un eje dado para determinar un eje de masa 
dm como una placa delgada [problemas resueltos B.2 y B.3]. Por 
otro lado, cuando un cuerpo esta compuesto por varias formas geo- 
metricas comunes, su momenta de inercia con respecto a un eje da- 
Momentos de inercia con respecto do puede obtenerse utilizando las formulas de la figura B.9 junto 
a un eje arbitrario con el teorema de los ejes paralelos [problemas resueltos B.4 y B.5], 



En la ultima parte del capitulo, se ha aprendido a determinar 
el momenta de inercia de un cuerpo con respecto a un eje arbitra¬ 
rio OL que se dibuja por el origen O [section B.6], Si se denota me- 
diante A x , A y y A- las componentes del vector unitario A a lo largo 
de OL (figura B.20) se introducen los procluctos cle inercia 



Izx = j zx dm (B.18) 


se encuentra que el momenta de inercia del cuerpo con respecto a 
OL podria expresarse como 


‘OL 


= I X A 2 + I,jA 2 + LA? - 2I xy A x A y - 2I yz A y A z - 2LAA (B.19) 


Figura B.20 














Repaso y resumen del apendice B 



Figura B.21 


Al graficar un punto () a lo largo de cada eje OL a una distan- 
cia OQ = 1/VloL desde O [seccion B.7), se obtuvo la superficie de 
una elipsoide, lo que se conoce como la elipsoide de inertia del 
cuerpo en el punto O. Los ejes principals x', ij' y z' de esta elip¬ 
soide (figura B.21) son los ejes principals de inertia del cuerpo; esto 
es, los productos de inercia I x y, e I z > x > del cuerpo con respecto 
a estos ejes son cero. Hay muchas situaciones en las que un eje prin¬ 
cipal de inercia de un cuerpo puede deducirse de las propiedades 
de simetria de este mismo. Si se eligen estos ejes como los ejes de 
coordenadas, es posible expresar entonces I OL como 

Iol = IAx' + ly Ay- + IA* (B.23) 

donde I x >, I lf ' e I 7 j son los momentos principals de inercia del cuerpo 
en O. 

Cuando no es posible obtener los ejes principales de inercia me- 
diante observation [seccion B.7], es necesario resolver la ecuacion 
cubica 

K 3 - (I v + I tJ + L)K 2 + (JJ y + I y I z + LI X - 1% - I yz - I 2 ZX )K 
- (IJyh - I x Iy Z - I,A - IA - 2 = o (B.29) 

Se eneontro [seccion B.8] que las raices /v,, K z y K 3 de esta ecua¬ 
cion son los momentos principales de inercia del cuerpo dado. Los 
cosenos directores (A x )i, (^ y )i y (A-)j de los ejes principales corres- 
pondientes al momenta principal de inercia Ki se determinan en¬ 
tonces sustituyendo K x en las ecuaciones (B.27) y al resolver de ma- 
nera simultanea dos de estas ecuaciones y la ecuacion (B.30). El 
mismo procedimiento se repite entonces utilizando K z y K :i para de- 
terminar los cosenos directores de los otros dos ejes principales [pro- 
blema resuelto B.7]. 


Elipsoide de inercia 


Ejes principales de inercia 
Momentos principales de inercia 

























































































































































Fundamentos para la certificacion en 
ingenierfa en Estados Unidos 

A los ingenieros se les solicita que obtengan una licencia cuando su 
trabajo afecta en forma directa la salud, la seguridad o el bienestar pu- 
blicos. Se intenta asegurar que los ingenieros alcancen un miniino de 
caMcacion, la cual incluye competencia, habilidad, experiencia y ca- 
racter. El proceso de certificacion incluye un examen inicial, llamado 
Fundamentals of Engineering Examination, acerca de la experiencia 
profesional, y un segundo examen denominado Principles and Practi¬ 
ce of Engineering. Quienes aprueban estos examenes obtienen la cer¬ 
tificacion de Ingeniero profesional. Las pruebas se desarrollan bajo los 
auspicios del National Council of Examiners for Engineering and Sur¬ 
veying. 

El primer examen, Fundamentals of Engineering Examination, 
se puede presentar justo antes o despues de la graduation de un pro- 
grama de estudios de cuatro anos. El examen analiza los contenidos 
de un programa normal de licenciatura en ingenierfa que incluye di- 
namica. Los temas que aborda dicho examen se cubren en este li- 
bro. La siguiente es una lista de las principales areas tematicas, en 
refereneia a las secciones del libro donde aparecen. Tambien inclu¬ 
ye problemas que pueden resolverse con el objetivo de repasar el 
material. 

Cinematica (11.1-11.6; 11.9-11.14; 15.2-15.8) 

Problemas: 11.4, 11.5, 11.34, 11.61, 11.69, 11.97, 15.6, 15.30, 

15.40, 15.57, 15.65, 15.83, 15.118, 15.141 

Fuerza, masa y aceleracion (12.1-12.6; 16.2-16.8) 

Problemas: 12.5, 12.6, 12.28, 12.30, 12.37, 12.46, 12.51, 12.56, 

16.3, 16,5, 16.11, 16.25, 16.30, 16,50, 16,58, 16.63, 16.76, 16.85, 

16.138 
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Trabajo y energia (13.1-13.6; 13.8; 17.1-17.7) 

Problemas: 13.5, 13.7, 13.15, 13.22, 13.39, 13.41, 13.50, 13.62, 
13.64, 13.68, 17.1, 17.2, 17.18, 17.28 

Impulso y cantidad de movimiento (13.10-13.15; 17.8-17.12) 

Problemas: 13.121, 13.126, 13.129, 13.134, 13.146, 13.157, 
13.159, 13.170, 17.53, 17.59, 17.69, 17.74, 17.96, 17.102, 17.106 

Vibraciones (19.1-19.3; 19.5-19.7) 

Problemas: 19.1, 19.3, 19.11, 19.17, 19.23, 19.27, 19.50, 19.55, 
19.66, 19.76, 19.83, 19.85, 19.101, 19.105, 19.115 

Friccion (En cada uno de los temas mencionados anteriormente 
se presentan problemas que implican friccion) 
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Cantidad de movimiento angular de un par, 1108, 1159, 1161 
Cantidad de movimiento angular de un sistema de particulas, 
863-864, 908 

Cantidad de movimiento final, 811 
Cantidad de movimiento lineal, 1142 
conservation de la, 695, 758, 870, 884 
de un sistema de particulas, 863-864, 908 
de una particula, 694-695, 749, 850 
Cantidad de movimiento total, 812, 837 
conservation de la, 830, 851 
de una particula, 817 
Cantidades escalares, 761, 884 
Centro de giro instantaneo, 922, 950-960 
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Centro de gravedad, 865 
Centro de masa 

de un sistema de particulas, movimiento del, 864-866, 908- 
909, 1028, 1034, 1055 
velocidad del, 1158 

Centro de rotacion instantaneo, 922, 1109 
en movimiento piano, 950-960, 1017 
Centro geometrieo, 1065 
Centroda de un cuerpo, 952 
Centroda espacial, 952 
Cinematica, 1034, 1064 
analisis por, 1065 
definition de, 602 

del movimiento, 1037-1038, 1041, 1063-1064, 1232 
en el Examen de Fundamentos de Ingenierfa, 1337 
Cinematica de cuerpos rfgidos, 918-1027 

aceleracion absoluta y relativa en el movimiento piano, 961- 
963, 1018 

analisis del movimiento piano en terminos de un parametro, 
963-975, 1018 

centro instantaneo de giro en el movimiento piano, 950- 
960, 1017 

eeuaciones que definen la rotacion de un cuerpo rigido 
alrededor de un eje fijo, 921, 926-936 
introduction, 920-922 

marco de referencia en el movimiento general, 1003-1014, 
1021 

movimiento alrededor de un eje fijo, 988-990, 1019 
movimiento general, 921, 991-1002 
movimiento general en el espacio, 1020 
movimiento piano de una particula en relativo a un marco 
giratorio, aceleracion de Coriolis, 979-988, 1019 
movimiento piano general, 921, 936-937 
movimiento tridimensional de una particula relativo a un 
marco giratorio, aceleracion de Coriolis, 1002-1003, 
1020-1021 

problemas de computadora, 1025-1027 
problemas de repaso, 1022-1024 

razon de cambio de un vector con respecto a un marco 
giratorio, 975-977, 1018 
resumen, 1015-1021 

rotacion alrededor de un eje fijo, 920-921, 923-925, 1015 
traslacion, 920, 922-923, 1015 ' 

velocidad absoluta y relativa en el movimiento piano, 938- 
950, 1017 

Cinematica de particulas, 600-689 
introduction a la dinamica, 602-603 
movimiento curvilineo de particulas, 641-681 
movimiento rectilineo de particulas, 603-640 
problemas de computadora, 688-689 
problemas de repaso, 686-687 
resumen, 682-685 
Cinetica 

analisis mediante, 852, 1065 
definition de, 602 

Cinetica de cuerpos rigidos en tres dimensiones, 1148-1213 
aplicacion del principio del impulso y la cantidad de 


movimiento al movimiento tridimensional de un cuerpo 
rigido, 1156-1156, 1204 

cantidad de movimiento angular de un cuerpo rigido en tres 
dimensiones, 1151-1155, 1203 
ecuacion de un diagrama de cuerpo libre, 1078, 1206 
eeuaciones del movimiento de Euler, extension del 
principio de d’Alembert al movimiento de un cuerpo 
rigido en tres dimensiones, 1170-1171, 1205-1206 
eeuaciones fundamentales de movimiento para un cuerpo 
rigido, 1203 

energia cinetica de un cuerpo rigido en tres dimensiones, 
1156-1168, 1204 
introduction, 1150-1151 

movimiento de un cuerpo axisimetrico bajo ninguna fuerza, 
1190-1202 

movimiento de un cuerpo rigido alrededor de un punto fijo, 
1171-1172, 1206 

movimiento de un cuerpo rigido en tres dimensiones, 1169- 
1170, 1204-1205 

movimiento de un giroscopio, angulos Eulerianos, 1187- 
1188, 1207 

precesion estable de un giroscopio, 1189-1190, 1207 
problemas de computadora, 1211-1213 
problemas de repaso, 1208-1210 
resumen, 1203-1207 

rotacion de un cuerpo rigido alrededor de un eje fijo, 1172- 
1186 

Cinetica de particulas, 690-857 

metodos de la energia y la cantidad de movimiento, 758- 
857 

segunda ley de Newton, 690-756 
Circulos concentricos, 920 
Circulos paralelos, 920 
Coeficiente(s) de 

amortiguamiento crftico, 1264 
amortiguamiento viscoso, 1264, 1271 
restitution, 758, 852, 1130 
Coheteria, 868 
Cojinetes, 1178 
Colisiones, 870, 884 
Cometas, 746 

Componentes normal. Vea Componentes tangential y normal 
Componentes radial y transversal, 668-681, 685 

eeuaciones de movimiento en terminos de, 723-724, 750 
en el movimiento curvilineo de particulas, 668-681, 685 
extension al movimiento de una particula en el espacio, 
coordenadas cilmdricas, 669 
Componentes rectangulares 

de la velocidad y la aceleracion, 645-646, 684 
de un producto vectorial, 1293 
descomposicion de un vector en, 1292 
eeuaciones de movimiento en terminos de, 698, 749 
Componentes tangential y normal, 665-667, 672, 685, 961, 
1018 

de la aceleracion, 666 

eeuaciones de movimiento en terminos de, 698 
en rotacion alrededor de un eje fijo, 1016 
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movimiento de una partfcula en el espacio, 667, 685 
movimiento piano de una partfcula, 665-667 
Componentes transversales. Yea Componentes radial y 
transversal 

Computadora, disco duro, 1032 
Condiciones inieiales, 607, 622 
Condiciones necesarias, 789 
Cono del cuerpo, 989 
Cono espacial, 989 

Conservacion de la cantidad de movimiento, 836, 883 

angular, 724-725, 750-751, 791, 794, 884, 1110-1123, 1143 
lineal, 695, 758, 870, 884 
para un sistema de partfculas, 868-877, 909 
Conservacion de la energfa, 789-790, 794, 836, 850, 882-884, 
1090-1091, 1095-1096, 1141 
para un sistema de partfculas, 773, 879, 910 
Constante de gravitation, 751 
Constante de tiempo, 1278 
Constante del resorte, 763 
Coordenadas angulares, 923 
Coordenadas cilfndricas, 669, 673 
Coordenadas de position, 682-683 
Coriolis, Gustave-Gaspard, 978 

Corriente de fluido desviada por una paleta, corriente estable 
de partfculas de, 892 

Corriente estable de partfculas, 890-893, 911 
corriente dividida mediante una paleta, 892 
flujo a traves de un tubo, 892 
helicoptero, 893 
motor a propulsion, 892, 898 
ventilador, 893 

Cuerpos axisimetricos, 1193-1194, 1207 
Cuerpos compuestos, 1302-1319, 1334 
calculo de, 1309 

formas geometrieas comunes, 1303 
momentos de inertia de, 1302-1319, 1334 
Cuerpos rfgidos. Yea Sistemas de cuerpos rfgidos 
Curea de aceleracion-tiempo, 632 
Curva posicion-tiempo, 632 
Curea velocidad-tiempo, 632 
Curvas de movimiento, 606, 633 

d’Alembert, Jean le Rond, 1033 
Deflexion, 797 
Deformation, 1124 
periodo de, 830 

Derivadas de funciones vectoriales, 643-645, 684 

Desequilibrio, 1058, 1065 

Desplazamiento 

definition de, 760-761, 988 
finito, 762 
medicion del, 1234 
trabajo correspondiente al, 847 
Desplazamiento maximo de sistemas al apliear el principio de 
la conservacion de la energfa, 1243 
Determination del movimiento de una partfcula, 607-616, 

682 


Diagramas de cuerpo libre 

ecuacion para, 1035, 1042, 1078, 1193, 1206 
elaboration de, 704, 816-817, 837, 1064, 1114, 1130, 1178, 
1223, 1234 

Diagramas, elaboration de, de cuerpo libre, 704, 816-817, 

837, 928 

Diferencia de fase, 1267, 1283 
Diferencia exacta, 789 
Diferencial exacta, 789 
Dinamica, introduction a la, 602-603 
Disco duro, computadora, 1032 

Ecuaciones 

caracterfsticas, 1264 

de una superficie cuadrica, 1320 

homogeneidad de, 1254 

para diagramas de cuerpo libre, 1035, 1042, 1078, 1193, 1206 
Ecuaciones caracterfsticas, 1264 

Ecuaciones de movimiento de Euler, extension del principio 
de d’Alembert al movimiento de un cuerpo rfgido en tres 
dimensiones, 1170-1171, 1205-1206 
Ecuaciones de movimiento, 697-698, 749, 1037-1041, 1060, 
1174, 1176, 1232, 1235 

diagramas de cuerpo libre para, 1035, 1078, 1206 
componentes radial y transversal, 723-724, 750 
componentes rectangulares, 698 
para un cuerpo rfgido, 1203 
componentes tangential y normal, 698 
Ecuaciones que definen la rotation de un cuerpo rfgido 
alrededor de un eje fijo, 921, 926-936 
rotation uniforme, 926 
rotation uniformemente acelerada, 926 
Eficiencia, 768 
global, 768 
mecanica, 768 
potencia y, 767-786, 849 
Eje de rotation fijo, 918 
Eje instantaneo de rotation, 950, 989, 1002 
Ejes arbitrarios, productos de inercia de masa, momentos de 
inertia de un cuerpo con respecto a, 1319-1320, 1334 
Ejes centroidales, 1300 
Ejes centroidales paralelos, 1308 
Ejes de inercia, 1153, 1160-1161, 1177, 1203 
principales, 1321-1323, 1325-1327 
Ejes de rotation instantaneos, 950, 989, 1002, 1019 
Elipsoide de inercia, 1321 
En fase, 1255 

Energfa. Yea tambien Energfa qufmica; Energfa electrica; 
Energfa cinetica; Energfa mecanica; Energfa potential; 
Energfa termica; Energfa total; Principio del trabajo- 
energfa 

adicion de energfa cinetica y potential, 796 
en el Examen de Fundamentos de Ingenierfa, 1337 
Energfa cinetica, 1092-1096, 1159, 1161, 1168, 1244-1246 
constante, 850 

de una partfcula, 764-765, 774, 792-793, 796, 848-849 
en rotation, 1141 
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Energia cinetica de un cuerpo rfgido en 
movimiento piano, 1088-1089, 1140 
tres dimensiones, 1156-1168, 1204 
Energia cinetica de un sistema de particulas, 877-878, 
909-910 

usando un marco de referencia centroidal, 877-878 
Energia electrica, 790 
Energia mecanica, 790 
total, 790 

Energia poteneial, 786-788, 792, 796, 849, 1090, 1244-1246 
calculo, 797 
cambio en la, 786, 790 
constante, 850 
Energia quimica, 790 
Energia termica, 790 
Energia total de una particula, 828 
Enfoque unificado, 1036 
Enfoque vectorial completo, 968 
Engranes planetarios, 998 
Equilibrio dinamico, 699-720, 749, 1035, 1078 
Error permisible, 795 
Eslabonamientos, 1078 

Espacio, aplicacion a la mecanica, 729, 737-740, 752 
Euler, Leonhard, 1170 
Examen de fundamentos de ingenierfa, 1337 
cinematica, 1337 
fuerza, masa y aceleracion, 1337 
impulso y cantidad de movimiento, 1337 
trabajo y energia, 1337 
vibration, 1337 
Excentricidad, 737 
Explosiones, 870 
Expresiones matematicas, 1291 

Factor de amortiguamiento, 1265, 1272 
Factor de magnification, 1256, 1272, 1282 
Fase, 1255 

Fluido circulando a traves de un tubo, corriente estable de 
particulas de, 892 
Flujos diversos, 898 
Frecuencia circular, 1265 
forzada, 1253 
natural, 1218, 1224 
Frecuencia forzada, 1255, 1282 
circular, 1253 

Frecuencia natural, 1219-1220, 1255, 1282 
circular, 1217, 1224, 1256-1257 
Frecuencia circular natural, 1217, 1224, 1255 
Friction cinetica, 1065 
Friction de Coulomb, 1263 
Friction en fluidos, 1263 
Friction interna, 1263 
Friction seca, 1263 
resolution de problemas con, 704 
Fuera de fase, 1255 

Fuerza. Vea tambien Fuerza central; Sistemas de fuerzas 
centrffuga, 699, 1057 


de friction, 767, 1062 

de gravedad, 695-696, 762-763 

efectiva, 861, 1033, 1042, 1078 

ejercida por un resorte, 763, 848, 1098, 1130, 1222 

ejercida sobre una corriente, 896 

elastica, 787, 797, 1245 

en el Examen de Fundamentos de Ingenierfa, 1337 

externa, 861-867, 870, 908, 1028, 1089, 1140 

impresa, 1258 

impulsiva, 813, 816, 1130 

interna, 861, 874, 1089 

no impulsiva, 813, 816, 1130 

que actuan sobre un cuerpo rfgido, 1087-1088, 1140 
trabajo de, 1097 
Fuerza central 

movimiento bajo una, 724-725, 728, 750-751 
trayectoria de una particula bajo una, 735 
Fuerza constante en movimiento rectilineo, trabajo de una, 
762 

Fuerza ejercida, 1258 

Fuerza gravitational. Vea tambien Leyes de Newton 
constante de, 751 
trabajo de la, 763-764, 847-848 
Fuerza impulsiva promedio, 816 
Fuerza negativa, 767, 790 
Fuerzas conservativas, 788-789, 796, 849, 1242 
Fuerzas de friction, 767, 1062 
cineticas, 1065 
trabajo realizado por, 1086 
Fuerzas efectivas, 861, 1033, 1042, 1078 
Fuerzas externas, 861-867, 870, 908, 1028, 1033-1034, 1088, 
1140 

trabajo realizado por, 1088 
Fuerzas impulsivas, 813, 816, 851, 1130 
promedio, 816 

Fuerzas interims, 861, 879, 1089 
Fuerzas y aceleraciones, 1028-1083 

cantidad de movimiento angular de un cuerpo rfgido en 
movimiento piano, 1032, 1077-1078 
comentario sobre los axiomas de la mecanica de cuerpos 
rfgidos, 1034-1035 

ecuacion de un diagrama de cuerpo libre, 1078, 1206 
ecuaciones de movimiento para un cuerpo rfgido, 1031, 1077 
introduction, 1030 

movimiento piano de un cuerpo rfgido, 1033-1034, 1078 
movimiento piano restringido, 1055-1076, 1078 
principio de d’Alembert, 1033-1034, 1078 
problemas de computadora, 1083 
problemas de repaso, 1079-1081 
resumen, 1077-1078 
sin realizar trabajo, 764 
sistemas de cuerpos rfgidos, 1036-1054, 1078 
solution de problemas que involucran el movimiento de un 
cuerpo rfgido, 1035-1036 
Funcion complementaria, 1254 
Funcion escalar, gradiente de, 789 
Funciones de poteneial, 788 
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Funciones periodicas, 1217-1218 

Funciones vectoriales, derivadas de, 643-645, 684 

Galileo, 602 

Gimnasta, 1084-1085 

Giro, radio de, 1299, 1333 

Giroscopio, precesion estable de, 1190, 1207 

Gravedad, centra de, 865 

Gravitacion universal. Yea Leyes de Newton 

Helicoptero, corriente estable de particulas desde un, 893 
Homogeneidad de ecuaciones, 1254 

Impacto, 813, 825, 836, 1130 
central, 825-831, 837, 851-852, 1124 
elastico, 827, 852 
excentrieo, 825, 1124-1139, 1143 
linea de, 825, 837 
plastico, 827, 852 
Impacto central, 825-831, 851-852 
directo, 825-828, 851-852 
oblicuo, 828-830 

Impacto central directo, 825-828, 851-852 
impacto perfectamente elastico, 827, 852 
impacto perfectamente plastico, 827, 852 
Impacto oblicuo, 825 
central, 828-831, 837 

Impacto perfectamente elastico, 797-828, 852 
Impacto perfectamente plastico, 827, 852 
Impactos elasticos, 827-828, 838, 852 
Impedancia, 1269 
Impulso lineal, 810-811 
de una fuerza, 850 
Impulsos, 810-811, 816, 1194 
angulares, 879 
desconocidos, 1161 
Incognitas, 816, 884, 1036, 1043 
impulsos, 1161 

reduction del numero de, 1064 
Inertia, 1298 

eje de, 1153, 1160-1161, 1177, 1203 
elipsoide de, 1321 
productos de, 1177, 1178, 1334 
Integrales definidas, 607 
Integrales ellpticas, 1221 
tablas de, 1221 

Juntas de bola y cuenca (rotula), 999-1001 

Kepler, Johann, 741 

Lanzamiento oblicuo, 850 

Ley de la gravitacion. Yea Leyes de Newton 

Ley del paralelogramo, 990, 1291 

Leyes de Kepler del movimiento planetario, 740-748, 752 


Leyes de Newton 

aplicacion al movimiento de un sistema de particulas, 
fuerzas efectivas, 860-863, 908 
de la gravitacion, 725-734, 751 
segunda ley del movimiento, 693-694, 749, 771 
Linea de impacto, 825, 837 
movimiento contra, 834 

Marco de referenda centroidal 
movimiento relativo a un, 867 
uso de un, 877-878 

Marco de referenda newtoniano, 694, 749 
Marco fijo, 1178 

razon de cambio de un vector con respecto a, 644-645, 982, 
994 

Marco giratorio, 1178 

razon de cambio de un vector con respecto a, 975-977, 982, 
1018 

Marcos de referenda, 1005-1009 
centroidal, 877-878 

en el movimiento general, 1003-1014, 1021 
en traslacion, 646-664, 684 
newtonianos, 694, 1031 
selection de, 1009 
Masa, 1219 

en el Examen de Fundamentos de Ingenieria, 1337 
sistemas que ganan o pierden, 893-907, 911 
Mecanismo de Ginebra, 975 
Metodo del area-momento, 631 

Metodo del trabajo y la energia. Yea Principio del trabajo y la 
energia 

Metodos de energia y cantidad de movimiento, 758-857, 1084- 
1147 

aplicaciones del principio del trabajo y la energia, 766-767, 
849 

conservation de la cantidad de movimiento angular, 1110- 
1123, 1143 

conservation de la energia, 789-790, 850, 882-884, 1090- 
1091, 1141, 1194 

energia cinetica de un cuerpo rigido en movimiento piano, 
1088-1089, 1092, 1140 

energia cinetica de una particula, principio del trabajo y la 
energia, 764-765, 848-849 
energia cinetica en la rotation, 1141 
energia potential, 786-788, 849 
fuerzas conservativas, 788-789, 849 
impacto, 825 

impacto central directo, 825-828, 851-852 
impacto central oblicuo, 828-831 
impacto excentrieo, 1124-1139, 1143 
introduction, 760, 1086 

movimiento bajo una fuerza conservativa central, aplicacion 
a la mecanica espacial, 791-810, 850 
movimiento bajo una fuerza gravitatoria, 850 
movimiento impulsivo, 813-824, 851, 1124, 1143 
potencia, 1091-1106, 1141 
potencia y eficiencia, 767-786, 849 
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principio del impulso y la cantidad de movimiento, 810-812, 
850-851 

principio del impulso y la cantidad de movimiento para el 
movimiento piano de un cuerpo rigido, 1107-1109, 
1141-1143 

principio del trabajo y la energia para un cuerpo rigido, 

1086- 1087, 1140 

problemas de computadoras, 856-857, 1147 
problemas de repaso, 853-855, 1144-1146 
problemas que involucran, 831-846 
problemas que involucran energia y cantidad de 
movimiento, 831-846 
resumen, 847-852, 1140-1143 
sistemas de cuerpos rigidos, 1089-1090, 1110, 1141 
trabajo de fuerzas que actuan sobre un cuerpo rigido, 

1087- 1088, 1140 
trabajo de un par, 1140 

trabajo de una fuerza, 760-764, 847 

uso de los tres metodos fundamentales del analisis cinetico, 
852 

Metodos experimentales, 1269 
Mitigation de terremotos, 1214-1215 
Momenta de una fuerza 

alrededor de un eje dado, 1295-1296 
alrededor de un punto, 1293-1294 
Momentos de 
pares, 1077, 1140, 1194 
vectores, 1108 
Momentos de inercia, 1192 
de cuerpos compuestos, 1302-1319, 1334 
de placas delgadas, 1301-1302, 1308-1309, 1334 
de un cuerpo con respecto a un eje arbitrario, productos de 
inercia de masa, 1319-1320, 1334 
principales, 1321-1323, 1325-1327 
Momentos de inercia de masa, 1298-1299, 1308 
centroidal, 1152 

de formas geometricas comunes, 1303 
Momentos de inercia de masas, 1298-1335 

determination de los ejes principales y los momentos de 
inercia principales de un cuerpo con forma arbitraria, 
1322-1332 

determination del momenta de inercia de un cuerpo 
tridimensional por integration, 1302, 1309 
ejes principales de inercia, 1335 

elipsoide de inercia, ejes principales de inercia, 1320-1321, 
1335 

evasion de los errores relacionados con las unidades, 1308 
momentos principales de inercia, 1335 
resumen, 1333-1335 

teorema de los ejes paralelos, 1300, 1308, 1333-1334 
Momentos de inercia principales, 1321, 1323, 1325-1327 
Motor prototipo (XR-5M15), 858 
Motores 

a propulsion, 892, 898, 911 
diesel, 918 

Motores a propulsion, 892, 898, 911 
eorriente estable de particulas desde, 892, 898 


Movimiento 

a lo largo de la lftrea de impacto, 834 
absoluto, 647 
acelerado, 772 

alrededor de un punto fijo, 921, 988-990, 1019 
armonico, 1217, 1224, 1280 
bajo una fuerza central, 724-725, 750-751 
bajo una fuerza central conservativa, aplicacion a la 
mecanica espacial, 791-810, 850 
bajo una fuerza gravitational, 850 
cinematica de, 1037-1038, 1041, 1232 
curvilmeo, 641, 683 
de estado estable, 1257, 1272 

de un cuerpo axisimetrico bajo ninguna fuerza, 1190-1202 
de un giroscopio, angulos Eulerianos, 1187-1188, 1207 
de un proyectil, 646, 651-652 
de varias particulas, 618-629, 683 

del centro de masa de un sistema de particulas, 864-866, 
908-909 

deslizante, 1061-1062, 1088 

ecuaciones de, 697-698, 749, 1037-1041, 1059, 1174, 1176, 
1232, 1235 

giratorio, 1056-1058, 1061-1062, 1064-1065, 1078, 1088 
odografias de, 642 
relativo, 1169 

relativo a un marco de referenda centroidal, 867 
relativo a un marco en traslacion, 646-664, 684 
uniforme, 608, 772 

Movimiento armonico simple, 1224, 1280 
Movimiento curvilmeo de particulas, 641-681 
componentes radial y transversal, 668-681, 685 
componentes rectangulares de la velocidad y la aceleracion, 
645-646, 684 

componentes tangential y normal, 665-667, 685 
derivadas de funciones vectoriales, 643-645, 684 
movimiento relativo a un marco en traslacion, 646-664, 

684 

velocidad y aceleracion de un vector de position, 641-642, 
683-684 

Movimiento de un cuerpo rigido 

alrededor de un punto fijo, 1171-1172, 1206 
en tres dimensiones, 1169-1170, 1204-1205 
Movimiento de una particula 
determination del, 607-616, 682 
en el espacio, 667, 685 
Movimiento de varias particulas, 618-619 
movimiento relativo de dos particulas, 618 
movimientos dependientes, 619 
Movimiento general, 921, 991-1002 
de un cuerpo rigido, 995 
en el espacio, 1020 
Movimiento horizontal, 858 
Movimiento impulsivo, 813-824, 851, 1124, 1143 
en el Exarnen de Fundamentos de Ingenieria, 1337 
Movimiento orbital, 751-752 
Movimiento piano 

absoluto y relativo, aceleracion en, 961-963, 1018 
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absolute y relativo, velocidad en, 938-950, 1017 
analizado en terminos de un parametro, 963-975, 1018 
elaboration de diagramas, 942 
Movimiento piano de cuerpos rigidos, 1043, 1077 
en sistemas de cuerpos rigidos, 1043 
fuerzas y aceleraciones, 1028-1083 

metodos de la energia y la cantidad de movimiento, 1084- 
1147 

y el principio de d'Alembert, 1033-1034, 1078 
Movimiento piano de una particula, 665-667, 921 
en relation con un marco giratorio, 977-988, 1019 
Movimiento piano general, 918, 921, 936-937, 1017, 1034, 
1064 

Movimiento piano restringido, 1055-1076, 1078 
rotation alrededor de un punto fijo, 1205 
rotation no centroidal, 1056-1057 
Movimiento rectilineo de particulas, 603-640 

determinacion del movimiento de una particula, 607-616, 
682 

movimiento de varias particulas, 618-629, 683 
movimiento rectilineo uniforme, 616, 683 
movimiento rectilineo uniformemente acelerado, 617-618, 
683 

otros metodos graficos, 631-642 
position, velocidad y aceleracion, 603-606, 682 
solution grafica de problemas de movimiento rectilineo, 
630-631, 683 

Movimiento rectilineo uniforme, 616, 623, 683 
acelerado, 617-618, 623, 683 
Movimiento relativo, 1169 
resolution de problemas con, 705 
Movimiento rodante, 1056-1058, 1061-1062, 1064-1065, 1078, 
1088 

Movimiento tridimensional de una particula, relativo a un 
marco giratorio, 1002-1003, 1020-1021 
Movimiento uniforme, 608, 772 

Nave espacial 

analisis del movimiento de, 742-743 
trasbordador, 1148-1149 
Newton, Sir Isaac, 693, 740 
Normal principal, 667 
Nutation, 1187, 1193, 1207 
razon de, 1194 

Odografias de movimiento, 642 
Orbitas circulares, 739, 920 
Oscilaciones, 1220-1221 
centra de, 1231 
electricas, 1268 

Par de inertia, 1078 
Pares 

cantidad de movimiento angular en, 1108, 1159, 1161 
constantes, 1088 
inerciales, 1078 
magnitud de, 1109 


momenta de, 1077, 1140, 1194 
trabajo de, 1097 

Particulas. Vea Sistemas de particulas 
Particulas lisas, supuesto de, 828 
Particulas sin friction, supuesto de, 828 
Patinador artistico, 1110 
Pelota de boliehe, 1055, 1155 
Pelota de golf 

deformation por impacto, 758-759 
momenta de golpe, 879 
Pendulo compuesto, 1239 
Pendulo simple, 1220-1230, 1281 
solution aproximada, 1220 
solution exacta, 1221-1230 
Perigeo, 739 
Periodo de 

deformation, 830 
una vibration amortiguada, 1265 
vibraciones, 1280 
Peso, 816, 865, 1219, 1245 

Placas delgadas, momentos de inertia de, 1301-1302, 1308- 
1309, 1334 

Plano invariable, 1202 
Pianos oscilantes, 667, 685 
Pianos de simetrfa, 1334 
Position, determinacion de la, 612 
Potencia, 1091-1106, 1141 
definition de, 1098 
promedio, 774 
y eficiencia, 767-786, 849 
Precesion de un giroseopio 
eje de, 1192 

estable, 1151, 1187-1191, 1193-1194, 1207 
Precesion directa, 1191 
Precesion retrograda, 1191 

Preparation para exarnen. Yea Examen de Fundamentos de 
Ingenierfa 

Principio de conservation de la energia, 1098, 1129, 1244- 
1246 

aplicacion del, 1242-1253, 1281 
desplazamiento maximo del sistema, 1243 
sistema que pasa por su position de equilibrio, 1243 
Principio de conservation de la cantidad de movimiento 
angular, 1110 

Principio de d’Alembert, 1056 

extension al movimiento de un cuerpo rigido en tres 
dimensiones, 1170-1171, 1205-1206 
movimiento piano de cuerpos rigidos y, 1033-1034, 1078 
Principio de la energia y el trabajo, 773, 831, 879, 910 
Principio de transmisibilidad, 1034 

Principio del impulso y la cantidad de movimiento, 810-812, 
816, 834-835, 850-851, 1127-1130, 1158, 1192 
aplicacion al movimiento tridimensional de un cuerpo 
rigido, 1155-1156, 1204 

para el movimiento piano de un cuerpo rigido, 1107-1109, 
1141-1143 

para un sistema de particulas 879-889, 910 
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Principio del impulso-cantidad de movimiento, 813, 882 
Principio del trabajo y la energia, 1092-1094 
aplicaciones de, 766-767, 849 
para un cuerpo rigido, 1086-1087, 1140 
Problemas de computadora 

cinematica de cuerpos rigidos, 1025-1027 
cinematica de particulas, 688-689 

cinetica de cuerpos rigidos en tres dimensiones, 1211-1213 
fuerzas y aceleraciones, 1083 

metodos de energia y cantidad de movimiento, 856-857, 
1147 

segunda ley de Newton, 756 
sistemas de particulas, 916-917 
vibraciones mecanicas, 1288-1289 
Producto de un escalar y un vector, 1292 
Producto escalar de dos vectores, 1294-1295 
angulo formado por dos vectores, 1295 
expresado en tcrnmios de componentes rectangulares, 1295 
productos escalares de vectores unitarios, 1294 
proyeccion de un vector sobre un eje dado, 1295 
Producto punto de dos vectores, 1294 
Producto triple mixto de tres vectores, 1295 

expresado en terminos de componentes rectangulares, 1295 
Producto triple vectorial, 924 
Productos conmutativos, de vectores, 1293-1294 
Productos cruz, 1292 
Productos de inercia de masa, 1319-1320 
Productos distributives, de vectores, 1293 
Productos triples. Yea tambien Producto triple mixto de tres 
vectores 
vectoriales, 924 
Productos vectoriales de 
dos vectores, 1292-1293 
vectores unitarios, 1293 
Propulsores, 898 

Proyeccion de un vector sobre un eje dado, 1295 
Punto coincidente, aceleracion del, 981 
Punto de referencia, selection de, 1009 

Razon de cambio de un vector 

con respecto a un marco fijo, 644-645, 982, 994 
con respecto a un marco giratorio, 975-977, 982, 1018 
Razon de cambio 

de la cantidad de movimiento angular, 750, 1178, 1179 
de la cantidad de movimiento lineal, 694-695, 749 
Razon de frecuencia, 1255 
Reacciones dinamicas, 1173, 1175, 1178 
Reacciones estaticas, 1173 

Reduction de las cantidades de movimiento de las particulas 
de un cuerpo rigido a un vector de cantidad de 
movimiento y un par, 1154 
Regia de la mano derecha, 1293-1294 
Representaciones grafieas, 1035-1036 
Resonancia, 1255-1256 
Restitution, 825-826, 1124 
coeficiente de, 758, 826-827, 1137 
periodo de, 825, 830, 1124-1126 


Resumen 

cinematica de cuerpos rigidos, 1015-1021 
cinematica de particulas, 682-685 
cinetica de cuerpos rigidos en tres dimensiones, 1203- 
1207 

metodos de la energia y la cantidad de movimiento, 847- 
852, 1140-1143 

momentos de inercia de masas, 1333-1335 
segunda ley de Newton, 749-752 
sistemas de particulas, 908-911 
vibraciones mecanicas, 1279-1283 
Rotation alrededor de un eje fijo, 920-921, 923-925, 1015 
componentes tangential y normal, 1016 
de un cuerpo rigido, 929, 1172-1186 
de una trabe representativa, 925, 1016 
definition de, 920 
ecuaciones para la, 929 
elaboration de diagramas, 942, 967 
velocidad angular y aceleracion angular, 1016 
Rotation centroidal, 1034, 1057 
Rotation no centroidal, 1056-1057, 1078, 1089 
Rotation uniforme, 926, 1016, 1057 
acelerada, 926, 1016 

Rotaciones, 858, 936-937, 995, 1090. Yea tambien Centro de 
rotation 

centroidal, 1034, 1057 
infinitesimal, 990 

no centroidal, 1056-1057, 1078, 1089 
uniforme, 1057 

Rotaciones infinitesimales, 990 
Satelites 

analisis del movimiento de, 742-743 
en una orbita circular, 729 
en una orbita eliptica, 729 
Secciones conicas, 737-738 
Simetrfa 
pianos de, 1334 
propiedades de, 1326 
Sistema gravitational de unidades, 696 
Sistema que pasa por su position de equilibrio al aplicar el 
principio de la conservation de la energia, 1243 
Sistema variable de particulas, 890, 911 
Sistemas de cuerpos rigidos, 1089-1090, 1109, 1141 
Sistemas de fuerzas equipolentes, 862, 866, 891, 1033, 1077 
Sistemas de particulas, 858-917 

aplicacion de las leyes de Newton al movimiento, fuerzas 
efectivas, 860-863, 908 

cantidad de movimiento angular alrededor de su centra de 
masa, 866-868, 909 

cantidad de movimiento lineal y angular de, 863-864, 908 
conservation de la cantidad de movimiento para, 868-877, 
909 

corriente estable de particulas, 890-893, 911 
energia cinetica de, 877-878, 909-910 
introduction, 860 

movimiento del centra de masa de, 864-866, 908-909 
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principio del impulso y la cantidad de movimiento para, 
879-889, 910 

principio del trabajo y la energia, conservation de la energia 
para, 879, 910 

problemas de computadora, 916-917 
problemas de repaso, 912-915 
resumen, 908-911 

sistemas que ganan o pierden rnasa, 893-907, 911 
sistemas variables de particulas, 890, 911 
Sistemas de unidades, 695-697, 722, 749 
Sistemas equipolentes de fuerzas, 862, 866, 891, 1033, 1077, 
1171 

Sistemas mecanicos 
aplicaciones espaciales, 737-740, 752 
y su analogo electrico, 1268 
Slugs, 749 

Solucion exacta, al pendulo simple, 1221-1230 
Solucion grafica de problemas de movimiento rectilineo, 630- 
631, 683 

Soluciones aproximadas, 633, 1231 
a un pendulo simple, 1220 
Suma asociativa de vectores, 1291 
Suma conmutativa de vectores, 1291 
Suma de vectores, 1291 
Superficie cuadrica, ecuacion de, 1320 

Tangentes vectoriales, 684 
Telescopio Hubble, 737 

Teorema de los ejes paralelos, 1304-1305, 1308 
Tiempo periodico, 739-741, 752 
Tiempo, 816 
Trabajo, 1092, 1094 

correspondiente al desplazamiento, 847 
de un par, 1140 
definicion de, 760-762 

en el Examen de Fundamentos de Ingenierfa, 1337 
negativo, 786 
total, 1097-1098 

Trabajo de una fuerza, 760-764, 847 

trabajo de la fuerza de gravedad, 762-763 

trabajo de la fuerza ejereida por un resorte, 763, 773, 

848 

trabajo de una fuerza constante en movimiento rectilineo, 
762, 773 

trabajo de una fuerza gravitatoria, 763-764, 773, 847-848 
Transmisibilidad, 1262, 1288 
principio de, 1034 

Traslacion, 918-923, 928, 936-937, 995, 1015, 1034, 1043, 

1090 

definicion de, 920 
elaboration de diagramas, 942, 967 
Trayectorias 

de una particula bajo una fuerza central, 735 
elipticas, 738-739, 742-743 
hiperbolicas, 738-739, 742-743 
parabolicas, 738-739, 742-743 
Trenes, inclination, 718 


Trfada derecha, 1293 
Turbinas de viento, 1028 

Unidades, sistemas de, 695-697, 722, 749 

Vector de cantidad de movimiento lineal, 1108, 1159, 1161 

Vector de inertia, 699, 1078 

Vectores 

cantidad de movimiento lineal, 1108 
componentes de un, 1109 
de position, 641, 994, 1293 
momentos de, 1108 
negativos, 1291 
unitarios, 1292 
Velocidad, 936, 1291 
absoluta, 952 

angular, 921, 924, 992-994, 1007, 1158-1161 

de escape, 693, 739-740, 752 

del centra de masa, 1158 

determination de la, 612, 942, 955, 994-995 

en movimiento piano, absoluta y relativa, 938-950, 1017 

instantanea, 604, 641-642 

promedio, 603-604 

relativa, 683-684, 827, 830-831, 835, 837, 852, 894, 1128 
Velocidad absoluta y relativa en movimiento piano, 938-950, 
952, 1017 

Velocidad aerea, 724-725, 750-751 
Velocidad angular, 921, 924, 992-994, 1007, 1158-1161 
constante, 1218 

en rotation alrededor de un eje fijo, 1015-1016 
Velocidad del vector position y aceleracion, 603-606, 641-642, 
682-684 

Velocidad relativa, 683-684, 830-831, 835, 837, 852, 894, 

1128 

formula para la, 942 

Ventiladores. Yea tambien Propulsores; Turbinas de viento 
corriente estable de particulas de, 893, 898 
Vibraciones 

de estado estable, 1255, 1266, 1283 
de torsion, 1235 

en el Examen de Fundamentos de Ingenierfa, 1337 
mecanicas, 1214-1289 
periodo de, 1280 
transitorias, 1255, 1266 
Vibraciones amortiguadas, 1263-1278 
analogos electricos, 1267-1278, 1283 
Vibraciones forzadas, 1253-1263, 1281-1282 
amortiguadas, 1214, 1266-1267, 1272, 1283 
Vibraciones libres, 1214, 1223 

amortiguadas, 1263-1265, 1271-1272, 1282-1283 
de euerpos rfgidos, 1230-1242, 1281 
de particulas, movimiento simple armonico, 1216-1220, 
1279-1280 
transitorias, 1282 

Vibraciones libres amortiguadas, 1263-1265, 1271-1272, 1282- 
1283 

amortiguamiento crftico, 1264 
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amortiguamiento ligero, 1264-1265 
amortiguamiento pesado, 1264 
Vibraciones mecanicas, 1214-1289 
introduction, 1216 

problemas de computadora, 1288-1289 
problemas de repaso, 1284-1287 
resumen, 1279-1283 
vibraciones amortiguadas, 1263-1278 
vibraciones sin amortiguamiento, 1216- 


Vibraciones sin amortiguamiento, 1216-1263 

aplicacion del principio de la conservation de la energfa, 
1242-1253, 1281 

pendulo simple, 1220-1230, 1281 
vibraciones forzadas, 1253-1263, 1281-1282 
vibraciones libres de cuerpos rfgidos, 1230-1242, 

1281 

vibraciones libres de particulas, movimiento armonico 
1263 simple, 1216-1220, 1279-1280 


Respuestas a los problemas 


En esta pagina y las siguientes se dan las respuestas a los problemas cuyo numero esta en caracteres normales. 
Las respuestas a los problemas con numero en letras cursivas no se proporcionan en esta lista. 


CAPITULO 11 

11.1 -66.0 m, 149.0 m/s, 228 m/s 2 . 

11.2 3.00 m, -7.00 m/s. 

11.3 3.00 s, -59.5 ft, 25.0 ft/s 2 . 

11.4 248 in., 72.0 in./s, -383 in./s 2 . 

11.5 0.667 s, 0.259 m, -8.56 m/s. 

11.6 a) 1.000 sy 4.00 s.b) 1.500 m, 24.5 m. 

11.9 a) 4.00 s. b) —56.0 m/s, 260 m. 

11.10 x = t 4 /108 + lOf + 24, v = f 3 /27 + 10. 

11.11 -33.0 in./s, 2.00 s, 87.7 in. 

11.12 a) 3.00 ft/s 4 . b) v = t 3 - 32) ft/s, 
x = f 4 /4 - 32f + 64) ft. 

11.15 a) 5.89 ft/s. b) 1.772 ft. 

11.16 -36.8 ft 2 , 1.832 s -2 . 

11.17 a) 0.0900 s“ 2 . b) ±16.97 nnn/s. 

11.18 a) 48.0 m 3 /s 2 . b) 21.6 m. c) 4.90 m/s. 

11.21 a) 22.5 m. b) 38.4 m/s. 

11.22 a) 29.3 m/s. b) 0.947 s. 

11.23 a) 50.0 in. b) °°. c) 0.866 s. 

11.24 3.33 ft/s. 

11.25 a) 0.1457 s/m. b) 145.2 m. c) 6.86 m/s. 

11.26 a) 3.33 m. b) 2.22 s. c) 1.667 s. 

11.27 a) 7.15 mi. b)~ 2.75 X 10“ 6 ft/s 2 , c) 49.9 min. 

11.28 a )—0.0525 m/s 2 , b) 6.17 s. 

11.31 a) 2.36 v 0 T, irv 0 /T. b) 0.363 v 0 . 

11.33 a) 1.500 m/s 2 , b) 10.00 s. 

11.34 a) 25.0 m/s. b) 19.00 m/s. c) 36.8 m. 

11.35 a) 2.71 s. b) 50.4 mi/h. 

11.36 a) 252 ft/s. b) 1076 ft. 

11.39 a) 0.500 km. b) 42.9 km/h. 

11.40 a )—2.10 m/s 2 , 2.06 m/s 2 , b) 2.59 s antes de que A llegue a 
la zona de intercambio. 

11.41 a) 15.05 s, 734 ft. b) 42.5 mi/h, 23.7 mi/h. 

11.42 a) 5.50 ft/s 2 , b ) 9.25 ft/s 2 . 

11.43 a) 3.00 s. b) 4.00 ft/s 2 . 

11.44 a )—0.250 m/s 2 , 0.300 m/s 2 , b ) 20.8 s. c) 855 km/h. 

11.46 a) 17.36 ft/s 2 i/, 3.47 ft/s 2 ^ b) 20.1 ft. c) 9.64 ft/s. 

11.47 a) 2.00 m/s T- b) 2.00 m/s j. c) 8.00 m/s I'¬ 

ll.48 a) 20.0 m/s 2 —>. 6.67 m/s 2 |. b) 13.33 m/s |, 13.33 mj,. 

11.49 a) 30.0 ft/s f. b ) 15.00 ft/s |. c) 45.0 ft/s d) 30.0 ft/s t 

11.50 a) 2.40 ft/s 2 4.80 ft/s 2 |. b) 12.00 ft/s |. 

11.53 a) 200 mm/s — b) 600 mm/s — c) 200 mm/s . 

d) 400 mm/s — 

11.54 a) 13.33 mm/s 2 <—, 20.0 mm/s 2 b) 13.33 mm/s 2 —> 
c) 70.0 mm/s —440 mm — 

11.55 a) 10.00 mm/s b) 6.00 mm/s 2 —2.00 mm/s 2 
c) 175 mmf. 

11.56 a) 240 mm/s 2 J,, 345 mm/s 2 ]. b) 130 nnn/s —s* 43.3 mm/s f. 
c) 728 mm —>. 

11.57 a) 2.00 in./s 2 t, 3.00 in/s 2 j. b) 0.667 s. c) 0.667 in. f. 

11.58 a) 1 — 6f 2 y4 in./s 2 . b) 9.06 in. 


11.61 a) Los valores correspondientes de (t, v, x) son (0, -18 ft/s, 0), 
(4 s, -6 ft/s, -45 ft), (10 s, 30 ft/s, 24 ft), (20 s, -20 ft/s, 

74 ft), b) 12 ft/s, 74 ft, 176 ft. 20.0 ft/s. 

11.62 Consulte el problema 11.61 para ver las graficas. a) 30.0 ft/s, 
b) 30 ft/s, 114 ft. 

11.63 a) 0 < t < 10 s, a = 0; 10 s < t < 26 s, a — —5 ft/s 2 ; 

26 s < t < 41 s, a = 0; 41 s < t < 46 s, a = 3 ft/s 2 ; 

t > 46 s, a = 0; x = —540 ft en t = 0, x = 60 ft en t = 10 s, 
x = 380 ft en t = 26 s, x = 80 ft en t = 41 s, x = 17.5 ft en 

t = 46 s, x = —2.5 ft en t = 50 s. b ) 1383 ft. c) 9.00 s, 49.5 s. 

11.64 a) Igual que en el problema 11.63. b) 420 ft. c) 10.69 s, 40.0 s. 

11.65 a) 44.8 s. b) 103.3 m/s 2 f. 

11.66 207 mm/s 

11.67 a) 10.5 s. b) curvas v-tyx-t. 

11.69 3.96 m/s 2 . 

11.70 a) 0.600 s. b) 0.200 m/s, 2.84 m. 

11.71 9.39 s. 

11.72 8.54 s, 58.3 mi/h. 

11.73 1.525 s. 

11.74 a) 50.0 m/s, 1 194 m. b) 59.25 m/s. 

11.77 a) 18.00 s. b) 178.8 m, c) 34.7 km/h. 

11.78 b) 3.75 m. 

11.79 a) 2.00 s. b) 1.200 ft/s, 0.600 ft/s. 

11.80 a) 5.01 min. b) 19.18 mi/h. 

11.83 a) 2.96 s. b) 224 ft. 

11.84 a) 163.0 in./s 2 . b) 114.3 in./s 2 . 

11.86 104 ft. 

11.89 a) 8.60 mm/s 35.5°, 17.20 mm/s 2 ^2 35.5°. 
b) 33.4 mm/s ^2 8.6°, 39.3 mm/s 2 ^2 14.7°. 

11.90 a) 0, 159.1 m/s 2 82.9° b) 6.28 m/s 157.9 m/s 2 |. 

11.91 a) 5.37 m/s. b) t = 2.80 s, x = -7.56 m, y = 5.52 m, 
v = 5.37 m/s 2 63.4°. 

11.92 a) 2.00 in./s, 6.00 in./s. b) Para i; lm - n , t = 2N7T s, x = 8N7T in., 
y = 2 in., v = (2.00 in./s —» o bien 2.00 in./s <—. 

Para t> m4x , f = (2N + l)7rs, x = 4(2N + l)ir, y = 6 in., 
v = 6.00 in./s —> o bien 6.00 in./s 

11.95 Vfl 2 l + wit 2 ) + c 2 , Rm„V 4 + a) 2 t 2 . 

11.96 a) 3.00 ft/s, 3.61 ft/s 2 , b) 3.82 s. 

11.97 353 m. 

11.98 a) 15.50 m/s. b) 5.12 m. 

11.99 15.38 ft/s < v 0 £ 35.0 ft/s. 

11.100 a) 70.4 mi/h S u 0 S 89.4 mi/h. b ) 6.89°, 4.29°. 

11.101 a) 2.87 m > 2.43 m. b) 7.01 m de la red. 

11.102 0.244 m £ h < 0.386 m. 

11.103 726 ft o bien 242 yd. 

11.104 0 <d< 1.737 ft. 

11.105 23.8 ft/s. 

11.106 a) 29.8 ft/s. b) 29.6 ft/s. 

11.107 10.64 m/s £ u 0 £ 14.48 m/s. 

11.108 0.678 m/s £ v 0 £ 1.211 m/s. 

11.111 a) 4.90°. b) 963 ft. c) 16.24 s. 

11.112 a) 14.66°. b) 0.1074 s. 
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11.113 a) 10.38°. b) 9.74°. 

11.115 a) 45.0°, 6.52 m. b) 58.2°. 5.84 m. 

11.117 a) 1.540 m/s ^ 38.6°. b) 1.503 m/s ^ 58.3°. 

11.118 5.05 m/s 5^ 55.8°. 

11.119 1.737 nudos ^5 18.41°. 

11.120 a) 2.67 mi/h 3^ 12.97°. b) 258 mi/li ^2 76.4°. 
c) 65 m ^ 40°. 

11.123 a) 8.53 in./s 5^ 54.1°. b) 6.40 in./s 2 5^ 54.1°. 

11.124 a) 7.01 in./s F' 60°. b) 11.69 in./s 2 3^ 60.6°. 

11.125 a) 0.835 mm/s 2 75°. b) 8.35 mm/s 5^ 75°. 

11.126 a) 0.958 m/s 2 ^ 23.6°. b) 1.917 m/s ^ 23.6°. 

11.127 10.54 ft/s F' 81.3°. 

11.128 a) 5.18 ft/s 5^ 15°. b ) 1.232 ft/s 15°. 

11.129 17.49 km/h ^2 59.0°. 

11.130 15.79 km/h *=5 26.0°. 

11.133 28.0 m/s. 

11.134 a) 250 m. b) 82.9 km/h. 

11.135 1815 ft. 

11.136 59.9 mi/h. 

11.137 a) 20.0 mm/s 2 . b) 26.8 mm/s 2 . 

11.138 a) 178.9 m. b) 1.118 m/s 2 

11.139 2.53 ft/s 2 . 

11.141 15.95 ft/s 2 . 

11.143 a) 281 m. b) 209 m. 

11.144 a) 7.99 m/s ^ 40°. b ) 3.82 m. 

11.145 a) 6.75 ft. b) 0.1170 ft. 

11.146 a) 1.739 ft. b) 27.9 ft. 

11.147 p B = vl/9v A . 

11.148 18.17 m/s 4.04° y 18.17 m/s ^ 4.04°. 

11.151 (R 2 + c 2 y2(o n R 

11.152 2.50 ft. 

11.153 25.8 X 10 3 km/h. 

11.154 12.56 X 10 3 km/h. 

11.155 153.3 X 10 3 km/h. 

11.156 92.9 X 10 6 mi. 

11.157 885 X 10 6 mi. 

11.158 1.606 h. 

11.161 a) 3 nb e B ,—47 T 2 b e r . b) 0 = 2Ntt, N = 0, 1, 2, . . . . 

11.162 a) 2 bio, 4ba> 2 . b) p = b, un circulo. 

11.163 a ) - (677 in./s 2 ) e r , (80 n in./s 2 )e 9 . b) 0. 

11.165 a) (27 t m/s)e« , -4 tt 2 m/s 2 )e r 

b) — ( 7t/2 m/s)e r + (tt m/s)e B , — (tt 2 /2 m/s 2 )e r — (n 2 m/s 2 )e B . 

11.166 a) 2abt, 2ab\/ 1 + 4 b 2 t 4 . b) p = a(circulo) 

11.169 M tan p see /3/tan /3 cos 0 — sen 0) 2 . 

11.170 o 0 cos p tan /3 cos 0 + sen 0) 2 /h. 

11.171 185.7 km/h. 

11.172 61.8 mi/h, 49.7°. 

11.175 (bto 2 /e 3 )V4 + 0 4 . 

11.176 (1 + b 2 ) a> 2 e be . 

11.180 tan 1 [i ?2 + ai^t 2 /cA/^T^ca^f 2 ] 

11.181 a) 0 X = 90°, e v = 123.7°, 0. = 33.7°. b) 6 X = 103.4°, 

0 S = 134.3°, 6 Z = 47.4°. 

11.182 a) 1.00 s, 4.00 s. b) 1.50 m, 24.5 m. 

11.184 a)—2.43 X 10 6 ft/s 2 , b) 1.366 X 10 ' 3 s. 

11.185 a) 11.62 s, 69.7 ft. b) 18.30 ft/s. 

11.186 a) 3 .00 s. b) 56.25 mm arriba de su position initial. 

11.187 v A = 12.5 mm/s |, V/j = 75 mm/s |, 
v c = 175 mm/s |. 

11.189 17.88 km/h 36.4°. 

11.190 2.44 ft/s 2 . 

11.193 r = 120 m/s, r = 34.8 m/s 2 , 0 = -0.0900 rad/s, 

6 = -0.0156 rad/s 2 . 


CAPITULO 12 

12.1 a) 4.987 lb en 0°, 5.000 lb en 45°, 5.013 lb en 90°. b) 5.000 lb 
en todas las latitudes, c) 0.1554 lb ■ s 2 /ft en todas las latitudes. 

12.2 a) 3.24 N. b) 2.00 kg. 

12.3 1.300 X 10 6 kg • m/s. 

12.5 a) 6.67 m/s. b) 0.0755. 

12.6 a) 225 km/h. b) 187.1 km/h. 

12.7 0.242 mi. 

12.8 a) 135.3 ft. b) 155.8 ft. 

12.9 419 N al inicio y 301 N durante el deslizamiento. 

12.10 0.414 m/s 2 ^5 15°. 

12.11 a) A: 2.49 m/s 2 B: 0.831 m/s 2 |. b) 74.8 N. 

12.12 a) A: 0.698 m/s 2 B: 0.233 m/s 2 J,. b) 79.8 N. 

12.15 a) 0.986 m/s 2 5^ 25°. b) 51.7 N. 

12.16 a) 1.794 m/s 2 5^ 25°. b) 58.2 N. 

12.17 a) 0.997 ft/s 2 ^2 15°, 1.619 ft/s 2 ^2 15°. 

12.19 Sistema 1: a) 10.73 ft/s 2 , b) 14.65 ft/s. c) 1.864 s. 

Sistema 2: a) 16.10 ft/s 2 , b) 17.94 ft/s. c) 1.242 s. 

Sistema 3: a) 0.749 ft/s 2 , b) 3.87 ft/s. c) 26.7 s. 

12.20 a) 1.962 m/s 2 b) 39.1 N. 

12.21 a) 6.63 m/s 2 <^. h) 0.321 m 

12.22 a) 14.53 m/s 2 ^2 65°. b) 4.24 m/s 2 IF' 65°. 

12.24 0.347 m 0 Vo/F 0 . 

12.26 Vk/m(VF+7 0 -l). 

12.27 119.5 mi/h. 

12.28 a) 33.6 N. b) a A = 4.76 m/s 2 — a B = 3.08 m/s 2 1, 
a c = 1.401 m/s 2 

12.29 a) 36.0 N. b) a A = 5.23 m/s 2 a B = 2.62 m/s 2 |. a c = 0. 

12.30 a) a A = a B = a D = 2.76 ft/s 2 J,, a c = 11.04 ft/s 2 |. 
b) 18.80 lb. 

12.31 a) 24.2 ft/s J,. b) 17.25 ft/s |. 

12.36 a) 80.4 N. b) 2.30 m/s. 

12.37 a) 49.9°. b) 6.85 N. 

12.38 8.25 ft/s. 

12.40 2.77 m/s < v < 4.36 m/s. 

12.42 9.00 ft/s <v c < 12.31 ft/s. 

12.43 2.42 ft/s < v < 13.85 ft/s. 

12.44 a) 131.7 N. b) 88.4 N. 

12.45 a) 553 N. b) 659 N. 

12.46 a) 668 ft. b) 120.0 lbt 

12.47 a) 6.95 ft/s 2 ^5 20°. b) 8.87 ft/s 2 ^ 20°. 

12.48 a) 2.905 N. b) 13.09°. 

12.49 1126 N 25.6°. 

12.50 24.1° <8< 155.9°. 

12.51 a) 43.9°. b) 0.390. c) 78.8 km/h. 

12.53 a) 0.1858 W. b) 10.28°. 

12.55 468 mm. 

12.56 2.36 m/s £ v £ 4.99 m/s. 

12.57 a) 0.1904,movimiento inminente hacia abajo, 
b) 0.349, movimiento inminente hacia arriba. 

12.58 a) No se desliza 1.926 lb 80°. 

b) Se desliza hacia abajo. 1.123 lb 5^ 40°. 

12.61 a) 0.1834. b) 10.39° para el movimiento inminente hacia la 
izquierda, 169.6° para el movimiento inminente hacia la derecha. 

12.62 a) 2.98 ft/s. b) 19.29° para el movimiento inminente hacia la 
izquierda, 160.7° para el movimiento inminente hacia la derecha. 

12.64 1.054\/eV/mt>o. 

12.65 1.333 l. 

12.66 a) F r = -10.73 N, F e = 0.754 N. 
b) F r = -4.44 N, F e = 1.118 N. 

12.67 F r = 0.0523 N, F„ = 0.432 N. 
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12.68 a) F r = -1.217 lb, F e = 0.248 lb. 

b) F r = -0.618 lb, F e = -0.0621 lb. 

12.69 a ) mc 2 (r 0 — kt) f 2 . b ) mc(r 0 - 3 kt). 

12.70 2.00 s. 

12.71 P = (5.76 N) tan 0 sec 3 0 0 

Q = (5.76 N) tan 3 0 sec 3 0 -» 

12.76 v r = v 0 sen 20/Vcos 20. v e = u 0 Vcos 20. 

12.79 a)r = (gT 2 fl 2 /4i7 2 ) 1/3 . b) g = 24.8 m/s 2 . 

12.80 a) 35 800 km y 22 240 mi, b) 3 070 m/s y 10 090 ft/s. 

12.81 4.13 X 10 21 lb ■ s 2 /ft. 

12.82 a) 1 h 57 min. b) 3 380 km. 

12.84 a) 86.9 X 10 24 kg. b) 436 000 km. 

12.86 a) 5 280 ft/s. b) 8 000 ft/s. 

12.87 a) 1 551 m/s. b) 15.8 m/s. 

12.88 5 000 m/s. 

12.89 53 ft/s. 

12.90 a) En A(a A ) r = 0, ( a A ) e = 0. b) 1536 in./s 2 , c) 32.0 in./s. 

12.91 a) 24.0 in./s. b) a r = -258 in./s 2 , u„ = 0. c ) —226 in./s 2 . 

12.98 10.42 km /s. 

12.99 a) 10.13 km/s. b) 2.97 km/s. 

12.103 a) 26.3 X 10 3 ft/s. b) 448 ft/s. 

12.104 V2/(2 + a). 

12.105 a) 52.4 X 10 3 ft/s. b) 1318 ft/s en A, 3 900 ft/s en B. 

12.108 98.0 h. 

12.109 4.95 h. 

12.110 54.0°. 

12.112 5.31 X 10 9 km. 

12.114 cos ' [ 1 - n/3 2 /I — /S 2 )]. 

12.115 81.0 m/s. 

12.116 a) 14.37°. b) 59.8 km/s. 

12.118 Demuestre .... 

12.119 a) (r x - r 0 )/(fi + r 0 ). b) 609 X 10 12 m. 

12.120 Demuestre .... 

12.121 Deduzca .... 

12.122 267 ft. 

12.124 a) 1.656 lb. b) 20.8 lb. 

12.125 a) 20.49 ft/s 2 F 30°. b) 17.75 ft/s 2 

12.127 a) 0.454, hacia abajo. b) 0.1796, hacia abajo. 

c) 0.218, hacia arriba. 

12.128 a) F r = -13.16 lb, F„ = 2.10 lb. 

b) P = 6.89 lb 70°, Q = 14.00 lb F 40°. 

12.129 v r = 2co sen 20, Vg = v 0 cos 20. 

12.131 a)r= 1.250 ft, F H = 0. b) r = 0.871 ft, F„ = -2.69 lb. 

12.132 1.147. 

CAPITULO 13 

13.1 a) 585 kj. b) 41.0 km/h. 

13.2 4.54 X 10 9 ft ■ lb. 

13.5 a) 69.6 mi/h. b) 56.9 mi/h. 

13.6 a) 32.8 mi/h. b) 142.5 mi/h. 

13.7 4.05 m/s. 

13.8 2.99 m. 

13.9 a) 8.57 m/s ^ 15°. b) 5.30 m/s 5^ 15°. 

13.10 a) 8.70 m. b) 4.94 m/s 3^ 15°. 

13.13 6.71 m. 

13.14 a) 2.90 m/s. b) 0.893 m. 

13.15 a) 124.1 ft. b) F AB = 19.38 kips (tension), 

Fbc = 81.62 kips (tension) 

13.16 a) 279 ft. b) F AB = 19.38 kips (compresion), 

F bc = 8.62 kips (compresion). 

13.21 a) 2.34 m/s b) 235 mm. 


13.22 a) 45.7 J. b) T A = 83.2 N, T B = 60.3 N. 

13.23 a) 10.36 ft/s |. b) 17.94 ft/s |. 

13.24 a) 11.35 ft/s F 23.6°. b) 16.05 ft/s F 23.6°. 

13.25 1.190 m/s. 

13.26 a) 2.32 ft/s .b) 2.39 ft/s . 

13.27 a) 0.222 ft. b) El bloque se mueve hacia la derecha. 
13.29 a) 3.29 m/s. b) 1.472 m. 

13.31 a) 0.750 in. J,. b ) 8.51 in./s f o |. 

13.33 0.759 y/paA/m. 

13.35 1/[1 -( vl - v 2 )/2g m R m ], 

13.36 1515 yd. 

13.38 a) 32.7 mm, 98.1 N f. b) 30.4 mm, 104.9 N t- 

13.39 a) V3gZ. b) V2g l. 

13.40 14.00°. 

13.41 167.01b. 

13.42 minimo = 167.0 lb, maximo = 1 260 lb. 

13.44 a) 27.4°. b) 3.81 ft. 

13.46 a) 20.2 ft • lb/s. b) 118.7 ft • lb/s. 

13.49 a) 109.0 kW, 146.2 hp. b ) 530 kW, 711 hp. 

13.50 a) 2.75 kW. b) 3.35 kW. 

13.51 14.8 kN. 

13.52 a) 3 000 lb. b ) 267 hp. 

13.53 a) 375 kW. b) 5.79 km fa. 

13.54 a) 58.9 kW. b) 52.9 kW. 

13.55 a) kik 2 /(ki + k 2 ). b ) k 1 + /c 2 . 

13.56 a) XoVkika/m/ki + k 2 ). b) x' 0 V (ki + k^/m. 

13.57 3.19 m/s — > o bien 3.19 m/s <— . 

13.58 a) 3.34 ft/s. b) 27.7 ft/s 2 . 

13.59 56.7 ft/s. 

13.61 a) 87.2 m/s. b) 105.8 m/s. 

13.62 a) 1 000 mm. b) 4.42 m/s. 

13.64 a) 0.956 ft. b) 7.85 ft/s. 

13.65 a) 43.5°. b) 8.02 ft/s |. 

13.68 0.269 m. 

13.69 0.1744 m. 

13.70 a) 2.55 N. b) 6.96 N. 

13.71 a) 8.15 N. b) 2.94 N. 

13.73 14.34 ft/s 13.77 lb 

13.74 1): a) 7.99 m/s. b) 5.89 N 
2): a) 7.67 m/s. b) 3.92 N 

13.75 a) Conducto 1: minimo v c = 3.84 m/s > 3.5 m/s. 
b) Conducto 2: v 0 = 7.83 m/s. 

13.78 a) cot <f> = 4.113/12 — y). 

b ) 6 X = 85.7°, 0^ = 71.6°, 0* = 161.1°. 

13.80 b) V = -In xyz + C. 

13.81 a) 7rku 2 /4. b) 0. 

13.82 a) F x = x(x 2 + y 2 + z 2 ) _1/2 , = y(x 2 + y 2 + z 2 ) _1/2 , 

F z = z x 2 + if + z 2 ). fc) «V3. 

13.85 a) 90.46 J. fe) 2 086 J. 

13.86 57.5 MJ/kg. 

13.87 15.65 X 10 3 mi/h. 

13.88 450 X 10 3 ft • lb/lb. 

13.89 a) mgK(l - R/r). b) mgR 2 /2r. c) mgR(l — R/2r). 

13.90 a) 33.9 MJ/kg. b) 46.4 MJ/kg. 

13.93 a) 0.919 m/s. b) 8.27 m/s. 

13.94 a) 7.35 m/s. b) 11.02 m/s. 

13.95 v r = 9.05 ft/s, v e = 9.14 ft/s. 

13.96 a) 25.3 in. b) 7.58 ft/s. 

13.97 maxima: 1.661 m, minima: 0.338 m, 
maxima: 25.6 m/s, minima: 5.21 m/s. 

13.100 14.20 km/s. 

13.101 29.8 m/s. 
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13.102 21.8 X 10 6 ft 2 /s 2 

13.103 a) 16 800 ft/s. b) 32 700 ft/s. 

13.106 1555 m/s, 79.3°. 

13.107 maxima: r 0 (l + sen a), mmimo: r 0 (l — sen a) 

13.108 68.9°. 

13.109 a) 11.32 X 10 3 ft/s. b) 13.68 X 10 3 ft/s. 

13.110 58.9°. 

13.111 a) 31.5 m/s. b) 1053 m/s. 

13.116 b) o esc Va/( 1 + a) £ u„ - u esc V(1 + a)/(2 + a). 

13.118 a) h = r min u mSx , E/m = - GM/r^. 

13.119 a) 3.40 s. b) 25.5 s. 

13.120 4 min 20 s. 

13.121 a) 3.11 s. b) 1.493 s. 

13.122 a) 11.42 s. fc)-(125.5 m/s)j - (194.5 m/s)k. 

13.123 a) 2.49 s. b) 12.24 s. 

13.124 2.61 s. 

13.126 0.260. 

13.127 0.310. 

13.129 a) 14.78 s. b) 693 lb (tension). 

13.130 a) 29.6 s. b) 2 500 lb (tension). 

13.131 a) 19.60 s. b) 10.20 kN (compresion). 

13.132 a) 3.92 m/s. b) 39.2 N. 

13.134 a) 29.0 ft/s. b) 77.3 ft/s. 

13.135 a) 77.3 ft/s. b) 5.40 s. 

13.136 a) 5.00 s. b) 49.9 ft/s. c) 17.88 s. 

13.137 a) 7.00 s. b) 10.99 ft/s. c) 13.49 s. 

13.139 8.18%. 

13.140 6.21 W. 

13.141 642 1b. 

13.142 a) 3730 lb. b) 7450 lb. 

13.145 a) 1.333 km/h ^ b) 0.1888 s. 

13.146 a) A iba mas rapido. b) 115.2 km/h. 

13.147 a) 8.51 km/h. (b) 6.67 N. 

13.148 497 ft/s. 

13.149 a) A: v 0 Vl 2 - <j 2 /2L, B: u 0 Vl 2 + 3a 2 /2L. 
b) mvl (L 2 - a 2 )/4L 2 . 

13.150 a) 0.618 ft/s. b) 3.04 ft/s. 

13.151 a) 1.000 m/s b) 0.500 N • s f. 

13.152 mMv 0 cos 6/(m + M) — mv 0 sen 8 f. 

13.154 76.9 1b. 

13.155 a) v A = 0.363 m/s <—, v' B = 2.44 m/s — b) 4.13 J. 

13.157 0.800. 

13.158 a) v’ A = 10.38 ft/s \’ B = 7.38 ft/s b ) 0.0611 ft • lb. 

13.159 A: 1.013 m/s B: 0.338 m/s C: 0.150 m/s 

13.160 a) v' A = n 0 (l — e)/2, v ' B = e 0 (l + e)/2. 

b) v' c = o 0 (l + ef/4, v' B = u 0 (l - ef/4. 

c) v'„ = c 0 (l + e) (n_1) /2 ( " _1) , d) 0.881 v 0 . 

13.163 0.728 £ e < 0.762. 

13.165 vA = 6.37 m/s 7^ 77.2°, v' B = 1.802 m/s ^2 40°. 

13.166 vA = 3.00 m/s i 57 40°, v' B = 3.00 m/s 40°. 

13.167 a) v A = 0.848 v 0 ^5 27.0°, v B = 0.456 e 0 57.6°. 

13.168 a) 70.0°. b) 0.972 ft/s 

13.169 0.857. 

13.170 15.94 m. 

13.173 a) 22.5°. b) 21.3°. 

13.174 a) 0.294 m. b) 54.4 mm. 

13.175 a) 0.685 m para e = 1, 0.484 m para e = 0. 

b) 5.00 m/s —» para e = 1. 2.50 m/s —> para e = 0. 

13.176 a) \' A = v' B = 0. b) v' A = 1.201 m/s —>, = 0.400 m/s —>. 

13.177 a) 0.258. b) 4.34 m/s. 

13.178 a) 0.0720 ft. b) 72.2 lb/ft. 

13.179 a) e = 1.000. b) 0.200 ft. e) 0.263 ft. 


13.183 a) 2.90 m/s. b) 100.5 J. 

13.184 a) 401 mm. b) 4.10 N ■ s. 

13.185 a) 0.923. b) 1.278 m. 

13.188 vA = 1.093 ft/s vg = 3.28 ft/s 

13.190 1.688 ft • lb. 

13.191 a) 533 lb/ft. b) 37.0 ft. 

13.194 12 900 ft/s. 

13.196 65.0 KN. 

13.197 0.707 a. 

13.199 a) 1.368 m/s. b) 0.668 m. c) 1.049 m. 

13.200 (1 + ef/ 4. 

CAPITULO 14 

14.1 a) 1.417 m/s b) 1.417 m/s 

14.2 a) 10.00 kg. b) 1.200 m/s 

14.3 a) 9.20 ft/s b) 9.37 ft/s 

14.4 a) 2.80 ft/s b) 0.229 ft/s 

14.7 a) A: 1.288 m/s B: 0.312 m/s C: 1.512 m/s 
b) A: 0.956 rn/s B: 0.0296 m/s C: 1.552 m/s 

14.8 0.294 m/s 

14.9 —(31.2 kg ■ m 2 /s)i — (64.8 kg ■ m 2 /s)j + (48.0 kg • m 2 /s)k. 

14.10 a) (0.600 m)i + (1.400 m)j + (1.525 m)k. 

b ) —(26.0 kg • m/s)i + (14.00 kg ■ m/s)j + (14.00 kg ■ m/s)k . 

c) —(29.5 kg • m 2 /s)i - (16.75 kg ■ m 2 /s)j + (3.20 kg • m 2 /s)k. 

14.13 a) v x = —0.750 ft/s, v z = 0.4375 ft/s. 
b) H 0 = -(3.39 ft • lb • s)i. 

14.14 a) v x = 8.33 ft/s, v z = 7.25 ft/s. b) H 0 = -(4.51 ft ■ lb • s)k. 

14.15 (4 320 ft)i + (480 ft)j + (480 ft)k. 

14.16 (400 ft)i - (258 ft)j + (32.0 ft)k. 

14.17 (1004 m)i - (48.7 m)j. 

14.18 (503 m)i - (547 m)j. 

14.21 a) 8.50 ft/s. b) 3.95 ft/s. 

14.22 a) 6.05 ft/s. b) 6.81 ft/s. 

14.23 (26.0 m)i + (125.4 m)k. 

14.24 v A = 919 m/s, v B = 717 m/s, v c = 619 m/s. 

14.31 a) 42.2 J. (b) 5.10 J. 

14.32 a) 264 J. (b) 352 J. 

14.33 mujer: 382 ft • lb, hombre: 447 ft • lb 

14.34 a) 1116 ft • lb. (b) 623 ft • lb. 

14.37 a) vg = m A v 0 /{m A + m B ) (b) h = m B t>o/2g (m A + m B ). 

14.38 a) v A = 0.200 v 0 v B = 0.693 v 0 ^2 30°, 

v c = 0.693 v 0 ^ 30°. b) v A = 0.250 v Q IF’ 60°, 

Vg = 0.866 v 0 ^ 30°, v c = 0.433 v 0 ^ 30°. 

14.39 v A = 10.61 ft/s, v B = 5.30 ft/s, v c = 9.19 ft/s. 

14.40 v A = 7.50 ft/s, t)g = 9.19 ft/s, v c = 9.19 ft/s. 

14.41 v A = 4.11 m/s ^2 46.9°, v B = 17.39 m/s ^5 16.7°. 

14.42 v A = 12.17 m/s ^2 25.3°, v B = 9.17 m/s ^5 70.9°. 

14.45 (60.0 m/s)i + (60.0 m/s)j + (390 m/s)k. 

14.46 x Bo = 181.7 mm, y Bo = 0, z Bo = 139.4 mm. 

14.49 a) 0.866 v 0 . (b) 0.250 v 0 . c) 7.50%. 

14.50 a) 0.707 c 0 . (b) 0.500 v 0 . c) 12.50%. 

14.51 a) v A = 2.56 m/s ], v B = 4.24 m/s ^5 31.9°. b) 2.34 m. 

14.52 a) v 0 = (2.4 m/s)i + (1.8 rn/s)j b) 600 mm. c) 20.0 rad/s. 

14.53 a) v B = 7.20 ft/s ^2 53.1°, v c = 7.68 ft/s b) 42.0 in. 

14.54 a) v A = 7.20 ft/s J,, v B = 9.00 ft/s ^2 53.1°. b) 74.0 in. 

14.57 312 N. 

14.58 4.18 m/s. 

14.59 90.6 N 

14.60 a) F x = 3 280 lb. b) F z = 6 450 lb. 

14.63 C = 161.7 N T, D, = 154.8 N D v = 170.2 N f. 

14.67 a) 61.1 m/s. b) 59.8 N 49.0°. 
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14.68 C x = 90.0 N, C„ = 2 360 N. D x = 0, D y = 2 900 N. 

14.69 36.9 kN. 

14.70 251 lb/s. 

14.71 a) 9 690 lb, 3.38 ft. b) 6 960 lb, 9.43 ft. 

14.73 1.096 m. 

14.74 7180 1b. 

14.75 a) 516 ini/h. b) 391 mi/h. 

14.77 a) 15.47 kj/s. b) 0.323. 

14.78 a) 80.0 kj/s. b) 51.9 km/h. 

14.79 a) 15 450 hp. h) 28 060 hp. c) 0.551. 

14.80 a) 109.5 ft/s. b) 3100 ft 3 /s. c) 43 800 ft • lb/s 

14.84 646 ft 3 /s. 

14.85 a) P = qv. 

14.86 Caso 1. a) 0.333 g |. b) 0.817VgZ |. 

Caso2. a)gy/l[. b)wgl[. 

14.87 a) (m/l)(v 2 + gij). b) mg(l - y/l) j. 

14.88 a) mgy/l. b) ( m/l ) [g (1 - ij) + v 2 ]|. 

14.89 10.10 ft/s. 

14.90 4.75 ft/s. 

14.92 533 kg/s. 

14.93 a) 90.0 m/s 2 , b) 35.9 X 10 3 km/h. 

14.94 a) 31.9 m/s 2 |. b) 240 m/s 2 |. 

14.95 4 410 1b. 

14.96 3 960 ft/s. 

14.97 7930 m/s. 

14.98 a) 1800 m/s. b ) 9 240 m/s. 

14.99 186.8 km. 

14.100 a) 31.2 km. b) 197.5 km. 

14.106 a) 5.20 km/h. b) 4.00 km/h. 

14.107 a) v A = \'b = \’c = 0.400 mi/h 

b) \ A = v B = 1.68 mi/h <—, v c = 4.56 mi/h — 

14.109 v A = 15.38 ft/s Vjj = 5.13 ft/s 

14.111 a) qv o b ) V2g h 30°. 

14.112 1.712 kN | en C, 2.29 kN t en D. 

14.113 414 rpm. 

14.114 v 2 /g. 

14.115 a) m 0 + qt L = b ) v L = u 0 e _,L/ ’" I ' )0 

CAPITULO 15 

15.1 a) 0, 15.00 rad/s, -18.00 rad/s 2 . 
b )—9.00 rad, -12.00 rad/s 2 , 0. 

15.2 1.000 s, 7.00 rad, -12.00 rad/s 2 ; 

5.00 s, -25.0 rad, 12.00 rad/s 2 . 

15.3 a) 0, 0, 0. b) 6.00 rad, 4.71 rad/s, -3.70 rad/s 2 . 

15.4 1.243 rad, 3.33 rad/s, 4.79 rad/s 2 . 

15.5 a) 0, 0.1000 rad/s, -0.0250 rad/s 2 . 

b) 0.211 rad, 0.0472 rad/s, -0.01181 rad/s 2 . 

c) 0.400 rad, 0, 0. 

15.6 a) 4.00 s -2 . ( b ) 5.29 rad/s. 

15.9 a) 12.73 rev. ( b ) (c) 18.42 s. 

15.10 -(0.400 m/s)i - (1.400 m/s)j - (0.700 m/s)k, 

(8.40 m/s 2 )i + (3.30 m/s 2 )j — (11.40 m/s 2 )k. 

15.11 -(0.400 m/s)i + (0.700 m/s)k , 

-(2.00 m/s 2 )i - (6.50 m/s 2 )j - (3.00 in/s 2 )k. 

15.12 -(0.450 m/s)i - (1.200 m/s)j + (1.500 m/s)k, 

(12.60 m/s 2 )i + (7.65 m/s 2 )j + (9.90 m/s 2 )k. 

15.13 (0.750 m/s)i + (1.500 m/s)k, (12.75 m/s 2 )i + 

(11.25 m/s 2 )j + (3.00 m/s 2 )k. 

15.16 a) 1525 ft/s, 0.1112 ft/s 2 . b) 1163 ft/s, 0.0852 ft/s 2 . c) 0, 0. 

15.18 a) 0.0600 m/s 2 , b ) 0.0937 m/s 2 , c) 0.294 m/s 2 . 

15.19 a) 6.00 m/s 2 , b) 9.98 m/s 2 , c) 60.0 m/s 2 . 

15.21 a) 2.50 rad/s 1, 1.500 rad/s 2 J. b) 38.6 in./s 2 ^5 76.5°. 


15.22 12.00 rad/s 2 l 

15.24 a) 6.28 m/s, 1 579 m/s 2 , b) 0.628 m/s, 15.80 m/s 2 . 

15.25 a) 120 rpm, 275 rpm. b) 23.7 m/s 2 .j, 19.90 m/s 2 |. 

15.27 a) 10.00 rad/s "j. b) 7.50 m/s 2 |, 3.00 m/s 2 j. 
c) 4.00 m/s 2 J,. 

15.28 a) 3.00 rad/s 2 l b) 4.00 s. 

15.29 a) 1.707 rad/s 2 "j. b) 6.83 rad/s Y 

15.30 a) 2.25 rev. b) 1.710 m/s |, 3.11 m |. 
c) 849 mm/s 2 32.0°. 

15.31 a) 1.152 m/s T, 2.30 in j'. b) 1.728 m/s |, 3.46 m |. 

15.32 Disco A- 5.41 rad/s 2 Y Disco B: 1.466 rad/s 2 *j. 

15.33 a) 10.39 s. b) Disco A: 413 rpm J; Disco B-. 248 rpm Y 

15.35 a) Disco A: 2.36 rad/s 2 J; Disco B- 4.19 rad/s 2 J. b) 6.00 s. 

15.36 fcu 2 /2m- 3 J. 

15.37 bo>l/2ir^>. 

15.38 a) 0.378 rad/s J. b) 6.42 m/s 

15.39 a) 0.615 rad/s Y b) 11.02 in./s ^5 15°. 

15.40 a) 2.26 rad/s Y b) 1.840 m/s 60°. 

15.41 a) 2.54 rad/s l b) 1.373 m/s ^2 30°. 

15.44 a) 4.00 rad/s J. b )—(4.00 in/s)i. 

15.45 a) (12.00 in./s)i + (8.00 in./s)j 
b) x = 2.00 in., ij = 3.00 in. 

15.46 a) 2.00 rad/s J. b) (120 mm/s)i + (660 mm/s)j. 

15.48 a) 105 rpm J. b) 127.5 rpm J. 

15.49 a) 1.500. b) 0.333 w A Y 

15.50 70 rpm J. 

15.51 a) 135.0 rpm l b) 105.0 rpm J. 

15.52 a) 48.0 rad/s J. b) 3.39 m/s 45°. 

15.55 a) 60.0 rpm J, 37.7 in./s — b) 0, 50.3 in./s 

15.56 2.67 rad/s J, 34.4 in./s 

15.57 a) 0, 39.3 rad/s Y b) 6.28 m/s |, 0. 

15.58 6.52 m/s |, 20.8 rad/s Y 

15.60 a) 0.1254 m/s b) 0.208 rad/s l 

15.61 a) 3.02 rad/s l b) 0.657 rad/s Y 

15.63 Barra BD-. 0.955 rad/s Y Barra DE: 2.55 rad/s J. 

15.64 Barra BD-. 4.00 rad/s i; Barra DE-. 6.67 rad/s Y 

15.65 Barra BD: 5.20 rad/s J; Barra DE-. 6.40 rad/s J. 

15.66 a) 3.33 rad/s Y b) 2.00 m/s 56.3°. 

15.68 a) 12.00 rad/s J. b) 80.0 in./s —>. 

15.69 a) 12.00 rad/s J. b) 72.1 in./s IF* 56.3°. 

15.70 B: 140.8 ft/s C: 0; D: 136.0 ft/s 15°; E-. 99.6 ft/s ^5 

45°. 

15.71 a) 338 mm/s <—, 0. b) 710 mm/s 2.37 rad/s J. 

15.72 a) c — (1. — r A /r c hi Am: . 

15.73 a) C esta a 1.000 ft a la derecha de A. b) 4.00 in./s "f . 

15.74 x — 0, 3 — 9.34 ft. 

15.75 a) 50.0 mm a la derecha del eje. 

b) 750 mm/s 1.950 m/s J,. 

15.76 a) 25.0 mm a la derecha del eje. b) 420 mm/s f . 

15.77 a) 12.00 rad/s J. b) Cremallera: 2.40 m/s —> D: 2.16 m/s 

56.3°. 

15.78 a) 10.00 mm a la derecha de A. b) 40.00 mm/s J, . 

c) DE: sin enrollar a 240 mm/s; BF: sin enrollar a 120 mm/s. 

15.79 a) 20.0 mm a la derecha de A. b) 80.0 mm/s ! . 

c) DE: sin enrollar a 240 mm/s; BF: sin enrollar a 120 mm/s. 

15.82 a) 12.00 rad/s Y b) 3.90 m/s IF 67.4°. 

15.83 a) 5.00 rad/s Y b) 1.300 m/s 67.4°. 

15.84 a) 3.08 rad/s J. b) 83.3 in./s ^5 73.9°. 

15.85 a) 0.467 rad/s Y b) 3.49 ft/s <=£ 59.2°. 

15.89 a) 4.42 rad/s Y b) 3.26 m/s 50°. 

15.90 a) 1.579 rad/s J. b) 699 mm/s 78.3°. 

15.92 a) 22.0 in./s ^2 79.6°. b ) 20.6 in./s 20.5°. 

15.93 a) 2.79 in./s ^2 36.7°. b) 8.63 in./s 75.0°. 
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15.95 a) 1 260 mm/s f. b) 1.250 rad/s \ 

15.96 a) 0.338 rad/s J. b) 78.8 mm/s <—. 

15.97 a) DE: 2.50 rad/s J; AB: 1.176 rad/s J. b ) 29.4 m/s 

15.98 a) AB: 2.00 rad/s J; DE: 5.00 rad/s V fc) 24.0 in./s 

15.99 Centroide espacial: cuarto de circuit) de 15 in. de radio centrado 
en O. Centrodo del cuerpo: semicirculo de 7.5 in. de radio 
centrado en el punto medio entre Ay B. 

15.100 Centrodo espacial: cremallera inferior. 

Centrodo del cuerpo: cireunferencia del engrane. 

15.102 4.00 rad/s J, 6.67 rad/s "j. 

15.103 5.20 rad/s J, 6.40 rad/s J. 

15.104 B: 140.8 ft/s C: 0; D: 136.0 ft/s ^ 15.0°; 

£: 99.6 ft/s ^ 45°. 

15.105 a) 0.900 m/s 2 b) 1.800 m/s 2 

15.106 a) 0.600 m desdeA. b) 0.200 m desde A. 

15.107 a) 0.778 rad/s 2 J. b) 4.22 m/s 2 f. 

15.108 A: 7.00 ft/s 2 t; B: 0.200 ft/s 2 J,. 

15.109 a) 2.88 m/s 2 b) 3.60 m/s 2 

15.110 a) 2.88 m/s 2 — b) 7.92 m/s 2 — 

15.111 a) 5 410 ft/s 2 J,. b) 5 410 ft/s 2 f c) 5 410 ft/s 2 ^5 60°. 

15.112 a) 96.0 rad/s 2 "j. 2.40 m/s 2 

b) 48.0 ra $ s 2r j. 1.200 n/ s 2 ^- . 

15.113 a) 300 mm/s 2 h) 247 mm/s 2 2^ 14.0°. 

15.115 A: 56.6 in./s 2 58.0°; B: 80.0 in./s 2 t; 

C: 172.2 in./s 2 5^ 25.8°. 

15.116 A: 48.0 in./s 2 T; B: 85.4 in./s 2 69.4°; 

C: 82.8 in./s 2 2^ 65.0°. 

15.118 a) 13.35 in./s 2 IF" 61.0°. b) 12.62 in./s 2 <£ 64.0°. 

15.119 a) 92.5 in./s 2 . b) 278 in./s 2 . 

15.120 a) 59.8 m/s 2 T- b) 190.6 in./s 2 ]. 

15.121 D: 1 558 m/I ^ 45°; £; 337 m/I ^2 45°. 

15.122 a) 1 218 in./s 2 b) 993 in./s 2 

15.125 148.3 m/s 2 j. 

15.126 296 m/s 2 

15.127 a) 1 080 rad/s 2 l b) 460 ft/s 2 64.9°. 

15.128 a) 432 rad/s 2 "j. b) 272 ft/s 2 5^ 60.3°. 

15.129 1.745 m/s 2 IF 68.2°. 

15.130 a) 7.20 rad/s 2 , b) 1.296 m/s 2 

15.132 9.60 m/s 2 — 

15.133 a) 10.75 rad/s 2 V b) 2.30 rad/s 2 V 
15.135 a) 8.15 rad/s 2 "j. b) 0.896 rad/s 2 . 

15.138 v B sen /3 // cos 6. 

15.139 (v B sen fi/Tf sen 0/cos 3 8 

15.140 ho cos 8, ha cos 6 - bco 2 sen 8. 

15.141 bv A /(b 2 + xl) \ ib A x A vl/(b 2 + xi) 2 
15.143 e[l — cos (vt/r)\, v sen ( vt/r ). 

15.146 v 0 sen 2 8/r cos 8 "j. 

15.147 (vo/rf (1 + cos 2 0 ) + tan 3 8 "j. 

15.149 ( Ra) sen <ot)j, (Rco 2 cos cot) j 

15.150 a) 1.815 rad/s l b) 16.42 in./s ^5 20°. 

15.151 a) 5.16 rad/s J. b) 1.339 in./s 60°. 

15.152 AP: 4.68 rad/s "j; BE: 1.415 rad/s "j. 

15.153 AD: 2.52 rad/s J; BP: 1.299 rad/s J. 

15.156 a) vh/ae = ho v h/ bd = 0. fc) v H/A£ = 0.577 Ico 30°, 
vh/bd = 0.577 Ico <£ 30°. 

15.157 v H/AJ! = 0.299 ho 5^ 45°, v H/BD = 0.816 ho ^2 15°. 

15.160 a) 0.520 m/s ^ 82.6°. b) 50.0 mm/s V 9.8°. 

15.161 a) 0.520 m/s ^ 37.4°. b) 50.0 mm/s 2 2^ 69.8°. 

15.162 a )-(51.0 in./s)j + (108.0 in./s)k. b )-(51.0 in./s)j. 

15.163 a) (96.0 in./s)i — (108.0 in./s)k. b) (96.0 in./s)i. 

15.165 0.0234 m/s 2 al oeste. 

15.166 a) 68.1 in./s 2 5^ 21.5°. b) 101.4 in./s 2 5^ 3.2°. 


15.167 a) 95.2 in./s 2 2^ 48.3°. b) 57.5 in./s 2^ 64.3°. 

15.168 Eslabon 1: 303 mm/s 2 Eslabon 2: 168.5 mm/s 2 2^ 57.7 

15.169 Eslabon 3: 483 mm/s 2 ; Eslabon 4: 168.5 mm/s 2 its. 57.7 
15.171 392 in./s 2 2^ 4.05°. 

15.174 a) a A = 0.621 m/s 2 j. h) a B = 1.733 m/s 2 53.9°. 
c) a c = 2.62 m/s 2 2^ 67.6°. 

15.175 1.500 rad/s 'j, 7.79 rad/s 2 V 

15.176 6.00 rad/s l 'j, 62.4 rad/s 2 J. 

15.177 43.0 rad/s 2 l 

15.178 47.0 rad/s 2 l 

15.181 a) 2.40 rad/s J, 34.6 rad/s 2 J. 

b) 1.342 m/s 5^ 63.4°, 9.11 m/s 2 ^ 18.4°. 

15.182 a) 3.61 rad/s "j. b) 86.6 in./s ^2 30°. c) 563 in./s 2 2^ 46.1°. 

15.183 a) 3.61 rad/s J. b) 86.6 in./s 2^ 30°. c) 563 in./s 2 2^ 46.1°. 

15.184 a) (1.500 rad/s)i — (3.00 rad/s)j — (2.50 rad/s)k. 
b) (27.0 in./s)i - (14.00 in./s)j + (33.0 in./s)k. 

15.185 a) -(1.500 rad/s)i - (0.750 rad/s)j - (1.000 rad/s)k. 
b) (9.00 in./s)i - (14.00 in./s)j - (3.00 in./s)k. 

15.186 a) (0.480 rad/s)i - (1.600 rad/s)j + (0.600 rad/s)k. 
b) (400 mm/s)i + (300 mm/s)j + (480 mm/s)k. 

15.187 a) -(0.400 rad/s)j - (0.360 rad/s)k. 

b) (100 mm/s)i — (90 mm/s)j + (120 mm/s)k. 

15.188 -(9.87 rad/s 2 )k. 

15.189 (118.4 rad/s 2 )i. 

15.190 a) &>ij + (fl/r/ojjk. b) ( R/r)io 2 i. 

15.193 a) -(0.600 m/s)i + (0.750 m/s)j - (0.600 m/s)k . 

b) -(6.1.5 m/s 2 )i - (3.00 m/s 2 )j. 

15.194 a) -(20.0 rad/s 2 )i. b)-( 4.00 ft/s 2 )i + (10.00 ft/s 2 )k . 

c) -(10.25 ft/s 2 )j. 

15.195 -(3.46 ft/s 2 )i - (5.13 ft/s 2 )j + (8.66 ft/s 2 )k. 

15.196 a) -(0.1745 rad/s)i - (0.524 rad/s)j. b )-(0.0914 rad/s 2 )k 
c) —(1.818 m/s)i + (0.605 m/s)j — (3.49 m/s)k, 

(0.366 m/s 2 J - (0.0609 m/s 2 )j - (1.055 m/s 2 )k. 

15.198 a) (8.00 rad/s)i. b)— (19.20 rad/s 2 )k. 
c) -(1.103 m/s 2 )i - (2.005 m/s 2 )j. 

15.199 a) (0.750 rad/s)i + (1.500 rad/s)j 

b) (300 inm/s)i — (150 mm/s)j 

c) (60 mm/s)i — (30 mm/s)j — (90 mm/s)k. 

15.200 a) (1.125 rad/s 2 )k. 

b) -(225 mm/s 2 )i + (180 mm/s 2 )j - (112.5 mm/s 2 )k. 

15.202 (210 mm/s)k. 

15.203 (40.0 mm/s)k. 

15.204 -(30.0 in./s)j. 

15.205 (45.7 in./s)j. 

15.206 (12.78 mm/s)j. 

15.207 (4.66 mm/s)j. 

15.210 (^/cos 25°) (—sen 25°j+ cos 25° k) 

15.211 Mi/cos 25° (—sen 25°j+ cos 25° k) 

15.212 a) (0.240 rad/s)i + (0.080 rad/s)j — (1.080 rad/s)k . 
b) (40.0 mm/s)k. 

15.213 a) -(0.348 rad/s)i + (0.279 rad/s)j + (1.089 rad/s)k . 
b) —(30.0 in./s)j. 

15.214 -(510 mm/s 2 )k. 

15.216 —(45.0 in./s 2 )j. 

15.217 (205 in./s 2 )j. 

15.218 -(9.51 mm/s 2 )j. 

15.219 -(8.76 mm/s 2 )j. 

15.220 a) (72.0 in./s)i + (30.0 in./s)j - (48.0 in./s)k . 
b) -(288 in./s 2 )i - (864 in./s 2 )k. 

15.221 a) (30.0 in./s)i - (16.0 in./s)j - (16.0 in./s)k , 

-(48.0 in./s 2 )i + (96.0 in./s 2 )k . 

b ) (30.0 in./s)i - (16.0 in./s)j; (96.0 in./s 2 k. 
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15.222 a) (0.750 m/s)i + (1.299 m/s)j - (1.732 m/s)k. 
b) (27.1 m/s 2 )i + (5.63 m/s 2 )j - (15.00 m/s 2 )k. 

15.223 a) (0.75 m/s)i + (1.299 m/s)j - 1.732 m /s)k. 

b )—(28.6 m/s 2 )i + (3.21 m/s 2 )j - (10.67 m/s 2 )k. 

15.226 -(1.215 m/s)i + (1.620 in/s)k; -(30.4 m/s 2 )k. 

15.227 -(1.080 m/s)k ; (19.44 m/s 2 )i - (12.96 m/s 2 )k. 

15.228 -(1.215 m/s)i - (1.080 m/s)j + (1.620 m/s)k; 
(19.44 rn/s 2 )i - (30.4 m/s 2 )j - (12.96 m/s 2 )k. 

15.229 -(1.215 m/s)i - (1.080 m/s)j + (1.620 m/s)k : 
(25.5 m/s 2 )i - (25.0 m/s 2 )j - (21.1 m/s 2 )k. 

15.230 a) (30.0 in./s)i — (16.0 in./s)j — (16.0 in./s)k; 
-(75.0 in./s 2 )i - (8.0 in./s)j + (32.0 in./s)k. 

b) (30.0 in./s)i - (16.0 in./s)j; -(75.0 in./s 2 )i + 
(40.0 in./s 2 )j + (96.0 in./s 2 )k. 

15.232 —(41.6 in./s 2 )i — (61.5 in./s 2 )j + (103.9 in./s 2 )k. 

15.234 a) -(0.270 rad/s 2 )i. b) (6.24 in./s)i - (3.60 in./s)j 
(16.80 in./s)k. c)-(11.70 in./s 2 )i - (2.81 in./s 2 )j - 
(7.48 in./s 2 k 

15.235 (0.600 m/s)j - (0.585 m/s)k; -(4.76 m/s 2 )i. 

15.236 (0.600 m/s)j - (0.225 m/s)k; -(0.675 m/s 2 )i + 
(3.00 m/s 2 )j — (3.60 m/s 2 )k. 

15.237 (4.33 ft/s)i - (6.18 ft/s)j + (5.30 ft/s)k; 

(2.65 ft/s 2 )i - (2.64 ft/s 2 )j - (3.25 ft/s 2 )k. 

15.240 -(5.04 m/s)i - (1.200 m/s)k; -(9.60 m/s 2 )i - 
(25.9 m/s 2 )j + (57.6 m/s 2 )k. 

15.241 -(0.720 m/s)i - (1.200 m/s)k; -(9.60 m/s 2 )i + 
(25.9 m/s 2 )j - (11.52 m/s 2 )k. 

15.242 (3.00 in./s)i - (1.800 in./s)j ;-(13.50 in./s 2 )i + 
(9.00 in./s 2 )j + (8.64 in./s 2 )k. 

15.243 (9.00 in./s)i - (7.80 in./s)j + (7.20 in./s)k; 

(9.00 in./s 2 )i - (22.1 in./s 2 )j - (5.76 in./s 2 )k. 

15.244 a) (0.610 m/s)k; -(0.880 m/s 2 )i + (1.170 m/s 2 )j. 
b) (0.520 m/s)i - (0.390 m/s)j - (1.000 m/s)k; 
-(4.00 m/s 2 )i - (3.25 m/s 2 )k. 

15.245 a) (1.390 m/s)k; (7.12 m/s 2 )i - (1.170 in/s 2 )j. 
b) (0.520 m/s)i - (0.390 m/s)j + 1.000 m/s)k; 
(4.00 in/s 2 )i — (3.25 m/s 2 )k. 

15.248 a) 51.3 in./s 2 |. b ) 184.9 in./s 2 ^ 16.1 °. 

15.249 a) -1.824 rad/s 2 , b) 103.3 s. 

15.250 a) (0.450 m/s)k, (4.05 in/s 2 )i. 

b) -(1.350 m/s)k, -(6.75 m/s 2 )i. 

15.252 a) 37.5 in./s b) 187.5 in./s 2 
15.254 49.4 m/s 2 ^5 26.0°. 

15.256 (7.84 in./s)k. 

15.257 a) 0.1749 rad/s "j. b) 66.2 mm/s 25°. 

15.259 (0.325 m/s)i + (0.1875 m/s)j - (0.313 m/s)k, 

-(2.13 m/s 2 )i+ (0.974 m/s 2 )j- 3.25 m /s 2 )k. 


CAPITULO 16 

16.1 a) 3.43 N ^ 20°. b) 24.4 N 73.4°. 

16.2 3.57 m/s 2 

16.3 6.84 ft/s 2 . 

16.4 a) 13.42 ft/s 2 — b) 8.67 lb. 

16.5 a) 25.8 ft/s 2 , b) 12.27 ft/s 2 , c) 13.32 ft/s 2 . 

16.6 a) 36.8 ft. b) 42.3 ft. 

16.7 a) 5.00 m/s 2 b) 0.311 m < h < 1.489 m. 

16.8 a) 2.55 m/s 2 — b) h £ 1.047 m. 

16.11 a) 0.337 g ^ 30°. b) h/d = 4.00. 

16.12 a) 0.252 g F 30°. h) h/d = 4.00. 

16.13 4351b. 


16.14 a) 4.91 m/s 2 F 30°. b ) AD: 31.0 N; BE: 11.43 N. 

16.16 a) 2.54 m/s 2 F 15“ b) AC: 6.01 N en tension 
BD: 22.4 N en tension 

16.17 CF: 4.05 lb en compresion; BE: 14.33 lb en compresion. 
16.20 a) 30.6 ft/s 2 ^ 84.1“. 

b) B = 1.285 lb ^ 30°. A = 0.505 lb ^2 30°. 

16.22 |V| m4x = 40.3 lb. |M| m& = 25.2 lb • ft. 

16.25 87.8 lb • ft. 

16.26 5 230 revoluciones. 

16.27 20.4 rad/s 2 l 

16.28 32.7 rad/s 2 Y 

16.29 59.4 s. 

16.30 93.5 revoluciones. 

16.34 1): a) 8.00 rad/s "j. b) 14.61 rad/s \ 

2) : a) 6.74 rad/s 2 V b) 13.41 rad/s V 

3) : a) 4.24 rad/s 2 "j. b) 10.64 rad/s "j. 

4) : a) 5.83 rad/s 2 "j. b) 8.82 rad/s Y 

16.36 a) 7.63 rad/s 2 J. b) 2.78 lb A. 

16.37 a) 1.255 ft/s 2 i. b) 0.941 ft/s 2 

16.38 a) 1.971 ft/s 2 b) 1.971 ft/s 2 1. 

16.39 a) a A = 12.50 rad/s 2 Y a B = 33.3 rad/s 2 Y 
b) A: 320 rpm J, B: 320 rpm Y 

16.40 a) a A = 12.50 rad/s 2 Y “s = 33.3 rad/s 2 Y 

b) A: 90.0 rpm Y B: 120.0 rpm l 

16.41 a) Ocurre deslizamiento. b) a A = 61.8 rad/s 2 Y 
a B = 9.66 rad/s 2 J. 

16.42 a) No hay deslizamiento. b ) a A = 15.46 rad/s 2 Y 
a B = 7.73 rad/s 2 J. 

16.48 a) A: 18.40 ft/s 2 , b ) 9.20 ft/s 2 

16.49 a) 12.00 in. desde A. b) 9.20 ft/s 2 — 

16.50 a) 2.50 m/s 2 h) 0. 

16.51 a) 3.75 m/s 2 b) 1.25 m/s 2 

16.55 A: 0.885 m/s 2 J,, B: 2.60 m/s 2 t 

16.56 A: 0.273 m/s 2 B: 2.01 m/s 2 |. 

16.57 A: 359 lb, B: 312 lb. 

16.58 A: 275 lb, B-. 361 lb. 

16.59 a) 0.741 rad/s 2 Y b) 0.857 m/s 2 T- 

16.60 a) 2 800 N. b) 15.11 rad/s 2 l 

16.63 a) 3.00 g/L lb) 1.000 gt- c)2.00g|. 

16.64 a) 1.000 g/L J. b) 0. c) 1.000 g J, 

16.65 a) 1.000 g/L J. b) 0.866 g <—. 

c) 1.323 g ^2 49.1°. 

16.66 a) 0.500 gt- fc) 1.500 g i 

16.67 a) 0. £>) 1.000 g J,. 

16.69 a) 1.597 s. b) 9.86 ft/s. c) 19.85 ft. 

16.70 a) 1.863 s. b) 9.00 ft/s. c) 22.4 ft. 

16.72 a)v 0 /r\ b)v 0 /mg. c) u 2 /2^g. 

16.76 a) 12.08 rad/s 2 l b) A x = 0.750 lb A y = 4.00 lb t- 

16.77 a) 24.0 in. b ) 8.05 rad/s 2 j. 

16.78 a) 107.1 rad/s 2 J. b) C x = 21.4 N C tJ = 39.2 N |. 

16.79 a) 150.0 mm. b) 125.0 rad/s 2 J. 

16.81 a) 1 529 kg. b) 2.90 mm. 

16.82 13.64 kN — 

16.84 a) 1.500 g J ,.b) 0.250 mg j. 

16.85 a) 1.286 g |. b) 0.571 mg f 

16.86 a) 2.50 gl. b) 0.375 mg f. 

16.87 150.1 N ^2 83.2“ 

16.88 a) 9.66 rad/s 2 Y b) 5.43 lb • ft Y 

16.89 a) 13.50 rad/s 2 Y b) 6.79 N • m Y 

16.95 2.55 ft. 

16.96 tan /3 = /r s ( 1 + r 2 /k 2 ). 

16.97 a) 2.27 m o bien 7.46 ft. b) 0.649 m o bien 2.13 ft. 
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16.98 

16.99 

16.100 

16.101 

16.102 

16.105 

16.106 

16.107 

16.108 

16.109 

16.110 
16.111 
16.113 
16.116 

16.117 

16.118 
16.119 
16.121 

16.124 

16.125 

16.126 

16.127 

16.128 

16.129 

16.130 

16.133 

16.134 

16.135 

16.136 

16.138 

16.139 

16.140 

16.141 

16.142 

16.143 

16.144 

16.146 

16.147 
16.151 
16.153 

16.156 

16.157 
16.159 


16.160 

16.161 

16.163 

16.164 


a) rueda sin deslizarse 

b) 15.46 rad/s 2 l 10.30 ft/s 2 

a) rueda sin deslizarse 

b) 23.2 rad/s 2 J, 15.46 ft/s 2 

a) se desliza. b) 4.29 rad/s 2 'j, 9.66 ft/s 2 — 
a) se desliza. b) 12.88 rad/s 2 *j. 3.22 ft/s 2 . 
a) 17.78 rad/s 2 "j. 2.13 m/s 2 b) 0.122. 
a) 8.89 rad/s 2 "j. 1.067 in/s 2 b) 0.165. 
a) 0.556 g [. b) 1.000 g i. c) 0. 
a) 1.125 g 1. b) 1.000 g |. c) 1.333 g [. 
a) 0.765 g l.b) 1.000 g |. c) 0.667 g |. 
a) 5.57 ft/s 2 <^. b) 0.779 lb. 
a) 64.4 rad/s 2 f b ) 26.8 ft/s 2 J,. 
a) 1.536 P/mr l b) 0.884 P(mg + P). 
a) 0.1250 g/r l 0.1250 g 0.1250 g |. 

P = 16.84 N ^2 70.5; M P = 0.228 N ■ m J. 
a) 11.11 rad/s 2 J. b) 377 N f. c) 28.2 N 
a) 978 N f. b) 60.3 N f. 
a) 11.15 rad/s 2 'j. b) 1.155 lb 
a) 12.04 rad/s 2 J. b) 1.795 lb ^ 20°. 

6.40 N 
171.7 N 
60.0 N 
33.0 lb t 
2.32 lb |. 

29.9 N ^2 60°. 

23.5 N ^2 60°. 

0.330 lb 

a) 15.00 N • m V b) 120.0 N - 
a) 25.0 N ■ m "j. b) 190.0 N - 
A = 1.565 lb T, B = 1.689 lb t 
B = 805 N D = 426 N 
B = 525 N IF' 38.1°. D = 322 N 15.7°. 
(mvn/6L) tan 6/ cos 3 6. 
a) 9.36 m/s 2 ^ 27.1°. b) 278 N t- 
a) 9.10 m/s 2 ^5 81.1°. b ) 6.54 N. 
a) A: 0.400 g/r B-. 0.400 g/r J. b) 0.200 mg. 

c) 0.800 gi. 

a) 18.49 ft/s 2 ^ 25°. b) 8.38 rad/s 2 l 
a) 13.55 m/s 2 1. b) 2.34 m/s 2 |. 
a) 6.40 ft/s 2 h) 45.4 rad/s 2 "j. 

10.39 lb ■ in. ubicado 20.8 in. debajo de A. 
272 rad/s 2 'j. 

20.6 ft. 

a) 0.513 g/L l b) 0.912 mg f. c) 0.241 mg 

1) : a) 1.200 g/c l b) 0.671 IF' 63.4°. 

2) : a) 1.412 g/c J. b) 0.706 g |. 

3) : a) 2.40 g/c J. b) 0.500 g J,. 
a) 0.333 gt- b) 1.667 gi. 

23.7 rad/s 2 "j. 

a) 51.2 rad/s 2 J. b) 21.0 N |. 
a) 57.8 rad/s 2 J. b) 20.4 N f. 


», 88.2 Nf. 
, 104.9 N f 


CAPITULO 17 


17.10 a) 2.54 rev. b) 17.86 N. 

17.11 a) 9.73 ft/s i. b) 7.65 ft. 

17.12 70.1 lb i. 

17.13 80.7 lb X. 

17.16 11.13 rad/s "j. 

17.17 3.27 rad/s J. 

17.18 a) 1.732Vg Tl l 2.50 Wf. b) 5.67 rad/s J, 4.50 lb f. 
17.20 a) 3.94 rad/s l 271 lb 5^ 5.25°. b) 5.58 rad/s l 701 lb |. 

17.24 a) 3.00 m/s b) 30.0 N 

17.25 1.154Vgs. 

17.26 Vgs. 

17.27 a ) 5.00 rad/s. b) 24.9 N |. 

17.28 0.577Vg/r. 

17.29 a) 1.324Vg/r V b) 2.12 mg. 

17.30 a) 2.06 ft. b) 4.00 lb. 

17.33 0.745 m/s 

17.34 1.000 m/s 

17.35 1.054 m/s 

17.36 3.11 m/s —1.798 m/s i. 

17.37 4.82 m/s 0. 

17.39 3.71 rad/s 7.74 ft/s t- 

17.40 0.775 Vgjl <- 0.775 Vgjl F' 60°. 

17.42 a) 0.926VgL b) 1.225VgZT«-. 

17.44 15.03 ft/si. 

17.45 84.7 rpm J. 

17.46 110.8 rpm / 

17.47 0.770 m/s 

17.48 a) 21.2 N • m. h) 127.3 N • m. 

17.50 a) 39.8 N • m. b) 95.5 N ■ m. c) 229 N ■ m. 

17.52 1.212 N ■ m. 

17.53 47.4 min. 

17.54 2.84 s. 

17.57 5.26 s. 

17.59 3.88 s. 

17.60 5.22 s. 

17.61 3.13 s. 

17.63 o>o(l + niji/mj) 

17.64 a) 686 rpm "j, 514 rpm J. b) 4.18 lb ■ s f. 

17.69 a) r 2 gf sen /3 /(r 2 + k 2 ) ^5 /3. b) k 2 tan /3/(r 2 + k 2 ). 

17.70 2.79 ft. 

17.71 a) 2.55 m/s f. b) 10.53 N. 

17.72 a) 27.6 ft/s i. b) 4.00 lb. 

17.74 a) 2.12 m/s —b) 0.706 n/ s — 

17.75 a) 0.706 m/s b) 1.235 m/s 

17.77 a) 0.286ra 0 //aj.g. b) 0.286roj 0 —>, O.286oj 0 J. 

17.78 a) 2.50u 0 /r. b) v 0 /mg. 

17.79 84.2 rpm. 

17.81 a) 2.54 rad/s. b) 1.902 J. 

17.82 a) 5.00 rad/s. b) 3.13 rad/s. 

17.83 18.07 rad/s. 

17.84 —24.4 rpm. 

17.86 disco: 337 rpm; placa: 23.5 rpm. 

17.87 37.2 rpm. 

17.88 a) 15.00 rad/s. b) 6.14 m/s. 

17.89 a) 149.2 mm. b) 4.44 rad/s. 


17.1 

87.8 lb • ft. 


17.90 

1.136 m/s. 


17.2 

5 230 rev. 


17.94 

1.542 m/s. 


17.3 

0.760. 


17.95 

2.01 ft/s 


17.4 

98.8 mm. 


17.96 

a) 25.2 rad/s J. b) 1545 lb 

17.5 

a) 293 rpm. 

b) 15.92 rev. 

17.97 

a) 10.00 in. 

b) 22.6 rad/s J. 

17.8 

19.77 rev. 


17.98 

a) 2.16 m/s 

b) 4.87 kN 66.9°. 

17.9 

a) 6.35 rev. 

b) 7.14 N. 

17.99 

a) 79.2 mm. 

b) 1.992 m/s 
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17.100 242 mm/s — 

17.101 302 mm/s . 

17.102 14.10 rad/s V 

17.105 <V2 l L(oj4 t 

17.106 a) 3 vjL l vji i. b) 3 vjL "j, f. c) 0, Ul 

17.107 nL/3. 

17.108 (2 + 5 cos 0W7 "j, (2 + 5 cos j3)« a /7 
17.110 6t>i sen/3/(l + 3 sen 2 /3 )L J. 

17.112 0.750 u 0 /L J, 0.910 ^ 74.1°. 

17.113 0.706 c 0 /L J, 0.949 v 0 5^ 87.9°. 

17.114 0.366. 

17.115 8.80 ft/s. 

17.116 5.12°. 

17.117 55.9°. 

17.120 a) 2.86 in. b) 2.05 in. 

17.121 a) 3.85 ft/sj,. b ) 5.13 rad/s J. 

17.122 a) 0.256 ft/s. 

17.123 0.650VgL — 

17.124 0.866V^L — 

17.125 725 mm. 

17.126 447 mm. 

17.128 a) 2.60 rad/s l b) 1.635 m/s ^ 53.4°. 

17.131 a) v A = 0, co A = Vj/r J; v B = tj — co B = 0. 
b ) v A = 2V7; v B = 5vjJ7. 

17.132 1.25 u 0 /r. 

17.133 a) v A = (u 0 sen0)j. v B = (u 0 cos 0)i, io A = v 0 (—sen 6 i + 
cos 6 j /r, oj b = 0. b) v B = (5 v 0 cos 0/7)i. 

17.134 to AB = 2.65 rad/s J, ta BC = 13.25 rad/s "j. 

17.135 A = 100.1 N f, B = 43.9 N 

17.136 a) 118.7 rev. b) 7.16 s. 

17.138 a) 53.1°. b) 1.095Vp( ^ 53.1°. 

17.139 7.83 N —7.35 N f. 

17.141 a) 1.500 vjb J. b) 0.791 ui ^2 18.4°. 

17.143 a) 4.81 rad/s J. h) 6.81 rad/s J. 

17.145 0.400 r 

17.146 a) 1.286 rad/s V b ) 0.719 lb 1.006 lb T- 

CAPITULO 18 

18.1 0.357 kg ■ m 2 /s; 0 t = 48.6°, d y = 41.4°. 6 Z = 90°. 

18.2 0.250 mr 2 a) 2 j + 0.500 mr 2 co 1 k. 

18.3 (ma 2 u>/ 12)(3 j + 2 k). 

18.4 11.88°. 

18.7 a) 0.276 ma 2 io. b) 25.2°. 

18.8 a) 0.432 maV i) 20.2°. 

18.9 -(1.747 lb • ft • s)i + (3.59 lb • ft ■ s)j + (0.0582 lb • ft • s)k. 

18.10 (1.848 lb ■ ft • s)i - (0.455 lb • ft ■ s)j + (1.118 lb ■ ft • s)k. 

18.11 a) 2.91 rad/s. b) 0.0551 rad/s. 

18.12 (0.320 kg • m 2 /s)i - (0.009 kg • m 2 /s)j - (467 kg ■ m 2 /s)k. 

18.15 a) mr 2 a> (0.379 i — 0.483 j). b) 51.9°. 

18.16 a) (0.063 kg • m 2 /s)i + (0.216 kg • m 2 /s)j . 
b) -(0.513 kg ■ m 2 /s)i + (0.216 kg ■ m 2 /s)j. 

18.19 a) -(1.041 lb ■ ft • s)i + (1.041 lb • ft • s)j + 

(2.31 lb • ft ■ s)k. b) 147.5°. 

18.20 a) -(1.041 lb ■ ft • s)i - (1.041 lb ■ ft • s)j + 

(2.31 lb • ft • s)k. b) 32.5°. 

18.21 226 1b. 

18.22 2.66 s. 

18.23 a) -(0.300 m/s)k. b) -(0.962 rad/s)i - (0.577 m/s)j. 

18.24 a) (0.300 m/s)j . 

b ) -(3.46 rad/s)i + (1.923 rad/s)j - (0.857 rad/s)k. 

18.25 a) (FAf/m)i. b) (Fht/ma)(— 1.714 j + 8.57 k). 


18.26 a) (FAt/m)i. b) (FAf/ma)(3.43 j - 5.14 k). 

18.29 a) 0.125 &) 0 ( _ i + j). b) 0.0884 aai 0 k. 

18.30 a) 0.1031 mao) 0 k. b) —0.01473 maa> 0 k. 

18.31 (0.429 v 0 /c)i + (0.429 u„/a)k. 

18.32 a) -(6 t> 0 /7)j. b) (mu 0 /7)j. 

18.33 a) C y B. b) C : 8.16 s. D: 4.84 s. c) 0.520 s. 

18.34 a)Dy A. b) D. 6.82 s. A: 1.848 s. c) 0.347 s. 

18.39 1.417 J. 

18.40 0.1250 mr 2 (a 2 + 2<u 2 ). 

18.41 0.1250 maV. 

18.42 0.228 mrV. 

18.43 0.1896 mrV. 

18.44 1.296 J. 

18.47 13.34 ft • lb. 

18.48 12.67 ft-lb. 

18.49 0.1250 maV. 

18.50 0.203 maV. 

18.53 16.75 ft-lb. 

18.54 39.9 ft • lb. 

18.55 (3.21 N • m)k. 

18.56 0.500 mr 2 (ti t ai 2 i. 

18.57 0.1667 m»V i. 

18.58 -0.958 mrVk. 

18.59 (2.91 lb ■ ft)i. 

18.61 (1.890 N • m)i + (2.14 N ■ m)j + (3.21 N ■ m)k. 

18.62 -(1.890 N ■ m)i - (2.14 N ■ m)j + (3.21 N ■ m)k. 

18.65 A = -(12.00 N)i, B = -(4.00 N)i. 

18.66 C = mho) 2 sen /3 cos /3 i, 

6 

1 , „ 

D = - — mbw sen /3 cos /3 i. 

18.67 A = (3.35 lb)k, B = -(3.35 lb)k. 

18.68 A = -(1.103 lb)j - (0.920 lb)k , 

B = (1.103 lb)j + (0.920 lb)k. 

18.71 a) (20.0 rad/s 2 )k. b) A = -(3.75 N)k. B = -(1.250 N)k. 

18.72 a) (3 Mo/mb 2 cos 2 0)j . 

b) C = (M 0 tan /3/2b)k. D = — (M 0 tan /i/2b)k. 

18.75 a) (2.33 lb - ft)i. 

b) A = (0.466 lb)j, B = -(0.466 lb)j. 

18.76 a) (0.873 lb • ft)i. 

b) A = -(0.218 lb)j + (0.262 lb)k . 

B = (0.218 lb)j - (0.262 lb)k. 

18.77 a) (0.1301 lb ■ ft)i b) A = -(0.0331 lb)j + (0.0331 lb)k , 
B = (0.0331 lb)j - (0.0331 lb)k. 

18.78 A = -(0.444 lb)j - (0.383 lb)k, 

B = (0.444 lb)j + (0.383 lb)k. 

18.79 a) 10.47 N • m. b) 10.47 N • m. 

18.80 4.29 kN • m. 

18.81 -(0.457 lb • ft)i. 

18.83 24.0 N. 

18.84 1.138° J. Elpunto Aascenderd. 

18.85 a) 38.1°. b) 11.78 rad/s. 

18.86 13.46 rad/s 

18.87 a) 53.6°. b) 8.79 rad/s 

18.88 w = 10 ■ 20 rad/s. 

18.89 5.45 rad/s. 

18.90 2.11 N ^2 18.7°. 

18.93 a) C = -(123.4 N)i, D = (123.4 N)i. 
b) C = D = 0. 

18.94 91.2 rpm. 

18.95 A = (0.1906 lb)k. B = -(0.1906 lb)k. 

18.96 7.87 rad/s 
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18.99 (11.23 N ■ m) cos 2 6 i + (11.23 N • m) 


sen 6 cos 6 j — (2.81 N ■ m) sen 0 cos 6 k. 

C = -(89.8 N)i + (52.8 N)k . 

D = -(89.8 N)i - (52.8 N)k. 

a) (0.1962 N • m)j b) C = -(48.6 N)i + (38.9 N)k, 
D = -(48.6 N)i - (38.9 N)k. 
a) -(5.39 lb ■ ft)j. b) A = -(11.65 lb)i + (3.49 lb)k , 
M a = (5.53 lb • ft)i + (8.73 lb • ft)k. 
a) (1.382 lb • ft)i. b) D = -(6.70 lb)j + (4.89 lb)k , 
E = -(1.403 lb)j + (4.89 lb)k. 

299 rpm. 

55.3°. 

1666 rpm. 

45.9 rpm, 533 rpm. 

23.7° 

a) 52.7 rad/s. b) 6.44 rad/s. 
a) 40.0°. b) 23.5°. c) 85.3° 
a) 56.1 rad/s. b) 5.30 rad/s. 

a) 8 X = 52.5°, d y = 37.5°, e z = 90°. 

b) 53.8 rev/h. c) 6.68 rev/h. 

18.126 a) d x = 90°, G y = 17.65°, 0 S = 72.35°. 

b) 44.8 rev/h. c) 6.68 rev/li. 

18.129 a) 13.19°. b) 1 242 rpm (retrograda). 

18.130 a) 109.4 rpm; y x = 90°, y y = 100.05°, y z = 10.05°. 

b) e x = 90°, e y = 113 . 9 °, e z = 23 . 9 °. 

c) precesion: 47.1 rpm; giro: 64.6 rpm. 

18.131 a) 4.00 rad/s. b) 5.66 rad/s. 

18.132 a)6 o < 0 == 180° - 0„ . 

b) 6 mfe= <P osen 6 O cos 0 a c) tp mbl = ip o sen 2 0 G 

18.133 a) 30° £ 0 £ 150°. b ) <p Ma = 2.40 rad/s. 
e) 0 m & = 3.29 rad/s. 

a) <p m in = 1-200 rad/s. b ) 0 mix = 2.68 rad/s. 
a) 44.1°. b) tp = -8.72 rad/s, </< = 56.3 rad/s. 
a) 32.7 rad/s. b) tp = -13.33 rad/s, i ji = 44.3 rad/s. 


18.101 

18.102 

18.103 

18.104 

18.107 

18.108 
18.109 
18.111 

18.113 

18.114 

18.115 

18.116 
18.125 


18.134 

18.137 

18.138 

18.140 


-I'(tp sen 0) 2 + — I'd 2 + —hot + mee cos 6 = E. 

2 2 2 & 

18.147 (0.234 kg ■ m 2 /s)j + (1.250 kg • m 2 /s)k. 

18.148 a) -(1.098 lb • ft ■ s)i + (1.098 lb • ft • s)j + (2.74 lb • ft • s)k. 
b) 150.5°. 

18.150 a) — — &) 0 i + —iwo j- b) — (u 0 «k. 

6 6 6 


19.12 

19.13 

19.14 

19.17 

19.18 

19.19 

19.20 

19.23 

19.24 

19.25 

19.26 

19.27 
19.30 

19.34 

19.35 

19.36 

19.37 

19.38 

19.39 

19.40 

19.43 

19.44 

19.45 

19.46 

19.47 

19.49 

19.50 

19.55 

19.56 

19.57 

19.58 

19.59 
19.61 

19.63 

19.64 

19.65 

19.66 

19.69 

19.70 

19.71 

19.72 


a) 0.0352 s. b) 6.34 ft/s 64.9 ft/s 2 J,. 

0.445 ft t, 2.27 ft/s |, 114.7 ft/s 2 j. 
a) 3.89°. b) 0.1538 m/s, 0.666 m/s 2 . 
a) 0.208 s, 4.81 Hz. b) 1.361 m/s, 41.1 m/s 2 . 
a) 0.416 s, 2.41 Hz. b) 0.680 m/s, 10.29 m/s 2 . 
a) 0.361 s, 2.77 Hz. b) 2.54 ft/s, 441 ft/s 2 . 
2.63 s. 

a) 6.82 lb. b) 33.4 Ib/ft. 
a) 6.80 kg. b) 0.583 s. 
a) 35.6 Ib/in. b) 5.01 lb. 

192.0 lb/ft. 

a) 22.3 MN/m. b) 266 Hz. 
a) 55.4 mm. b) 1.497 Hz. 

16.3° 

a) 1.737 s. b) 1.864 s. c) 2.05 s. 

28.1 in. 

a) 3.36 Hz. b) 42.6 mm. 
a) 0.315 s. b) 0.665 ft/s. 
a) 0.1957 s. b) 171.7 ft/s 2 . 
a) 0.491 s. b) 9.60 in./s. 
a) 1.117 rad/s. b) 400 mm. 
a) 2.28 s. b) 1.294 m. 

75.5°. 

0.379 Hz. 

a) 1.067 s. b) 89.7 mm. 
a) 0.933 s. b) 0.835 s. 
a) 1.617 s. b) 1.676 s. 
a) 2.21 Hz. b) 115.3 N/m. 

3.03 Hz. 

0.945 Hz. 

0.276V k/m - g/4 L. 
a) 88.1 mm/s. b) 85.1 nnn/s. 

82.1 mm/s. 

a) 21.3 kg. b) 1.838 s. 
a) 0.826 s. b) 1.048 s. 
a) 1.951 s. b) 1.752 m/s. 

4.86 lb • ft • s 2 . 

27rVI7g. 

3.18 s. 

1.476 m/s, 31.1 m/s 2 . 

1.379 in., 888 in./s 2 . 


18.151 

5 2 2 

—ma a )o . 

19.73 

0.289 I. 
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19.76 

130.6 mm. 

18.153 

a) 52.1 rad/s 2 , b) A = -(2.50 N)i, B = (2.50 N)i. 

19.77 

0.276 'Vk/m — g/4 L. 

18.154 

a) 53.4°. b) 9.27 rad/s. 

19.78 

a) 0.715 s. b) 0.293 ft/s. 

18.155 

a) (2.71 lb • ft)j. b) F = -(5.30 lb)i - (1.988 lb)k ; 

19.79 

2.10 Hz. 


M 0 = (2.69 lb ■ ft)i - (4.42 lb • ft)k. 

19.80 

0.387 s. 

18.156 

a) A = (1.786 kN)i + (143.5 kN)j; 

19.83 

1.834 s. 


B = -(1.786 kN)i + (150.8 kN)j. b ) -(35.7 kN • m)k. 

19.84 

0.1899Vg J\. 

18.157 

1326 rpm. 

19.85 

1.327 s. 



19.88 

2.39 s. 

CAPITULO 19 

19.89 

27rV2m/3/c. 



19.90 

0.911 Hz. 

19.1 

1.047 ft/s, 65.8 ft/s 2 . 

19.91 

a) 0.1592V(g /l)(ka 2 /to! - 1). b) V<ol/k. 

19.2 

0.950 mm, 239 mm/s. 

19.92 

6.64 lb. 

19.3 

1.225 m/s, 0.650 Hz. 

19.94 

0.742 Hz. 

19.4 

a) 0.391 s, 2.55 Hz. b ) 2.81 ft/s, 45.1 ft/s 2 . 

19.96 

(27r/cos /3) Vm/6/c. 

19.5 

a) 0.324 s, 3.08 Hz. b ) 12.91 mm, 484 m/s 2 . 

19.97 

a) 0.352 s. b) 0.352 s. 

19.6 

a) 10.75°. b ) 6.04 ft/s 2 . 

19.98 

1.814 l/Vgr. 

19.7 

a) 0.557 Hz. b) 293 mm/s. 

19.99 

11.40 N. 

19.9 

a) 3.14 s. b) 6.40 m. c) 38.7°. 

19.100 

a) 0.1304 ft (en fase). b) 1.464 ft (fuera de fase). 

19.11 

a) 5.49 m. b) 80.5 m/s 2 |. 

19.101 

a) 10.99 Ib/ft. b) 2.99 lb/ft. 
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19.102 

19.105 

19.106 

19.107 

19.108 

19.109 

19.112 

19.113 

19.114 

19.115 

19.116 
19.118 

19.120 

19.121 

19.122 

19.123 

19.124 

19.132 

19.133 

19.134 

19.136 

19.137 
19.139 
19.141 

19.143 

19.144 

19.145 

19.146 

19.147 
19.149 

19.151 


Vk/2m < ay < V3/v/2m. 
ay < 8.16 rad/s. 

22.5 rum, 5.63 mm. 

ay < 9.83 rad/s. y ay > 17.02 rad/s. 

651 rpm. 

a) 90.0 mm. b) 18.00 N. 

a) 25.2 mm. b) —0.437 sen(7rt) N. 

Demuestre. . . 

22.0 mm. 

ay ' 322 rpm y ay > 329 rpm. 

783 rpm. 

39.1 kg 

ay £ 254 rpm and ay a 303 rpm. 
a) 4.17%. b) 84.9 Hz. 

8.04%. 

1) |1/(1 - oy7o. 2 „)|; (2) |1/(1 - o>)/o4)|. 

a) 1 399 rpm. b ) 0.01669 in. 
a) 0.01393. b) 0.0417 lb • s/ft. 
a) 6.49 kip • s/ft. b) 230 kips/ft. 

56.9 mm. 

a) 6 490 lb/ft. b) 0.1939 s. 

a) d + (3 c/m) 6 + ( 3k/4m ) 6 = 0. b) Vkm/3. 

0.0725 in. 

c/c c > 0.707. 

a) 0.0905. b) 366 N ■ s/m. 
a) -0.324 mm. b) 0.0884 mm. 

13.01 mm. 


a) 2 210 kN/m. b) 0.0286. 

134.8 mm, 143.7 N. 
a) 16.18 lb. b) 8.18 lb. 
d 7 dx 

a) m~p + c— + kx = S m (k senoy t + cu>y cos ay t) 
donde ay = 27 tv/L. 


b) S m Vk 2 + (cay) 2 /V (k - mm}) 2 + (cco f f. 


19.153 

19.154 

19.155 

19.156 

19.157 


19.158 


19.159 

19.161 

19.163 

19.164 
19.166 

19.169 

19.170 


R < 2 VLC. 
a) E/R b) L/R 


Trace .. . 

Trace .. . 

fl ) kx A + c—{x A - x m ) = 0, 
d 2 x m d 

+ ~ Xa > = Pm sen "7 

pklA + - <?m) = 0, 

d 2 q m d, 

L-pp- + R p f yqm - <7a) = E m sen ay t. 
d 2 x 

a) m—y- + k 2 (x m - x A ) = P m sen ay t. 
dt 2 


cixa 

Cpp + hx A + k 2 (x A + x m ) = 0 

,, d l 

b > L^r + — {q m - q A ) = E m sen ayf 


dt 2 
dq A 


C 2 

1 


R H + ^ qA + ^ {qA ~ qJ = 0 

a) 27rV2fl/3g. b) 0.1667 a. 

1.785 s. 

a) 6.16 Hz, 4.91 mm, 0.1900 m/s. b) 4.91 N, c) 0.1542 m/si. 
a) 0.316 L. b) 0.200Vg JL 


1.456 m. 

a) 5.75 N. b) 0.00710 mm. 
a) mx + 4Tx/l = 0 b) irX/ml/T. 
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Prefijos del SI 


Factor multiplicativo 


Prefijo 

Sfmbolo 

1 000 000 000 000 = 

10 12 

tera 

T 

1 000 000 000 = 

10 9 

giga 

G 

1 000 000 = 

10 6 

mega 

M 

1 000 = 

10 3 

kilo 

k 

100 = 

10 2 

hecto^ 

h 

10 = 

10 1 

deca r 

da 

0.1 = 

1CT 1 

deci 1 ^ 

d 

0.01 = 

1(T 2 

centi 1 ^ 

c 

0.001 = 

1CT 3 

mili 

m 

0.000 001 = 

1CT 6 

micro 


0. 000 000 001 = 

1CT 9 

nano 

n 

0.000 000 000 001 = 

1(T 12 

pico 

p 

0.000 000 000 000 001 = 

1(T 15 

femto 

f 

0.000 000 000 000 000 001 = 

1CT 18 

ato 

a 


+ Debe evitarse el uso de estos prefijos, excepto en las medidas de areas y volumenes y 
para el uso no tecnico del centimetre), como en las medidas referentes a la ropa y al cuerpo. 


Principales unidades del SI usadas en mecanica 


Cantidad 

Unidad 

Slmbolo 

Formula 

Aceleracion 

Metro por segundo 
al cuadrado 


m/s 2 

Angulo 

Radian 

rad 

t 

Aceleracion angular 

Radian por segundo 
al cuadrado 


rad/s 2 

Velocidad angular 

Radian por segundo 


rad/s 

Area 

Metro cuadrado 


m 2 

Densidad 

Kilogramo por 
metro cubico 


kg/m 3 

Energia 

Joule 

J 

N ■ m 

Fuerza 

Newton 

N 

kg • m/s 2 

Frecuencia 

Hertz 

Hz 

s- 1 

Impulso 

Newton-segundo 


kg • m/s 

Fongitud 

Metro 

m 

t 

Masa 

Kilogramo 

kg 

t 

Momento de una fuerza 

Newton-metro 


N ■ m 

Potencia 

Watt 

W 

J/s 

Presion 

Pascal 

Pa 

N/m 2 

Tiempo 

Segundo 

s 

t 

Velocidad 

Metro por segundo 


m/s 

Volumen 

Solidos 

Metro cubico 


m 3 

Liquidos 

Fitro 

L 

1(T 3 m 3 

Trabajo 

Joule 

J 

N • m 


+ Unidad suplementaria (1 revolution = 2tt rad = 360°). 
* Unidad basica. 








Centroides de areas y li'neas comunes 


Forma 


Area 


Area triangular 



(l/3(a + b)) 


h 

3 


bh 

~2 


Un cuarto de area circular 


Area semicircular 


9 

/' 

\ / 

^ \ 

" 

/ c 

* L 

r \ 

/ ^ 

X 


ol 



Area semiparabolica 


-<-->-| 



C< 

t 'V 

c / 

t 

h 


O 


^ l» V 


\ 

Area parabolica 

X 

o 

-—a —- 



4 r_ 
3tt 


4 r_ 
3t t 


4r 
3-rr 


7rr“ 

4 


-nr 

"T" 


3a 

8 


3h 

5 


3/t 

5 


2a/t 

3 


4ah 

~3~ 


Timpano parabolico 


- - ° -*i 


y = kx 2 

1 


h 

c 


\y \ 

- 



3fl 

T 


3/t 

10 


ah 

T 


Sector circular 



2r sen a 
3a 


Un cuarto de arco circular 


Arco semicircular 



2 r_ 

77 


2 r_ 

77 


2r 

77 


irr 

T 


777 


Arco de un circulo 



/- sen a 


2 ar 






























































Unidades de uso comun en Estados Unidos y sus equivalencias 
en unidades del SI 


Cantidad 

Unidades de uso comun 
en Estados Unidos 

Equivalente del SI 

Aceleracion 

ft/s 2 

0.3048 m/s 2 


in./s 2 

0.0254 m/s 2 

Area 

ft 2 

0.0929 m 2 


in. 2 

645.2 nun 2 

Energfa 

ft • lb 

1.356 J 

Fuerza 

kip 

4.448 kN 


lb 

4.448 N 


oz 

0.2780 N 

Impulso 

lb ■ s 

4.448N • s 

Longitud 

ft 

0.3048 m 


in. 

25.40 mm 


mi 

1.609 km 

Masa 

oz masa 

28.35 g 


lb masa 

0.4536 kg 


slug 

14.59 kg 


ton 

907.2 kg 

Momento de una fuerza 

lb • ft 

1.356 N • m 

Momento de inercia 

lb • in. 

0.1130 N • m 

de un area 

in. 4 

0.4162 X 10 6 mm 4 

de una masa 

lb • ft • s 2 

1.356 kg • m 2 

Cantidad de movimiento 

lb • s 

4.448 kg • m/s 

Potencia 

ft • lb/s 

1.356 W 


hp 

745.7 W 

Presion o esfuerzo 

lb/ft 2 

47.88 Pa 


lb/in. 2 (psi) 

6.895 kPa 

Velocidad 

ft/s 

0.3048 m/s 


in./s 

0.0254 m/s 


mi/h (mph) 

0.4470 m/s 


mi/h (mph) 

1.609 km/h 

Volumen 

ft 3 

0.02832 m 3 


in. 3 

16.39 cm 3 

Lfquidos 

gal 

3.785 L 


qt 

0.9464 L 

Trabajo 

ft • lb 

1.356 J 





